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Широкое использование древесины в домо�
строении в качестве наружных ограждений требует
детального изучения теплозащитных свойств ее
фрагментов в виде бруса и бревна. Особенно акту�
альна эта проблема для холодных климатических
зон ввиду повышенных требований к теплотехни�
ческим характеристикам ограждений [1]. Одним из
путей улучшения теплотехнических характеристик
деревянных фрагментов служит заполнение их осе�
вых отверстий эффективным утеплителем [2]. Зна�
ние механизма теплопереноса в таких неоднород�
ных системах позволит целенаправленно влиять на
улучшение их теплозащитных свойств. Оптималь�
ным способом верификации новых способов уте�
пления на конкретных конструкциях при мини�
мальных материально�технических и временных
затратах является математическое моделирование.
Для повышения адекватности математических мо�
делей ее параметры должны определяться из реше�
ния обратных задач с привлечением данных лабо�
раторных либо натурных экспериментов.

Целью настоящей работы является математиче�
ское моделирование процессов нестационарного те�
плопереноса в неоднородных фрагментах деревян�
ных наружных ограждений в виде утепленных бруса
и бревна, параметрическое исследование теплоза�
щитных свойств указанных фрагментов в зависимо�
сти от теплофизических и геометрических характе�
ристик утеплителя и их сравнительный анализ.

Физико�математическая постановка задач. Ис�
следуется теплоперенос через плоские неоднород�
ные системы, состоящие из деревянных утеплен�

ных бруса и бревна, осевые отверстия которых за�
полнены утеплителем (рис. 1). Форма бруса и уте�
плителя – прямые параллелепипеды, поперечные
сечения которых квадраты со сторонами a1 и a2.
Бревно и утеплитель представляют собой прямые
соосные цилиндры с радиусами R1 и R2. В нижней
части бревна имеется технологический вырез, об�
условленный условиями сборки бревенчатой стены.
Вследствие этого выреза радиальная координата
границы rγ является переменной величиной, зави�
сящей от угла ϕ. Угол ϕs, длина rM(ϕ) радиус�векто�
ра ОМ произвольной точки М на линии AD с углом
ϕ∈[–ϕs,ϕs] и площадь поперечного сечения бревна
S определяются из геометрических соображений на
основании известных R1, ROO1

и ϕ по формулам:

где ROO1
– расстояние между центрами соседних

бревен, м; ϕs – половинный угол адиабатной гра�
ницы, рад; xМ, yМ – декартовые координаты точки
М, определяемые по формуле: 

Тепловая нагрузка на границах бруса и бревна
является переменной из�за наличия адиабатных
участков на стыках соседних брусьев и бревен и от�
крытых участков, граничащих с внутренним и на�
ружным воздухом.
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При записи математических постановок задач
нестационарного теплопереноса в утепленных бру�
се и бревне используется декартовая и цилиндри�
ческая системы координат.

Теплоперенос в поперечном сечении неодно�
родного бруса в областях 1 и 2 описывается двумя
двумерными нелинейными нестационарными ура�
внениями теплопроводности для однородного бру�
са и утеплителя

(1)

с начальными и граничными условиями 

(2)

(3)

(4)

(5)

(6)

(7)

(8)

(9)

(10)

где tin – температура в начальный момент времени,
°С; tg,e, tg,ins – температура наружного и внутреннего
воздуха, °С; t0, tw – температура на внутренней и на�
ружной поверхностях стены, °С; α0, αw – коэффи�
циент теплоотдачи на внутренней и наружной по�
верхностях стены, Вт/(м2.К); τ – время, с; x, y – ко�
ординаты, м; c – коэффициент удельной теплоем�
кости, Дж/(кг.К); λ – коэффициент теплопровод�
ности, Вт/(м.К); ρ – плотность, кг/м3; Xi (i=1,2),
Yi (i=1,2) – координаты внутренних границ расчет�
ных подобластей по x и y, м; Xk, Yk – координата
верхней границы расчетной области по x и y, м.

На границах области x=0 и x=Xk задаются усло�
вия конвективного теплообмена (3), (4); y=0 и y=Yk

– адиабатные условия (5, 6); на внутренних грани�
цах системы – условия четвертого рода (7–10). 

Теплоперенос в радиальном сечении утеплен�
ного бревна описывается двумя двумерными нели�

нейными нестационарными уравнениями тепло�
проводности для однородного бревна и утеплителя

(11)

с начальными и граничными условиями

(12)

(13)

(14)

(15)

(16)

(17)

где r, ϕ – независимые переменные цилиндриче�
ской системы координат, r, м, ϕ, рад; rγ – радиаль�
ная координата внешней границы бревна, завися�
щая от ϕ, м.

Рис. 1. Схемы неоднородных: а) бруса и б) бревна

На внешней CD и внутренней AB границах ра�
диального сечения выполняются условия конвек�
тивного теплообмена (13, 14), на линиях AD и BC –
условия адиабатичности (15). На внутренней гра�
нице однородного бревна с утеплителем задается
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граничное условие четвертого рода (17). На радиусе
ϕ=0 – условие периодичности (16). 

В математических моделях (1–10), (11–17) ни�
жние индексы 1, 2 характеризуют древесину и уте�
плитель. 

Метод решения задач и результаты численных
расчетов. Для численного решения задач использо�
вался метод расщепления [3]. Полученные в ре�
зультате расщепления одномерные уравнения те�
плопроводности в однослойных и многослойных
областях по соответствующим направлениям рас�
считывались итерационно�интерполяционным ме�
тодом [4–6] с итерациями по коэффициентам с за�
данной точностью. На внутренних границах обла�
стей использовались разностные уравнения, полу�
ченные на основе итерационно�интерполяционно�
го метода и учитывающие различие в теплофизиче�
ских характеристиках древесины и утеплителя. 

Определенную трудность при численной реали�
зации второй задачи вызвало нахождение темпера�
туры в центре поперечного сечения бревна. При за�
дании в центре поперечного сечения условия сим�
метрии неопределенность типа “0/0”, возника�
ющая в точке r=0 при расчете температуры по r,
легко раскрывается по правилу Лопиталя [7]. В
рамках рассматриваемой постановки задачи ввиду
переменности тепловой нагрузки по обводу усло�
вие симметрии в точке r=0 не выполняется. Замена
этого условия граничным условием четвертого рода
при расчете температуры насквозь через центр по
всему диаметру также не достаточно корректна
ввиду зависимостей получаемых в этой точке тем�
ператур от радиального направления. Поэтому для
определения температуры в центре был разработан
итерационный алгоритм, основанный на решении
на каждом временном слое уравнения теплового
баланса для элементарного цилиндра с осью r=0 и
радиусом поперечного сечения, значительно мень�
шим радиуса бревна. Поступающее (уходящее) че�
рез боковую поверхность элементарного цилиндра
тепло идет на его нагревание (охлаждение). Полу�
ченная таким образом температура в центре ис�
пользовалась в качестве граничного условия перво�
го рода при расчете температуры в направлении r
для разных ϕ.

Численное решение задач по вышеизложенно�
му алгоритму осуществлялось с помощью про�
грамм, разработанных по модульному принципу на
языке программирования ФОРТРАН. Тестирова�
ние отдельных программных модулей проводилось
на основании известных из литературы либо полу�
ченных с помощью метода пробных функций ана�
литических решений [6, 8]. Тестирование задачи
осуществлялось путем сравнения численного ре�
шения двумерной задачи теплообмена в однород�
ном брусе с известным стационарным аналитиче�
ским решением из [9]. В результате численных рас�
четов было установлено, что независимо от зада�
ния начального условия, которое варьировалось от
минус 40 °C до плюс 20 °С, численное решение дву�

мерной задачи стремится к единственному стацио�
нарному решению [9]. Число узлов разбиения раз�
ностной сетки по x и y бралось равным 101, по r и ϕ
– 51 и 21; шаг по времени равнялся 60 с. Для облег�
чения анализа результатов расчетов предполага�
лось, что теплофизические характеристики древе�
сины и утеплителя изотропны. 

Исходные данные для расчетов: a1=0,2 м, a2=0,1 м,
R1=0,1 м, R2=0,05 м, ROO1

=0,18 м, λ1=0,14 Вт/(м.K),
ρ1=500 кг/м3, c1=2300 Дж/(кг.К), λ2=0,04 Вт/(м.K),
ρ2=80 кг/м3, c2=1470 Дж/(кг.К), tg,ins=20 °С, tg,e=–40 °С,
tin=20 °С. Материал древесины – сосна, утеплителя –
пенополиуретан. 

Для оценки теплозащитной эффективности од�
нородных и неоднородных деревянных сортимен�
тов и проверки корректности расчетов определя�
лись тепловые потоки через внутренние Q0 и внеш�
ние Qw открытые поверхности бруса и бревна дли�
ной 1 погонный метр по формулам:

(для бруса);

(для бревна).

Рис. 2. Распределение перепада температур для утепленных
(1–3) и однородных (4) брусьев при  τfin=168 ч
(1 – пенополистирол, 2, 3 – пенополиуретан)

Анализ рис. 2 показывает, что максимальные
возмущения температурного поля в утепленном
брусе наблюдаются в зонах контакта утеплителя с
древесиной. В центре бруса при x=0,1 м располага�
ется сечение с максимальным значением тран�
смиссионной теплоты, до которого теплота от оси
бруса отводится на его периферию, а после которо�
го, наоборот, подводится к оси бруса с периферии.
Абсолютные значения перепадов температур
Δt(x)=t(x,Yk)–t(x,Yk/2) на периферии и оси бруса с
ростом теплопроводности утеплителя уменьшают�
ся. Теплофизические характеристики пенополи�
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стирола: λ2=0,06 Вт/(м.K), ρ2=150 кг/м3,
c2=1340 Дж/(кг .К); λ2=0,04 Вт/(м.K). Для однород�
ного бруса ввиду одномерности температурного
поля перепад температуры равен нулю (кривая 4).

Поведение температур по радиусам характер�
ных направлений (рис. 3) в поперечном сечении
утепленного бревна показывает, что максимальное
возмущение температурного поля, как и в утеплен�
ном брусе, происходит на границе утеплителя с
древесиной. Наибольший абсолютный перепад
температур в однородном и утепленном бревнах
достигается на границе древесины с утеплителем
при ϕ=π/2 и ϕ=3/2π и составляет 5,3 и 6,0 °С соот�
ветственно. Различие в температурах на симме�
тричных относительно горизонтальной оси ради�
усах незначительно. 

Рис. 3. Распределение температуры по радиусам в попереч�
ных сечениях однородного (сплошные) и утепленного
(штриховые кривые) бревен при τfin=168 ч для разных
ϕ: 1) 0; 2) ϕs; 3) π/2; 4) 3/2π; 5) (2π –ϕs). ϕs=0,451 рад

Переменность тепловой нагрузки на поверхно�
сти бревна приводит к существенному изменению
температуры по обводу неоднородного бревна и,
как следствие этого, к значительному перетеканию
теплоты в окружном направлении (рис. 4). 

Рис. 4. Распределение плотности теплового потока по обво�
ду утепленного бревна при τfin=168 ч для разных r:
1) 1/5rγ, 2) 2/5rγ, 3) 3/5rγ, 4) 4/5rγ, 5) rγ, м

Зависимость плотности теплового потока по
обводу на поверхности утепленного бревна qϕ(rγ,ϕ)
носит ярко выраженный немонотонный характер
(кривая 5) и достигает максимального значения,

равного примерно 8 Вт/м2. По мере удаления от те�
плообменной поверхности абсолютные значения
минимумов и максимумов на температурных кри�
вых, соответствующие углам π/2 и 3/2π, уменьша�
ются, а температурные кривые t(r,ϕ) спрямляются,
что приводит к уменьшению перетекания теплоты
в окружном направлении (кривые 1–4). При расче�
те плотности теплового потока qϕ(rγ,ϕ) использова�
лись периодические кубические сплайны.

Представляет интерес сравнение теплозащитной
эффективности утепленных бруса и бревна (рис. 5). 

Рис. 5. Тепловые потоки через утепленные бревно (сплош�
ные кривые 1–3) и брус (штриховая кривая 2) для раз�
личных значений отношения радиусов утеплителя и
бревна (1 – пенополистирол, 2, 3 – пенополиуретан)

Штриховая кривая 2 соответствует утепленному
брусу, площади поперечных сечений древесины и
утеплителя которого равновелики соответствую�
щим площадям утепленного бревна (сплошная
кривая 2). Анализ рисунка показывает, что теплоза�
щитная эффективность утепленного бруса пример�
но на 15…20 % выше, чем для утепленного бревна.

Рис. 6. Тепловые потери через 1) внутреннюю и 2) наружную
поверхности утепленных бревна (сплошные) и бруса
(штриховые кривые)

Рис. 6 показывает характер зависимости тепло�
вых потерь через внутреннюю и наружную поверх�
ности утепленных бруса и бревна от времени для ба�
зовых вариантов расчетов. При понижении темпе�
ратуры наружного воздуха с 20 до –40 °С тепловые
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потери через наружные поверхности бруса и бревна
(кривые 2) вначале резко растут, достигая при τ≈1 ч
максимальных значений, а затем уменьшаются,
стремясь к своим стационарным значениям. Тепло�
вые потери через внутренние поверхности бруса и
бревна (кривые 1) с самого начала постоянно мед�
ленно растут, также асимптотически стремясь к
своим стационарным значениям только снизу. По�
сле выхода процесса теплопереноса на стационар�
ный режим тепловые потери через внутреннюю и
наружную поверхности каждого из фрагментов ура�
вниваются, что служит одним из подтверждений до�
стоверности расчетов. При этом тепловые потери
через утепленный брус ниже, чем через утепленное
бревно: 6,3 Вт и 7,8 Вт соответственно.

Таким образом, на основании математического
моделирования процессов нестационарного тепло�
переноса в неоднородных брусе и бревне выявлены

закономерности распределения температур и плот�
ностей тепловых потоков в их поперечных сече�
ниях; проведен сравнительный анализ теплоза�
щитной эффективности. Показано, что снижение
теплопроводности утеплителя и использование де�
ревянных фрагментов в форме утепленного бруса
вместо утепленного бревна приводит к повыше�
нию теплозащитной эффективности деревянных
наружных ограждений. Разработанная численная
технология позволяет проводить тепловую эк�
спресс�диагностику наружных утепленных дере�
вянных стен с различными теплофизическими и
геометрическими характеристиками древесины и
утеплителя в реальных условиях эксплуатации.

Работа выполнена по программе Федерального агентства по
образованию “Развитие научного потенциала высшей школы”
(Подпрограмма 2. Прикладные исследования и разработки по при�
оритетным направлениям науки и техники), код проекта 7756. 
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Работоспособность деталей машин и элементов
конструкций в виде пластин зависит от наличия в
них концентратов напряжений типа полостей, ще�
лей, шероховатостей и т.д. Поэтому изучение ра�
спределения напряжений и деформаций около та�
ких дефектов представляет теоретический и прак�
тический интерес. 

Как известно, в отличие от идеальной, изобра�
жаемой на чертежах, реальная поверхность тел (де�
талей) никогда не бывает абсолютно гладкой, а
всегда имеет микро� или макроскопические неров�
ности, образующие шероховатость. Качество обра�
ботки поверхности деталей машиностроении су�
щественно влияет на их прочность. Так, например,
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