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Шаровой сегмент

Постановка задачи: найти стационарное распределение тем пера­
туры в шаровом сегменте радиуса R,  если поверхности сферы и о с ­
нования поддерживаются соответственно при температурах U и нуль 
(рис. 1 а).

Определим сначала температурное поле в шаре радиуса R, ког­
да часть его поверхности, соответствующая заданному шаровому сег-
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менту, остается при температуре U, а другая часть имеет темпера- 
ТУРУ ( - U )  (рис. 16).  Задача сводится к интегрированию уравнения 
Лапласа:

д (■> d T \ , 1 / .  _ п—  г2 ——  -j •   sin Ѳ  1 = 0
дг  V дг I sin Ѳ ^  \ дѲ J 

с граничными условиями
-г / .  _  f U  при 0 < Ѳ <  P



Р еш ение строится в виде ряда

OO
T ( г ,Ѳ ) =  V a (cos H),

п ■ О

где Pn4 )  — полиномы Лежандра га-го порядка.
Постоянные а„ определяются из граничных условий

а, 2га+ 1
(  Г (/?, Ѳ) Pn (cos Ѳ) d (cos Ѳ ) .

Или, заменив c o s 0 = x ,

2га+ 1
COS

U) Pn (X) d x  + C U Pn (/с) dx

Вычисляя интегралы с помощью рекуррентной формулы 

(2га+1) Pn(х) =  ТО' (х )-Т О ; j  {х),

окончательно найдем
OO

T { r ß )  =  Uj  —COS ß +  L j  [TO„_i(COS ß)— TO„+1 (cos ß)J  ̂N y  P n (CÜS . (] I

n~\
Изотермы внутри шара имеют вид сферических поверхностей, 

заканчивающихся на окружности M M y кроме одной и зо т е р м ы -п л о с ­
кости, проходящей через точку A (R  cos ß, тс) и являющейся основа­
нием заданного сегмента (рис. 1 б)у для которой

OO
T0CH = T i R  COS ß,TC) — UJ —COS ß + 2  [Pn-1 (cos ß) —

п==I

— ТОл+і (cos ß)] (cos ß)"(—1)"}. (2)

Вычитая (2) из (1), получим распределение температуры в ш аро­
вом сегменте, основание которого поддерживается при 0°, а сфери­
ческая поверхность—при температуре:

CC'
U - T och =  U[ 1 + c o s  ß — 2  [TO-i(cosß)—TO+i(cosß)] (cos ß)"(— I)«} (3)

П = \

Разделив теперь разность Т(г ,Ѳ )—Тосн на фигурную скобку фор­
мулы (3), найдем искомое температурное поле

t (r ,  Ѳ ) = и Tl - I
TOn- I  (cos ß ) — TO+i (cos ß) N Y  P  (cos в ) —(cos ß)"(— I)"

R J

l+ c o s ß  — 2 )  [TO-1 (cosß)—TO„ + 1 (COSß)](cos S ) " ( - l )
n=l

14)
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Если угол^ острый, то в уравнении (4) выпадает (—1)л. 
Полагая cos P=^O и используя соотношения

/ V 1 (0)—/ Ѵ і  ( O ) = D - ,  (0) 2,1+1
/ і+ І

D « ( 0 ) = ( - 1 ) "  1 +  5- - ( 2 / ^ - 1 )  и р  =  0
п\2п

получим, как частный случай формулы (4), стационарное распреде­
ление температуры в полушаре:

- ( І Г
п=0

(5)
что соответствует решению, приведенному в [3].

Чтобы найти поток тепла через шаровой сегмент, температурное 
поле в котором дается уравнением (4J, выделим в нем изотермиче­
скую поверхность—полусферу радиуса L 0 (рис. I а). В стационарном 
состоянии количество тепла, проходящее через поверхность ш а­
рового сегмента и через выделенную поверхность полусферы, одно
и то же.

Если температура полусферы U0j то тепло через нее

Q ß=X C A )-2  itR2 s i n 0 r f 0   -j
J  \дг  Jr=R0час j
о

Находя градиент по уравнению (5), получим

ГЛ O  W  7 D  V  ( 4 / / + 3 ) ( ( 2 / / ) + ( 2 / / + 1 )  T E QQ ß — 2itÀ U0 R 0 — —— =  wa U0 R0 • 7,53.
(2 //+2)2 24л(//!)4

/г = О

Так как изотерма U0 проходит через точку В (рис. 1 а), то, под­
ставляя в (4) ее координаты /"= R  J sin ß + co s  ß | , O =O  и задаваясь раз-

TI
личными ß > —  , находим зависимость U0=U F (ß)  для тупых углов ß .

2
С другой стороны, изотерма Uu являющаяся поверхностью ша-

TT
рового сегмента с углом P1 <  —  , проходит через точку С (рис. 1а).

2
Подставляя координаты точки С

г— R  ( sin ß tg -D  +  cos ß ) ,  O = O j

TT
при заданном постоянном ß >  —  в уравнение (4) и заменяя в нем

2
U = U 0IF(V)j найдем L tP Q —связь между U1 и U0 для острых углов Р. 
Окончательно:

Q = 7 ,5 3  /гл R 0
I час
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где iQo^ZJsinß— радиус основания шарового сегмента, a F(P) нахо­
дится по кривой (рис. 2).
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Рис. 2.

Срезанный вытянутый сфероид

Постановка задачи: найти стационарное распределение темпера­
туры внутри срезанного вытянутого сфероида (рис. З а ) ,  если поверх­
ность вращения поддерживается при температуре U1 а плоскость 
среза имеет температуру, разную нулю.

а в
Рис. 3.

Задача решается аналогично предыдущей. Сначала определим 
температурное поле в вытянутом сфероиде, если часть его поверх­
ности, соответствующая заданному срезанному вытянутому сфероиду, 
остается при температуре U , а другая часть имеет температуру ( - U ) .  
Вводим вырожденные эллипсоидальные координаты: а, ß, <р [1,2]. 
Тогда решение уравнения Лапласа

1 д Г  t 1  i 1 à  Г  - о  д Т  А— Sh а +   -------- sin ß -------  = 0
sh a  da (_ до.J slnß dß [_ <?ß J

50



имеет вид

т е ,  P )=  Е л  т г т  РФ™(6)Pn (ch а0)
я —О

Здесь CL=Q0—уравнение поверхности заданного вытянутого сфероида, 
a fn—постоянные, определяемые из граничных условий

о
Jn = A ^ t L j  т ((X0, ß) Pn ( c o s  ß) d (cos ß),

T

причем
T K  P ) . . . .  =  ( W - P - 0 < p < f c

U  при ß0< ß O  
После подстановки / л в (6) получим

CO
7((*, ß ) =  COsp0 +  2  Ю - і  (COS ßo)

Я— I

-  Рп+1 (cosP0)] U l TZJPn(cos • (7)Pn (Ch O0) I

Одна из изотерм внутри вытянутого сфероида представляет с о ­
бой плоскость, проходящую через точку А с координатами а =  О,
3 =  рл или а = а д ,  р = 0 , и является основанием для заданного срезан­
ного вытянутого сфероида. Поэтому СП

T och =  T (0, р д ) = £ / j —COS Po +  2  + - 1  (COS р0)—
Я-1

P « ,  (cos M  4 / + 4P п (ch OC0)
(8)

Вычитая (8) из (7) и деля эту разнссть на фигурную скобку вы­
ражения PO

U -  TOCH=Uj I +COS Po— 2  [T O i (cos ß0)—
Л — I

T O i  (cos p0)] Т О Т О М , I 
R « (ch a0) J

получим искомое температурное поле:

P l=

2  \ P n - i  (cos р0)—Я„+і (cos Po)]

U n-

Pn fell a) Pn (cos f)—Po (cos Рл) 
Pn (ch a0)

I + c o s  P o -  2  IPn-I(cos Po)—R«+i (cos Po)] + c o s ^ )
Rn (Cha9)

где cos 8^=ch  a0cos Po-
Л =  I
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Когда плоскость среза проходит через точку (ад, 0), решение 
имеет вид

/ ( stU ) =
оо

= и  —

V  ,cos ро)— P .. .  (cos Ml | P .(cb .)  P„|coSp )-P .(c h a a >_
I Pn (ch а0)

OO
! + C O S S 0- 2  \Рп-\ (COSS0) - P „ + i(c o s  Po)! C T (C h a 4 )

я=і ' P n(Cha0)

где Cha4 =Cha0COSp0.
Для случая половины вытянутого сфероида (а4 =  О, р4 =«/2, р0=іс/2)-

W ч , , V  / ,ч„ !• 3 -5 -• ( 2 п - 1 )(4/1+3) P2n+1 (Cha)
/(а , р ) = і / ^ ( - 1 ) л  о 4 CT 7TPTTF  D W T Q  СТп+1 (COSB),./»—о 2-4-6- • -(2/1+2) Ргп+і (cha0)

что соответствует решению, приведенному в [4].

Срезанный сжатый сфероид

Определим температурное поле в срезанном сжатом сфероиде, 
если температуры плоскости среза и поверхности вращения равны 
соответственно нулю и U (рис. 3 6). Используя вырожденные эллип­
соидальные координаты а, р, ф [1,2] и не повторяя рассуждений пре­
дыдущих параграфов, найдем, что решение уравнения Лапласа

1 д I , д Т \  1 . г------------ ( ch a -------  -|------------  I Sin 8 •   I
h a  да \ да J sinp <?р \  днch

для сжатого сфероида. з = а 0, имеет вид

О

OO
T (а, р)= и (  — COS Р о + 2  IU -I  (cos Po)

! п=і

U +1 (cos Po)] Pn (cos p) I .
Pn ( I sh a0) I

Причем

T C , » . - . =  I C T p" 0 ■I — и  прир0<  ß O
Если срез проходит через точку А (аА , 0), то искомое темпера­

турное поле выражается уравнением:
*(a,ß) =

2  I P .- ,  (cos (cos ?.) | f <l sh cJ  P-l(cosrV p" U Sh >
л- I  L f i „ ( / s h a 0)

— U CO
I + C O S  Po -  S  [Pn- i  (COsp0) - P n+ 1 (cos Po)] CT (I s h a 4) 

Я=I P n ( I S h a 0)
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причем sh а д = sh а0 cos ß0
Для случая ад = 0 ,  80=тс 2

Ц®, в)
=  ГуУ ( - Ш  J  3 '5 ' ~ (2 я —1) (4 я + 3 )  ,/ + V ( Z s h a )

2 Ч - 6 -  (2 я + 2 )  (Zsha0) 17
n = 0
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