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К а к  и з в е с т н о  [3,  6 , 8] ,  с о б с т в е н н ы е  ф у н к ц и и  с а м о с о п р я ж е н н о г о  
д и ф ф е р е н ц и а л ь н о г о  о п е р а т о р а  Ш т у р м а - Л и у в и л л я  с с а м о с о п р я ж е н н ы м и  
к р а е в ы м и  у с л о в и я м и ,  о б р а з у ю т  о р т о г о н а л ь н у ю  о т н о с и т е л ь н о  н е к о т о р о 
го  в е с а  с и с т е м у  ф у н к ц и й ,  п о л н у ю  в п р о с т р а н с т в е  £ 2р ( х ) ,  т .  е .

ь
P(X)Ul ( X ) U M d x  = °

ФО i = к

г д е  р ( х )  — в е с о в а я  ф у н к ц и я ,  U J x )  и — с о б с т в е н н ы е  ф у н к ц и и ,
с о о т в е т с т в у ю щ и е  с о б с т в е н н ы м  з н а ч е н и я м  Xi и В ч а с т н о с т и ,  г и п е р -  
г е о м е т р и ч е с к а я  ф у н к ц и я

OO

Z7 (а ; ß; y; x ) =  " V J  ( 1 )
(Т)ж к!

K  =  О

п р и  о п р е д е л е н н о м  с о о т н о ш е н и и  п о с т о я н н ы х  е с т ь  р е ш е н и е  з а д а ч и  Ш т у р 
м а - Л и у в и л л я  д л я  д и ф ф е р е ц и а л ь н о г о  у р а в н е н и я ,  с а м о с о п р я ж е н н а я  ф о р 
м а  к о т о р о г о  и м е е т  в и д

aßxT-1 ( 1 -  0. (2)
d x

xï  ( I  — x ) a+P+l- i U '

Э т о  у р а в н е н и е ,  н а з ы в а е м о е  г и п е р г е о м е т р и ч е с к и м ,  п р е д с т а в л я е т  в е с ь м а  
з н а ч и т е л ь н ы й  и н т е р е с  д л я  п р и л о ж е н и й .

Е с л и  п а р а м е т р  a  и л и  ß е с т ь  ц е л о е  о т р и ц а т е л ь н о е  ч и с л о  ( и л и  н у л ь ) ,
т о  р я д  ( 1) о б р ы в а е т с я  и с т а н о в и т с я  п о л и н о м о м  с о о т в е т с т в у ю щ е й  с т е 
п е н и .  Э т о  о б с т о я т е л ь с т в о ,  е с л и  р а с с м а т р и в а т ь  и н т е р в а л  (0 ,1 ) ,  п р и в о д и т  
к  с а м о с о п р я ж е н н ы м  г р а н и ч н ы м  у с л о в и я м  п р и

Y > 0 ; a  +  ß -  I - т > 0 .  (3)
Е с л и  п о л о ж и т ь

a  =  — п (п  =  О, 1, 2 ____ ); ß =  я  +  ^ - f  S — L

т о  г и п е р г е о м е т р и ч е с к а я  ф у н к ц и я  о б р а з у е т  п о с л е д о в а т е л ь н о с т ь  п о л и 
н о м о в

P l J x )  =  F (— п , п +  Y +  8 ~  1; г ;  ■*) ( л  =  0 ,  1 , 2 ---- ),  (4)

к о т о р ы е  н а з ы в а ю т с я  п о л и н о м а м и  Я к о б и  [4 , 6 , 8 ] .

196



П р и  л ю б ы х  7 и 8, у д о в л е т в о р я ю щ и х  у с л о в и я м  (3 ) ,  п о л и н о м ы  Я к о б и  
о р т о г о н а л ь н ы  с  в е с о м

р ( х )  = X f - 1 (1 — х ) 6“ 1 0 < х < 1 .  (5)

В в е д е м  п о д с т а н о в к у  x =  e~ at, к о т о р а я  п р е о б р а з у е т  и н т е р в а л  ( 0 , 1 )  
в и н т е р в а л  (0 ,  оо )  д л я  н о в о й  п е р е м е н н о й  t. В р е з у л ь т а т е  п о с л е д о в а 
т е л ь н о с т ь  (4)  п р е о б р а з у е т с я  в н о в у ю  п о с л е д о в а т е л ь н о с т ь  п о л и н о м о в ,  
н о  у ж е  о т н о с и т е л ь н о  е ~ at. Э т о  э к с п о н е н ц и а л ь н ы е  п о л и н о м ы  Я к о б и  и л и  
с о к р а щ е н н о  „еи — п о л и н о м ы .  О б о з н а ч и м  и х  п р е ж н и м  с и м в о л о м ,  н о  в м е с 
т о  а р г у м е н т а  л; б у д е м  с т а в и т ь  t.

P n<j.*)(e-at) =  P nW ( t ) = F ( - n ,  л - И  +  8 - 1; у;  е - аі). ( б )

П а р а м е т р  «а» —  в е щ е с т в е н н ы й  и п о л о ж и т е л ь н ы й .  Л е г к о  п р о в е р и т ь ,  
ч т о  « ^ » - п о л и н о м ы  Я к о б и  о р т о г о н а л ь н ы  н а  и н т е р в а л е  (0,  оо)  о т н о с и 
т е л ь н о  в е с а

IV (I) _  е ~ ау - \  (7)

Н а и б о л ь ш и й  и н т е р е с  п р е д с т а в л я ю т  с л е д у ю щ и е  ч а с т н ы е  з н а ч е н и я  у и 8

1. т = = 8  =  W ( t )  = е ~ Ч ( \ - е - аі) Л ,

Pn(IA){t) = т *(t) = F{_  л> I .  (8)
М ы  п о л у ч а е м  „ е и — п о л и н о м ы  Ч е б ы ш е в а  I р о д а .

2. у =8 = 1; I V 
Р п{1Л) (Z) =  P J  (Z) =  F f -  я ,  я  + 1 ; 1 ; е~ « ) .  ( 9 )  

т о т  с л у ч а й  д а е т  „ е “ - п о л и н о м ы  Л е ж а н д р а .

3 . т  =  6 =  J - ;  W (Z) =  e~ + at( I  -  e ~ at) T

p M \ t )  =UJ( Z ) =  F (- я ,  я  +  2 ; - | ;  ( 1 0 )

B э т о м  с л у ч а е  и м е е м  « ^ » - п о л и н о м ы  Ч е б ы ш е в а  I I  р о д а

1 . Разложение некоторых функций в ряды по «е»-полиномам
Л еж андра

Э к с п о н е н ц и а л ь н ы е  п о л и н о м ы  Л е ж а н д р а  у д о в л е т в о р я ю т  с л е д у ю 
щ е м у  д и ф ф е р е н ц и а л ь н о м у  у р а в н е н и ю :

А
d t

d P *  ( t )
о -« -" )  dt +  п ( и  +  I ) а‘е ~ « Р /  ( O  =  O. ( 1 - 1 )

И х  я в н о е  в ы р а ж е н и е  с р а з у  п о л у ч а е т с я  п у т е м  р а з в е р т ы в а н и я  
г и п е р г е о м е т р и ч е с к о г о  р я д а  [1,  7 ] :

п к)\
Р*П(Z) =  F (— Я ,  Я + 1 ;  I; =  ( 1 . 2 )

Pl  (Z) =  I ; P l  (Z) =  1 —  2 е - аІ; Р\  (Z) =  I -  6e~at +  

p ;  (Z) =  I -  12е-°‘ +  3 0 e - 2at -  20е~3а‘ и т .  д .

З а м е т и м ,  ч т о  з н а ч е н и я  к о э ф ф и ц и е н т о в  р я д а  ( 1 — 2) с о в п а д а ю т  с с о о т 
в е т с т в у ю щ и м и  з н а ч е н и я м и  к о э ф ф и ц и е н т о в  с м е щ е н н ы х  п о л и н о м о в  Л е 
ж а н д р а ,  о п р е д е л е н н ы х  н а  и н т е р в а л е  (0 , 1).
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В [6 ] п р и в е д е н ы  э т и  к о э ф ф и ц и е н т ы  д л я  п =  14 в к л ю ч и т е л ь н о .  
О т м е т и м  т а к ж е ,  ч т о  „ е и- ПОл и н о м ы  Л е ж а н д р а  м о ж н о  п о л у ч и т ь  и з  
о б ы ч н ы х  п о л и н о м о в ,  о п р е д е л е н н ы х  н а  и н т е р в а л е  ( —  I ,  1), е с л и  с д е 
л а т ь  з а м е н у  х  -> 1 — 2e~at и в ы п о л н и т ь  н е о б х о д и м ы е  п р е о б р а з о в а н и я .  
Т а к и м  о б р а з о м ,  в с е  с о о т н о ш е н и я ,  в ы в е д е н н ы е  д л я  о б ы ч н ы х  п о л и н о 
м о в ,  с о х р а н я ю т  с и л у  и д л я  „ ^ “ - п о л и н о м о в ,  е с л и  с д е л а т ь  у к а з а н н у ю  
п о д с т а н о в к у .  С л е д у е т ,  о д н а к о ,  и м е т ь  в в и д у ,  ч т о

dP„ (x)  =  dPn(t)
d x  d t  2а

Р е к у р р е н т н о е  с о о т н о ш е н и е ,  с в я з ы в а ю щ е е  т р и  п о с л е д о в а т е л ь н ы х  ѵе и- 
п о л и н о м а ,  и м е е т  в и д  [7]

(п  +  I ) PUx Y  -  (2л  +  I ) ( 1 -  2 е г « )  P* ( t ) +  пР'п-х  (Z) =  0 . ( 1 - 3 )

Д а л е е  м о ж н о  п о л у ч и т ь

d P "dt ~~ = (2я + 1 U - U ' 4)
С п р а в е д л и в ы  т а к ж е  с о о т н о ш е н и я

Pn ( 0 ) =  ( - 1) +  Pl (о о )  =  1, ( 1 - 5

I U n ( Z ) K l  0 < Z < o o .  ( 1 - 6 )

Р а с с м о т р и м  в о п р о с  о  р а з л о ж е н и и  п р о и з в о л ь н о й  ф у н к ц и и ,  з а д а н 
н о й  н а  и н т е р в а л е  (0 ,  оо) ,  в  р я д  п о  „ ^ “ - п о л и н о м а м  Л е ж а н д р а .  П р е д 
п о л о ж и м ,  ч т о  и м е е т  м е с т о  р а з л о ж е н и е

ТО
/ и  =  ] + , + (Z).  ( 1 - 7 )

ZZ =  О

С х о д и м о с т ь  э т о г о  р я д а  у с т а н а в л и в а е т с я  с л е д у ю щ е й  т е о р е м о й :
„ Е с л и  / ( Z )  — к у с о ч н о - н е п р е р ы в н а я  ф у н к ц и я ,  у д о в л е т в о р я ю щ а я  

у с л о в и ю то
j* e~at[ / ( Z )]2 Л  <  о о , ( 1- 8)
о

т о  р а з л о ж е н и е  (1 — 7 )  с к о э ф ф и ц и е н т а м и

ТО
с„ =  а ( 2 г а + 1 )  ( 1 - 9 )

О

с х о д и т с я  к  f( t)  в о  в с я к о й  в н у т р е н н е й  т о ч к е  и н т е р в а л а  (0 , о о ) ,  я в л я ю 
щ е й с я  т о ч к о й  н е п р е р ы в н о с т и  э т о й  ф у н к ц и и » .  Э т а  т е о р е м а  я в л я е т с я  
а н а л о г о м  и з в е с т н о й  т е о р е м ы  о р а з л о ж е н и и  п р о и з в о л ь н о й  ф у н к ц и и ,
з а д а н н о й  н а  и н т е р в а л е  ( — 1, 1) ,  в  р я д  п о  о б ы к н о в е н н ы м  п о л и н о м а м
Л е ж а н д р а  [ 7 ] .  К о э ф ф и ц и е н т ы  р а з л о ж е н и я  ( 1 — 9)  л е г к о  м о г у т  б ы т ь  
п о л у ч е н ы  п о  з а д а н н о м у  п р е о б р а з о в а н и ю  Л а п л а с а  ф у н к ц и и  / ( Z ) .

П у с т ь  F(p)  е с т ь  п р е о б р а з о в а н и е  Л а п л а с а  ф у н к ц и и  / ( Z ) ,  т.  е.

то
F ip) =  j* e~(Z) dt,

Ô
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т о г д а ,  у ч и т ы в а я  ( 1 — 2 ) ,  хм ож ем  н а п и с а т ь
оо

=  a  ( i n  + 1 ) g ( -  ! Y  J j- f  H «  + 1  ) * 1 , ( M O )

г д е  +  [(а: 4- 1) а ]  — п р е о б р а з о в а н и е  Л а п л а с а  ф у н к ц и и  / ( 0 ,  в к о т о 
р о м  р  з а м е н е н о  н а  ( к + \ ) а .  Э т о  о б с т о я т е л ь с т в о  п о з в о л я е т  в ы п о л 
н и т ь  о б р а щ е н и е  п р е о б р а з о в а н и я  Л а п л а с а  в в и д е  р я д а  п о  „ ^ “ - п о л и н о 
м а м  Л е ж а н д р а .

О т м е т и м ,  ч т о  п о с к о л ь к у  с и с т е м а  , + ‘ - п о л и н о м о в  Л е ж а н д р а  п о л н а  
в  п р о с т р а н с т в е  Ы,ц) [W (t) =  e~at]y т о  и м е е т  м е с т о  р а в е н с т в о  П а р с е -  
в а л я  [8 ] OO

/ ОО
■ <М1>

т а к  к а к

[P n( t )Y  d t  =  1 -  . ( 1- 12)
(2п +  1) а  

о

Н а й д е м  п р е о б р а з о в а н и е  Л а п л а с а  „ е “ - п о л и н о м а  И м е е м
OO OO

Pn (p) =  j j e - p ‘P*n ( t ) d t =  § е ~ р ‘Р ( - п ,  п +  I ;  I ;  ( 1 - 1 3 )
О О

Е с л и  с д е л а т ь  п о д с т а н о в к у  х  =  e~~at, т о  п о л у ч и м  т а б л и ч н ы й  и н т е 
г р а л  [4]

P n (P) =  D  j  V -  1 Р ( — п , п +  Г. I ;  =
О

^  r f l + n - L

П о с к о л ь к у

а  \ а

а Г (  1 — L - V r / 1 + « + L
а \ а

Г І І + Й  —  L - ]  ( V _ L . ] ( V — I -  L . ) ..............( i _  L - )  г  ( 1 —  L .
а \ а \ а \ а \ а

Г- гі ■*-Г І + .  +  І  п + +  U - I +  J L )  ( ,  +  i
V a. )  V a  /  V a J a j a  \  a

о к о н ч а т е л ь н о  б у д е м  и м е т ь

I nV  (к + \) a  — p

Р Л Р ) - ~ р ] } + Ѵ ) а  +  Р ^ Р Л Ѣ  ! 1 ' 1 3 )

Р а с с м о т р и м  т е п е р ь  р а з л о ж е н и е  э к с п о н е н ц и а л ь н о й  ф у н к ц и и

f ( t )  =  e -P \  ( 1 - 1 4 )

( г д е  р  — к о м п л е к с н ы й  п а р а м е т р )  в р я д  п о  + ‘ - п о л и н о м а м  Л е ж а н д р а ,
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к о т о р о е  п о р о ж д а е т  б о л ь ш о е  ч и с л о  д р у г и х  п о л е з н ы х  р а з л о ж е н и й .  

У с л о в и е  ( 1 - 8 )  б у д е т  в ы п о л н е н о ,  е с л и  R e p 7 >  — . Н а й д е м  к о э ф ф и -

OO
ц и е н т ы  D n (p) р я д а

e - ? 1 =  2  D n (p)Pn( t ) .л=0
С о г л а с н о  о б щ е й  ф о р м у л е  ( 1 - 9 )  и м е е м

OO
Dn (р) =  а(2 п  +  I) j  (t) dt .

( 1 - 1 5 )

С р а в н и в а я  с ( 1 - 1 3 ) ,  у б е ж д а е м с я ,  ч т о

(2/1 + 1)
D n І Р )  =  а  ( 2 ™  4 *  I ) F n ( Р  A r  о )  —  _  . П

к а  — р

P А- а  ' J 0 (2  +  +

Т а к и м  о б р а з о м , “ (2/г + 1 ) л
е' р‘ =  %  П

ка
P  +  а  * 1 (2п=0 г  к = О ѵ ^

Pn (t).

( 1 - 1 6 )

( 1 - 1 7 )

а
З а м е т и м ,  ч т о  р я д  с х о д и т с я  р а в н о м е р н о ,  е с л и  > ---------- . П р е д п о л о -2
ж и м ,  ч т о  / /  — в е щ е с т в е н н а я  в е л и ч и н а  и,  в ч а с т н о с т и ,  к р а т н а я  „ а “ , 
т .  е .  р  — т а  (/те =  1, 2 . . . . ) ,  т о г д а  р а з л о ж е н и е  ( 1 - 1 7 )  о б р ы в а е т с я
н а  (/re +  1 ) - ч л е н е  и п о л у ч а е т  в и д

/Z=O AT=O
2 +  к  -J- гн

( 1 - 1 8 )

Э т а  ф о р м у л а  п о з в о л я е т  в ы р а з и т ь  с т е п е н и  е ~ аі в  в и д е  л и н е й н о й  к о м -  
т и н а ц и и  к о н е ч н о г о  ч и с л а  „ ^ “ - п о л и н о м о в .  Д л я  н е с к о л ь к и х  п е р в ы х  
з н а ч е н и й  „/re“ б у д е м  и м е т ь

>—  at

>—3at —

1 1
2 2
1 1
3 2
1 9

4 20

6

4 20

( 1 - 1 9 )

П у с т ь  т е п е р ь  р  =  а  -+- jb,то г д а ,  у ч и т ы в а я ,  ч т о
e ~ a t  co s h t  _  ß e  a

e~“'sin —
п о л у ч и м

“  (2re +  I ) a  — I) — j b  * 
c o s  bt =  R e  \  — - П  - т^—— г— — (Z)

+  2 a + J b ko
°° (2и  4 - 1) а  (fz:1 ( к  — 1 ) —

e~ at s i n  M =  - I m y j —— -^ 7-  П  —,q-:— г— г—гг -  Pn (t)
4 4  2 а + y ô  1 1 (3 +  re) a  + y b  " w

b

(1-20)

л=0 к=0

Э т и  р а з л о ж е н и я  с х о д я т с я  т е м  б ы с т р е е ,  ч е м  м е н ь ш е  —  . И з  р а з л о -
а
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ж е н и  ( 1 = 5 )  м о ж н о  п о л у ч и т ь  р а з л о ж е н и е  д л я  ф у н к ц и и  f { t )  =  a t ,  
О ч е в и д н о ,

t = -  +  (e- r ‘) R0 (1-21)
ар

и с л е д о в а т е л ь н о ,  у ч и т ы в а я  р а в н о м е р н у ю  с х о д и м о с т ь  р я д а  ( Ы 5 )
OO

Z =  -  I i D n ( P ) P l i t )  + 0. ( 1 - 2 2 )
л=0

С о г л а с н о  ( 1 - 1 6 )  Dn (p) м о ж н о  п р е д с т а в и т ь  в  в и д е

D 0( P ) = + -  ,
P-Yci

г-, / ч ( 2 л  +  I )  аР  і л  D n (P) =  -  V, , 2  ,
( ß  +  «)  ( ß  +  2 а )

г д е
л— i к а  v

|2+к)а+-7 т е м - ц
/С— 1

П р о и з в о д н ы е  б у д у т  р а в н ы

а
D'0 (р)  = (А + ТО

D ;  ( /7) =  - ( 2 л  +  I )  а  2 а 2 - / 72--------- (2 r t  +  1 } aP
(p  +  а )2 (p +  2 а )2 (/7 +  а )  (/7 +  2 а )

П о л а г а я  /7 =  0 ,  б у д е м  и м е т ь  [ Л % (O) =Z= оо] ;

T O ( O )  =  — - ;  Dl(O) ^ - + ± 1  N n (0) 
а  2а

1+ к  1 - 2 - 3 . . .  ( л  —  1) 2
w.(0) = n

к=*2 +  к  3 - 4  . . . .  (п — I )  п ( п  + 1) +  1)

О к о н ч а т е л ь н о  п о л у ч а е м

Dl (р)  |Р=о =  ТО (0 ) =  -  2 ß  +  1
а / г ( «  +  1)

И с к о м о е  р а з л о ж е н и е  и м е е т  в и д
оо 2я + 1

^ - 4 - 2  л ( я  +  1+ ' (<):  О ' 2 3 )л=1 ѵ 1 7
А н а л о г и ч н о  м о ж н о  п о л у ч и т ь  р а з л о ж е н и е  д л я  t e~ at, т а к  к а к

t e~ at =  -  4 - ( е - г ‘)\р=а.
а Р

П р о щ е ,  о д н а к о ,  в о с п о л ь з о в а т ь с я  п р а в и л о м  у м н о ж е н и я  р я д а  н а  э к с п о 
н е н ц и а л ь н ы й  м н о ж и т е л ь .  П у с т ь

п —О

Н а й д е м  р а з л о ж е н и е  д л я  ф у н к ц и и  e~atf ( t ) .  И м е е м
OO

e~atf ( t )  =  I c ne~ atP'n (t).
л — О
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« - л  и  -  I  л  w  -  «> -  + L ( 0 -

П о д с т а в л я я  э т о  в ы р а ж е н и е  в р я д  и в ы п о л н и в  п р е о б р а з о в а н и е  и н д е к 
с о в ,  п о л у ч и м

И з  о с н о в н о г о  р е к у р р е н т н о г о  с о о т н о ш е н и я  ( 1 - 3 )  н а й д е м

/2=1
ѣ

tl + I
+  ~  2 я  +  3  ^ +1 “

2я— 1 Cn—1 Pn (t). ( 1 - 2 4 )

У м н о ж и м  ( 1 - 2 3 )  н а  e ~ at и в о с п о л ь з у е м с я  ф о р м у л о й  ( 1 - 2 4 ) .  В р е з у л ь 
т а т е  б у д е м  и м е т ь  и с к о м о е  р а з л о ж е н и е

1 1 00 2л + 1
ate~“ = т +TSp; 1<'> - 1  <„ -  d в (в+ d („+2) р ' Ѵ -  (і-25>

Р я д  с х о д и т с я  д о в о л ь н о  б ы с т р о .

Р а с с м о т р и м  р а з л о ж е н и е  н е к о т о р ы х  р а з р ы в н ы х  ф у н к ц и й ,  к о т о р ы е  
ш и р о к о  и с п о л ь з у ю т с я  в т е х н и ч е с к и х  п р и л о ж е н и я х  в к а ч е с т в е  т и п о в ы х  
в о з д е й с т в и й .

В е р н е м с я  к  р а з л о ж е н и ю  ( 1 - 1 5 ) .  З а ф и к с и р у е м  в е л и ч и н у  / ,  п о л о 
ж и в  t  =  fZ, т о г д а  б у д е м  и м е т ь

OO

е-*" =  2  Dn(P)Pn ( О . ( 1 - 2 6 )
п— О

Е с л и  р а с с м а т р и в а т ь  ( 1 - 2 6 )  к а к  р е з у л ь т а т  п р е о б р а з о в а н и я  п о  Л а п л а с у  
н е к о т о р о г о  в р е м е н н о г о  с о о т н о ш е н и я ,  т о  п о с л е д н е е  м о ж е т  б ы т ь  н а й 
д е н о  о б р а щ е н и е м  о б е и х  ч а с т е й  ( 1 - 2 6 ) .  С л е в а  о б р а щ е н и е  д а е т  д е л ь 
т а - ф у н к ц и ю  Д и р а к а ,  т .  е .

е~р~ =  Ь ( t  — fZ).
У ч и т ы в а я  ( 1 - 1 3 )  и ( 1 - 1 6 ) ,  п р и х о д и м  к с о о т в е т с т в и ю

Dn (р) =  а (2п +  1 ) ет* Р*п (t). (1 - 27 )

В с и л у  е д и н с т в е н н о с т и  п р е о б р а з о в а н и я  Л а п л а с а  п о л у ч и м

8 ( / - t )  =  а е  ~at2  (:2 я  +  І ) Р ;  (т) P \ ( t )  (1 -2 8 )
П=0

и л и ,  у ч и т ы в а я ,  ч т о  8 (t  — т) =  S (x — t),  р я д  м о ж н о  з а п и с а т ь  в в и д е
сю

8 ( / - т )  =  а ^ 2 ( 2 « + l ) ^  J)P*n(t) .  ( 1 - 2 9 )
п=0

Р а з л о ж е н и я  ( 1 - 2 8 )  и ( 1 - 2 9 )  д о л ж н ы  п о н и м а т ь с я  в с м ы с л е  с л а б о й  с х о 
д и м о с т и  [ 2 ] .  П р и  т =  0  п о л у ч и м ,  у ч и т ы в а я  ( 1 - 5 ) ,

СЮ OO

(t) =  а е - “‘ 2 (2« +  I )  ( -  1)« Pn (0  =  Я 2 (2" +  1K -  И" Р \  (0  ( 1 - 3 0 )/2=0 /2=0 
л и  б о л е е  т о ч н о

OO

8 ( / )  =  ае~ аИ 2  ( 2 л  +  1) ( —  1)" Р *п( | / | ) ,  ( 1 - 3 1 )
/2=0
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т а к  к а к  8 ( / ) — ф у н к ц и я  ч е т н а я .  З а м е т и м ,  ч т о  т о т  ж е  р е з у л ь т а т  м о ж 
н о  п о л у ч и т ь  н е п о с р е д с т в е н н о ,  о п р е д е л и в  к о э ф ф и ц и е н т ы  п о  о б щ е й  
ф о р м у л е  ( 1 - 9 ) .

Н а й д е м  р а з л о ж е н и е  е д и н и ч н о й  ф у н к ц и и  с о  с м е щ е н н ы м  а р г у м е н 
т о м ,  т .  е .  ф у н к ц и и

/(/) = 1 ( / - 0 =  0 0 £ 1 < х
U  <  оо.

Д л я  к о э ф ф и ц и е н т о в  и м е е м
OO OO

Cn =  а( 2«  +  I )  j  I ( /  -  х) e~at Р*п (Z) d t  =  а  (2 +  I )  J  e~ at Р*п ( / )  dt.  
о t

У ч и т ы в а я  ( 1 - 4 ) ,  п о л у ч и м

C0 =  е~ ах; Cn = - L -  [р*п+1 (х) — i (х) ] ( « = 1 , 2  . . . ) .

И с к о м о е  р а з л о ж е н и е  и м е е т  в и д
°°

I  ( /  -  X )  =  б —  - C T V  [ Р *п+1 ( 0  _  P nT O 1 ( X ) ]  Р Д х ) .  ( I - S )
2 Л=1

Р я д  с х о д и т с я  в с р е д н е м .
Д о  с и х  п о р  м ы  с о в е р ш е н н о  н е  к а с а л и с ь  в о п р о с а  о  в е л и ч и н е  п а 

р а м е т р а  „а и. М о ж н о  у т в е р ж д а т ь ,  ч т о  р а з л о ж е н и е  п р о и з в о л ь н о й  ф у н к 
ц и и  п о  - п о л и н о м а м  Л е ж а н д р а  б у д е т  с х о д и т ь с я  н е з а в и с и м о  о т  в е л и 
ч и н ы  п а р а м е т р а  „ а и, е с л и  в ы п о л н е н о  у с л о в и е  ( 1 - 8 ) .  О д н а к о ,  е с л и  о г 
р а н и ч и т ь с я  к о н е ч н ы м  ч и с л о м  ч л е н о в ,  т о  т о ч н о с т ь  а п п р о к с и м а ц и и  б у 
д е т  у ж е  с у щ е с т в е н н о  з а в и с е т ь  о т  в е л и ч и н ы  п а р а м е т р а  „ а “ , п р и ч е м  
т е м  с и л ь н е е ,  ч е м  м е н ь ш е  в з я т ы й  о т р е з о к  р я д а .  П а р а м е т р  „ а “ м о ж е т  
б ы т ь  в ы б р а н  и з  у с л о в и я  м и н и м у м а  к в а д р а т и ч н о й  о ш и б к и  п р и б л и ж е 
н и я  о т р е з к о м  р я д а .  П р а к т и ч е с к и ,  о д н а к о ,  т а к о й  п у т ь  п р и в о д и т  к  в е с ь 
м а  г р о м о з д к и м  в ы р а ж е н и я м  и о к а з ы в а е т с я  н е п р и г о д н ы м .  В е с о в о й  м н о 
ж и т е л ь  e~at о б е с п е ч и в а е т  м а к с и м а л ь н у ю  т о ч н о с т ь  п р и б л и ж е н и я  н а  н а 
ч а л ь н о м  у ч а с т к е ,  п о э т о м у ,  е с л и  п а р а м е т р  „ а ц н а х о д и т ь  и з  у с л о в и я  т о ч 
н о г о  р а в е н с т в а  о т р е з к а  р я д а  з н а ч е н и ю  / ( / )  п р и  t =  о о ,  т о ,  к а к  п о к а 
з ы в а ю т  р а с ч е т ы ,  э т о  з н а ч е н и е  п а р а м е т р а  „ а “ б у д е т  б л и з к о  к  о п т и м а л ь 
н о м у .

Т а к и м  о б р а з о м ,  з а д а ч а  с в е д е т с я  к  р е ш е н и ю  у р а в н е н и я
m т

^ і Cn Pn ( сю ) =  сп — f  ( оо ) ф  оо
п=0 /2 = 0

сп — з а в и с и т  о т  „ а “ ). Э т о  у р а в н е н и е  м о ж е т  б ы т ь  р е ш е н о  х о т я  б ы  
п р и б л и ж е н н о .

2 . «е»- полиномы Чебышева I рода

Э к с п о н е н ц и а л ь н ы е  п о л и н о м ы  Ч е б ы ш е в а  1 р о д а  я в л я ю т с я  ч а с т н ы м  
р е ш е н и е м  д и ф ф е р е н ц и а л ь н о г о  у р а в н е н и я

at
d
d t

V e at (I - e ~ at) d T n ( t ) 
dt "

I *  , t £ M ä ~ 0  ( 2 - 1 )
v \ e—at

Т а к  ж е ,  к а к  и в с л у ч а е  „ ^ “ - п о л и н о м о в  Л е ж а н д р а ,  э т и  п о л и н о м ы  м о 
г у т  б ы т ь  п о л у ч е н ы  и з  о б ы ч н ы х  п о л и н о м о в  Ч е б ы ш е в а  1 р о д а  п у т е м  
з а м е н ы  *)  х  ->  2e~at —  1. В с е  ф о р м у л ы ,  в ы в е д е н н ы е  д л я  о б ы ч н ы х  п о 
л и н о м о в ,  с о х р а н я ю т  с и л у .  В ч а с т н о с т и ,

*) Возможна замена х  —► 1 — 2 e ~ at. В этом случае T* (t ) нужно умножить на 

( - 1 ) ' 1.
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T n (Z) =  c o s  n  a r c  c o s  — I ),

T *n+1 (Z) =  2 -  I ) +  (Z) -  + _ ,  (Z).

В в е д е м  п о д с т а н о в к у
си -  a r c c o s ( 2e _ a l  — I ) ,

т .  e .

,—a t  —
I +  COS a

=  COS2 —  .

( 2 - 4 )

( 2 - 4 )

(2 -2 )

( 2 - 3 )

Т о г д а ,  к а к  э т о  с л е д у е т  и з  ( 2 - 2 ) ,  п о с л е д о в а т е л ь н о с т ь  „ ^ “ - п о л и н о м о в  
T n (Z) (га =  О, 1, 2 , . . . )  п р е о б р а з у е т с я  в п о с л е д о в а т е л ь н о с т ь  к о с и н у с о в  
c o s  т .  И з  ( 2 - 2 )  с л е д у е т  т а к ж е ,  ч т о

+  (O) =  1 ; +  ( о о )  =  ( -  1 )»; I +  (Z) I <  1. ( 2 - 5 )
$

Я в н о е  в ы р а ж е н и е  д л я  п о л и н о м о в  T n (Z) м о ж н о  п о л у ч и т ь  п у т е м  р а з 
в е р т ы в а н и я  с о о т в е т с т в у ю щ е г о  г и п е р г е о м е т р и ч е с к о г о  р я д а

+  (Z) =  ( -  і у  F U  п,га; +  ; е [  ( -  1)«га X

?  ( — 1) * 2к (га +  к  — 1)! екаі

к= о {п —  к ) \ ( 2 к — 1)!! аг!

гт Г * 1
Д л я  н е с к о л ь к и х  п е р в ы х  з н а ч е н и й  га б у д е м  и м е т ь  То (Z) =  —

T i1 (Z) =  -  I + 2 e ~ at
T 2* (Z) =  1 -  8е~а‘ +  8е~2а1
T 3* (Z) =  —  I +  1 8 e ~ a< —  48«?-2a< +
T ;  (Z) =  I —  3 2  e~at +  16 0  e~2at — 2 5 2  +  128 e~iat
+  (Z) =  —  I +  5 0  e ~ at -  4 0 0  e ~ 2at +  1 1 2 0  e ~ 3at -  12 8 0  e ~ 4at +
+  5 1 2  _ 5 a *

(2-6)

( 2 - 7 )

З а м е т и м ,  ч т о  к о э ф ф и ц и е н т ы  п о л и н о м о в  + ( Z )  с о в п а д а ю т  с к о э ф 
ф и ц и е н т а м и  с м е щ е н н ы х  п о л и н о м о в  Ч е б ы ш е в а  1 р о д а ,  о п р е д е л е н н ы х  
н а  и н т е р в а л е  ( 0 , 1 )  [ 6 , 9 ] .

К а к  у ж е  о т м е ч а л о с ь ,  с и с т е м а  п о л и н о м о в  T n (Z) п о л н а  в п р о с т р а н 
с т в е  L2w (<), г д е  в е с о в а я  ф у н к ц и я  U7 (Z) и м е е т  в и д

at

W  ( t )  =  е  2 (1 (2-8)
И з  о б щ е й  т е о р и и  о р т о г о н а л ь н ы х  р а з л о ж е н и й  с л е д у е т  [8 ] ,  ч т о  е с л и  
/ ( / )  у д о в л е т в о р я е т  у с л о в и ю

J t t 7 U  [ /  (Z)]2 d t  <  оо ,

т о  р я д
CO

f ( t )  = ^ A nT f r t )

( 2 - 9 )

(2-10)
ZZ=O

б у д е т  с х о д и т с я  к  / ( Z )  во  в с я к о й  в н у т р е н н е й  т о ч к е ,  в к о т о р о й  / ( Z )  
н е п р е р ы в н а ,  е с л и  к о э ф ф и ц и е н т ы  A n о п р е д е л и т ь  ф о р м у л о й
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ato o --------

A n =  -  [  e I  ЩT l  (t)  d t .  (2 -1 1 )
Tz J  у  I — e ~ at0

Е с л и  у ч е с т ь ,  ч т о  T 0 (Z) =  - ,  т о  р я д  ( 2 - 1 0 )  м о ж н о  з а п и с а т ь  в в и д е2
CO

/ ( ' )  =  +  +  2  A nт ;  (Z). ( 2 - 1 2 )  2 JS
Е с л и  ж е  в ы п о л н и т ь  з а м е н у  ( 2 - 4 ) ,  т о  п о л у ч и м

) со

=  —  +  N ]  c o s  « а ,  (2 -13)

2 /2=1
TC

+  =  —  ^  / * ^ ---------------------- —  In  c o s 2 c o s  ш  da .  ( 2 - 1 4 )

о

Т а к и м  о б р а з о м ,  м ы  и м е е м  р а з л о ж е н и е  н е к о т о р о й  п е р и о д и ч е с к о й

ф у н к ц и и  f * ( — — l n c o s 2 — ^ в о б ы ч н ы й  р я д  Ф у р ь е ,  к о т о р а я  н а  и н -  
\  а  2 )

т е р в а л е  ( 0 , с о в п а д а е т  с н а ш е й  ф у н к ц и е й  / (  I n c o s 2 — ) ,  п р и -
\  а  2 J

ч е м  е е  а н а л и т и ч е с к о е  п р о д о л ж е н и е  в о т р и ц а т е л ь н у ю  о б л а с т ь  з н а ч е 

н и й  a в ы п о л н е н о  т а к ,  ч т о  / * ^  In  c o s 2 j  с т а н о в и т с я  ч е т н о й  ф у н к 

ц и е й .  Э т о  о б с т о я т е л ь с т в о  п о з в о л я е т  с р а з у  п о л у ч а т ь  р а з л о ж е н и е  п о  
„ ^ “ - п о л и н о м а м  Ч е б ы ш е в а  1 р о д а  п о  с о о т в е т с т в у ю щ и м  т р и г о н о м е т р и 
ч е с к и м  р я д а м  Ф у р ь е ,  а т а к ж е  р а с п р о с т р а н и т ь  и з в е с т н ы е  и з  т е о р и и
р я д о в  Ф у р ь е  р а з л и ч н ы е  п р е о б р а з о в а н и я  и т о ж д е с т в а  на  э т и  р я д ы .
В ч а с т н о с т и ,  о т м е т и м  р а в е н с т в о  П а р с е в а л яatсо — —

L  2 [/(/)]> *
I y y z r ^ t ar 2а ( 2 - 1 5 )

т а к  к а к  к в а д р а т  н о р м ы  T n (Z) в р а с с м а т р и в а е м о м  п р о с т р а н с т в е  р а в е н
atоо — —+  2 [ т ; ( Z n * , . _ с т

о
У I ^  e - a t  2d t  = S T -  (2-16)

О т м е т и м  т а к ж е  п р а в и л о  у м н о ж е н и я  р я д а  ( 2 - 1 2 )  н а  п о л и н о м  Tm(Z) .  
Е с л и  и м е е т  м е с т о  р а з л о ж е н и е  ( 2 - 1 2 ) ,  т о

Л 0 0

/  ( t ) 9 r̂n (Z) =  -■ m +  —  ^  ( А к+т -f- A/K-rnl ) T k ( Z ) .  ( 2 - 1 7 )2 2 к=1
Ф о р м у л а  с л е д у е т  и з  п р а в и л а  у м н о ж е н и я  р я д а  ( 2 - 1 3 )  н а  с о s r m  [5 ] .  
Р а с с м о т р и м  р а з л о ж е н и я  н е к о т о р ы х  ф у н к ц и й  в р я д  п о  „ ^ “ - п о л и н о м а м  
Ч е б ы ш е в а  1 р о д а .  Н а н е м  с  р а з л о ж е н и я  э к с п о н е н ц и а л ь н о й  ф у н к ц и и  
с  к о м п л е к с н ы м  п а р а м е т р о м .  И м е е м

л / \ 00
е - Р ,  =  _ о + 1  4  2  A a(P) T b  (Z). ( 2 - 1 8 )

2 /2 = 1
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Р я д  б у д е т  с х о д и т ь с я  р а в н о м е р н о  д л я  л ю б о г о  в е щ е с т в е н н о г о  з н а ч е н и я
а

„ а “ , . е с л и  R e p >  . С о г л а с н о  ( 2 - 11) и ( 2 - 1 4 )  м о ж н о  н а п и с а т ь2
at

An(P)  = T f
e r pte 2 + ( Z )

V ï >—at

2 P

dt u i )

2p
COS I l a  d a  =

=  f r  Г ( c o s  +  0 c o s 2 r a d x .

“  Jо

П о с л е д н и й  и н т е г р а л  я в л я е т с я  т а б л и ч н ы м  [4] :

4
A n  ( P )  =

+  +  ( f r
BI E-Jr n +  I, B- +  In

a a
Б е т а - ф у н к ц и я  и м е е т  п р е д с т а в л е н и е

B I —  +  ti  +  I , - N  +  I — n  \ =
a a

T 12— -L-
a

П о с л е  р я д а  п р е о б р а з о в а н и й  б у д е м  и м е т ь  

A n ( P )

2 T ( - f r  +  f r .
а

а \ а

j—j P KCL

К і т  ( J L \ [ P -  " = ,

п р и ч е м  п р и  п  =  0,1
л— 1

— ка
к- i  р  +  ка  

И с к о м о е  р а з л о ж е н и е  п о л у ч а е т  в и д

г +  + -L\ а2

=  1.

е~рі
V r N  (

а  )

CO

— + 2 V -
P ' Ifr\Р_ 

а
+ га

я—1
р  — ка  

/frx р  +  ка + U

И з  ( 2 - 1 9 )  с л е д у е т ,  ч т о  

2 а
a t

A n (P) =
■at

+  (Z) = —  W (Z) +  (Z),TCTC У  1 - е

т .  е .  А п (р)  е с т ь  п р е о б р а з о в а н и е  Л а п л а с а  ф у н к ц и и  

С о о т в е т с т в е н н о
2 а

2 а
TC

( 2 - 1 9 )

(2-20)

(2-21)

(2-22)

A 0 ( P ) = - W  (t).TC

( 2 - 2 3 )  

W  (Z) +  (Z).

( 2 - 2 4 )
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П у с т ь  т —  ф и к с и р о в а н н о е  з н а ч е н и е  t , т о г д а

OO

' - p ^ = - + -  +  I  A n  ( P ) V n d ) .U/1=1
( 2 - 2 5 )

У ч и т ы в а я ,  ч т о  e~pt =  b ( t — г), а т а к ж е  ( 2 - 2 4 )  и ( 2 - 2 5 ) ,  п о л у ч и м  р а з 
л о ж е н и е  д е л ь т а - ф у н к ц и и  в р я д  п о  „ е “ - п о л и н о м а м  T J t ) .

аS ( Z - t )  =  —  W ( t )TC 1+ 2H 7TO) ТТО)л=і
( 2 - 2 6 )

и л и  в д р у г о й  Ф о р м е ,  е с л и  и м е т ь  в в и д у ,  ч т о  S(Z —  т) =  8 (т —

аS ( Z - t) =  — (т)
OO

I + S ^ tI(T)-R(Z)/і=1 ( 2 - 2 7 )

О т м е т и м  ч а с т н ы й  с л у ч а й ,  к о г д а  р  =  я г а  (яг =  1, 2 . . . ) .  Р а з л о ж е н и е  ( 2 - 2 2 )  
в э т о м  с л у ч а е  а в т о м а т и ч е с к и  о б р ы в а е т с я  п р и  я  =  яг и п о л у ч а е т  в и д

1
Z Z - I

mat —
Гот +

(/тс 1' (от) -  + 2 2 + - П яг — к
Т ;  ( T ) ( 2 - 2 8 )

яг л = і я г - | -  я  K=I яг +  к  
Э т а  ф о р м у л а  д а е т  п р е д с т а в л е н и е  с т е п е н е й  (е~м)т в в и Де  л и н е й н о й  
к о м б и н а ц и и  к о н е ч н о г о  ч и с л а  п о л и н о м о в  Ч е б ы ш е в а  Т „ ( t ) .

Д л я  н е с к о л ь к и х  п е р в ы х  з н а ч е н и й  т  б у д е м  и м е т ь :

e-at  =  - L  +  i - T *(Z) (
2 2

er- ы  =  А  +  Д  т *  (Z) +  I Т* (Z)8 2 8
3 a t 15 1+ E т* W + +  +(Z) 4- 22 R(Z)

16 3 2
отс 7

=  — -  +  / t + Z )  + + - Т *  (Z) +  + R ( Z )  +  - + -  т ;  (Z)
128 16

16

7_
3 2 16

1
128

(2-29) -

- - - - - - - - - - - -  -  )
И з  р а з л о ж е н и я  ( 2 - 2 2 ) ,  и с п о л ь з у я  ф о р м у л у  ( 1 - 2 1 ) ,  м о ж н о  п о л у ч и т ь  
р а з л о ж е н и е  д л я  Z, о д н а к о  п р о щ е  в о с п о л ь з о в а т ь с я  т р и г о н о м е т р и ч е с к и м  
т о ж д е с т в о м  [5]

а
lnl2co+ ) = z

CXD ( -  D k C O S /Ca.
K =  1 К

Е с л и  в ы п о л н и т ь  п о д с т а н о в к у  ( 2 - 4 ) ,  т о  п о л у ч и м

a t =  2 I n 2 + 2 У  T O T O - - R ( Z )  0 < Z  <  оо .
Гл «

Ф о р м у л а  ( 2 - 1 7 )  д а е т

a t - T 1 (Z) =  -  1 +  ( - f  +  2  In 2+( Z )  -  2  j ?  Q Q  R  (Z) . 
V 2 X2 -  I

(2-30) -

( 2 - 3 1 )

И м е я  в в и д у ,  ч т о

a Z e - “2 =  -f- [aZ +  aZ T J ( Z ) ] ,  2
!07



л е г к о  н а й д е м  р а з л о ж е н и е  д л я  a t e ■at

a te ~ at =  I In 2 — Г In 2  -  ZL \T 1* (t) У  т ;  [t).  ( 2 - 3 2 )
4/ /Y2k V - V

О т м е т и м  е щ е  н е к о т о р ы е  р а з л о ж е н и я ,  н е п о с р е д с т в е н н о  с л е д у ю щ и е  
и з  с о о т в е т с т в у ю щ и х  т р и г о н о м е т р и ч е с к и х  т о ж д е с т в .
В ч а с т н о с т и ,  м о ж е м  н а п и с а т ь  с л е д у ю щ е е  п р е д с т а в л е н и е  ц е л ы х  п о 
л о ж и т е л ь н ы х  с т е п е н е й  , + ‘ - п о л и н о м а  T m (Z):

1
'т- <'>] *  Х к ,z  L к=о \ к  /

п- 1 /2 п\

іт-  = 2т L I  ( 2L j ) ( , ) -

( 2 - 3 3 )

Ф о р м у л ы  п о л у ч а ю т с я  и з  р а з л о ж е н и я  ( c o s  той)2п и ( c o s  тси)2п~ 1 в р я 
д ы  Ф у р ь е  п у т е м  п е р е х о д а  к п е р е м е н н о й  Z п о  ф о р м у л е  ( 2 -4 )  [4] .  С и м 

в о л о м  I —  J о б о з н а ч е н  б и н о м и н а л ь н ы й  к о э ф ф и ц и е н т .

И з в е с т н о  с л е д у ю щ е е  п р е д с т а в л е н и е  о б ы к н о в е н н ы х  п о л и н о м о в  Л е 
ж а н д р а  [4] .

P n ( c o s  а )  =  

+

( 2 п -  1)!!
2 п~'п !

1 - 3  я  ( я  1)

, 1 "  / 0 4  Ic o s  па +  —  - -------; c o s  ( я  — 2 ) а  +

1 - 2  ( 2 я  —  1) ( 2 я — 3)  

[-1
( 2 я  —  I ) ! !  l V  ( 2 /я  —  1 ) !!

1 2я—1 
c o s  ( я  — 4 )  а  +

т — 1

П п — к

2я-1«! t t o  т1 Г'о2«-(2я+1) 
О с у щ е с т в л я я  п о д с т а н о в к у  ( 2 - 4 ) ,  п о л у ч и м

Ш

c o s  (п — 2т) ж.

P*n(t)  =  ( -  1 ) Ц 2 " - 1 ) ! !
2Л_1« ! h

т  — \
п р и ч е м  П  =  1 ПР И О,

AJ=O

(2/ я  -  I ) ! !  mJ=J1 я  — к
/ я ! /с=о 2я  —  (2к +  1)

T л—2 m  ( t ) ,

( 2 - 3 4 )

о з н а ч а е т  ц е л у ю  ч а с т ь .  Ф о р м у 

л а  ( 2 - 3 4 )  д а е т  п р е д с т а в л е н и е  + ‘ - п о л и н о м а  Л е ж а н д р а  в в и д е  л и н е й 
н о й  к о м б и н а ц и и  + ‘- п о л и н о м о в  Ч е б ы ш е в а  1 р о д а .

3. « е » -  п о л и н о м ы  Ч е б ы ш е в а  II  р о д а

Э т и  п о л и н о м ы  м о г у т  б ы т ь  о п р е д е л е н ы  с о о т н о ш е н и е м

Unit) = d  * s i n  (n  - f  I )  a r c c o s  (2e~at — I )I /2+1 V) -
2 ( я  +  I )  d ( e ~ at)

П о д с т а н о в к а  ( 2 - 4 )  д а с т  в ы р а ж е н и е

s i n  ( я  +  I )  а

at
2 е  2 V l - at

и п (t)
s i n  а

( 3 - 1 )

( 3 - 2 )
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П о л и н о м ы  ( J J t )  у д о в л е т в о р я ю т  д и ф ф е р е н ц и а л ь н о м у  у р а в н е н и ю

d
d t

at
(I - e ~ at) 2 d(J*n (Z)

d t
-J- я  ( я  -+- 2 ) are

- J a to (I - e - ot) 2 = 0.
( 3 - 3 )

О с н о в н а я  р е к у р р е н т н а я  ф о р м у л а  и м е е т  в и д

U j l (Z) =  2 (2е -“‘ -  I )  U j t )  -  : (Z). ( 3 - 4 )

Р а н е е  м ы  о п р е д е л и л и  U j t )  к а к  ч а с т н ы й  с л у ч а й  „ ^ “ - п о л и н о м о в  Я к о 
б и ,  о д н а к о ,  ч т о б ы  б ы л о  с о о т в е т с т в и е  с п р е д ы д у щ и м и  ф о р м у л а м и ,  
н е о б х о д и м о  п о л о ж и т ь

U j t )  =  ( - \ ) * ( n + \ ) F [ — n,  + 2 ;  ;

и л и  в р а з в е р н у т о й  ф о р м е

4 ( 0 - ( - 1 ) .¾  ( - I W *  + * +
ЙІ(2ж+1)(*-к)Ік!(2к-1)І!

о т к у д а  с л е д у е т
U j O )  =  я  +  1 и Ujоо)  =  ( -  1 ) » ( я  +  1).

(3 - 5 )

( 3 - 5 “ )

( 3 - 6 )

П о л и н о м ы  U J t )  м о ж н о  в ы р а з и т ь  ч е р е з  „ е “ - п о л и н о м ы  T n (Z). И м е ю т  
м е с т о  т о ж д е с т в а  [4]

aü?ïfL = 2Vcos(2K- l ) . ,
S i n a

K  =  1

s i n  (Zn +  I ) a  0 0 1
 1------- !— —  =  2 >  c o s  2k<x — I .

s i n a

У ч и т ы в а я  ( 2 - 4 ) ,  а  т а к ж е ,  ч т о  T 0 (Z) =  —  , п о л у ч и м2
^ 2̂ - 1(̂ ) =  2 ^  T 2K-I (Z) (ri — 1 , 2 , . . . )

JmmiK = 1
( 3 - 7 )

U l J t )  =2У  T?*(Z) ( я  =  0 , 1 . . . ) .
к = 0

О т м е т и м  е щ е  с л е д у ю щ и е  с о о т н о ш е н и я ,  в ы т е к а ю щ и е  и з  с о о т в е т с т в у ю 
щ и х .  т р и г о н о м е т р и ч е с к и х  т о ж д е с т в :

U l (Z) • T m (Z) =  L -  [Ujm(Z) +  £ / ; _ *  (Z)]

F j x J ) - U m(̂Z) =  I[U j mJ )  -  U j m (Z) ] .

П о л а г а я  в п о с л е д н е й  ф о р м у л е  яг =  1, п о л у ч и м
1

( 3 - 8 )

или
T« м (Z) =  j  [U„+i(Z) -  Un-X (Z)] ( я  =  1, 2 . . . )  

T  J t )  =  f - [ U l ( t ) - L f n^ J ) ]  ( я  =  2 , 3  . . . . ) .
Zj

( 3- 9)

К а к  у ж е  о т м е ч а л о с ь ,  „ ^ “ - п о л и н о м ы  U n (t) о б р а з у ю т  п о л н у ю  с и с т е м у ,
-  -  at

о р т о г о н а л ь н у ю  н а  и н т е р в а л е  (0 , эо) с в е с о м  е 2 ]/ I — e~a t , т .  е.

14. З а к а з  7324. 2 0 9



В с я  к а я  к у с о ч н о - н е п р е р ы в н а я  ф у н к ц и я ,  у д о в л е т в о р я ю щ а я  у с л о в и ю
OO 3 a t

j  ТО I  0 у  ! _  e - a t  f / (Z)]2 dt <  ос,
Ö

м о ж е т  б ы т ь  р а з л о ж е н а  в  р я д  п о  п о л и н о м а м  U n (t)
OO

/ ( O = V d T O ( Z ) ,  ( 3 - i d
/I=О

г д е °° з
=  Ч  j  CT 7 aV r T O F ^ Z ( Z )  ( 0  d t  (3-12)

о

и л и  в д р у г о й  ф о р м е ,  е с л и  с д е л а т ь  п о д с т а н о в к у  (2 -4 ) ,
Tt

D n =  L-  j  /  (  — Z -  і п c o s 2 ТО j  s i n  я . s i n  (п  - f  1) a  d a .  ( 3 - 1 3 )

о

Н е л и  и м е т ь  в в и д у  т о ж д е с т в о

s i n  (п  +  I )  a - s i n  а  =  C T Cq s  па. c o s  +  2) а2 2

8(2

и у ч е с т ь  ( 2 - 1 4 ) ,  т о  п о л у ч и м

Dn =  L - ( A n - A n^ 2) 0, 1, 2 . . , . ) .  ( 3 - 1 4 )

Т а к и м  о б р а з о м ,  к о э ф ф и ц и е н т ы  р а з л о ж е н и я  f( t )  п о  « ^ » - п о л и н о м а м  
Un (t) с в я з а н ы  с к о э ф ф и ц и е н т а м и  р а з л о ж е н и я  т о й  ж е  ф у н к ц и и  по  « е»- 
п о л и н о м а м  Ч е б ы ш е в а  I р о д а ,  э л е м е н т а р н о й  ф о р м у л о й  (3 =  14) .

4. Э к с п о н е н ц и а л ь н ы е  ф у н к ц и и  Ч е б ы ш е в а  Sl l  р о д а

Е с л и  в у р а в н е н и и  (2- 1) п р о и з в е с т и  п р е о б р а з о в а н и е  н е з а в и с и м о й  
п е р е м е н н о й  с о г л а с н о  ( 2 - 4 ) ,  т о  о н о  п о л у ч а е т  в и д  * •

L i l  +  п2у  =  О 0 < a < u .  
do?

Д в а  л и н е й н о  н е з а в и с и м ы х  р е ш е н и я  э т о г о  у р а в н е н и я  б у д у т  р а в н ы

уі =  c o s  /га, у и =  s i n  т .

Е с л и  в е р н у т ь с я  к  п р е ж н е й  п е р е м е н н о й ,  т о  п е р в о е  ч а с т н о е  р е ш е н и е  
п р е о б р а з у е т с я  в п о с л е д о в а т е л ь н о с т ь  « ^ » - п о л и н о м о в  Ч е б ы ш е в а  I р о д а —  
Т*п (0 ,  з  в т о р о е  —  в п о с л е д о в а т е л ь н о с т ь  ф у н к ц и й  в и д а

at
S n (t)  =  2 е ~  * VÎ -  U j l (t),(4 -1 )

к о т о р ы е  м ы  б у д е м  н а з ы в а т ь  э к с п о н е н ц и а л ь н ы м и  ф у н к ц и я м и  Ч е б ы 
ш е в а  IlI р о д а .  Э т и  ф у н к ц и и  у ж е  н е  б у д у т  п о л и н о м а м и ,  к а к  э т о  и м е л о  
м е с т о  д л я  T n(t )  и Un (t). О с н о в н о е  и х  с в о й с т в о  с о с т о и т  в т о м ,  ч т о  
о н и ,  я в л я я с ь  с о б с т в е н н ы м и  ф у н к ц и я м и  д и ф ф е р е н ц и а л ь н о г о  о п е р а т о -
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р а  Ш т у р м а - Л и у в и л л я ,  о б р а з у ю т  на  и н т е р в а л е  (0 , ос) с и с т е м у ,  п о л 
н у ю  и о р т о г о н а л ь н у ю  с  в е с о м

_ a t
W (t) — е 2 ( \ - e ~ 2L 

В с а м о м  д е л е ,  у ч и т ы в а я  ( 4 - 1 )  и ( 3 - 1 0 ) ,  б у д е м  и м е т ь
о о  a t  со

е— d t = 4  ( V  2 atV Y Z T j r t utfd t - °  т Ф п
I /  I  —  p  — Q>t V  TCO y i e  О _  т=п.

2 а
О с н о в н ы е  ф у н к ц и о н а л ь н ы е  с о о т н о ш е н и я  д л я  S n (Z) т а к  ж е ,  к а к  и
д л я  T n (Z), н е п о с р е д с т в е н н о  п о л у ч а ю т с я  и з  и з в е с т н ы х  т р и г о н о м е т р и 
ч е с к и х  т о ж д е с т в .  В  ч а с т н о с т и ,  и м е е м

5 л± т  (Z) =  S n ( Z ) . т ;  (Z) ±  т ; ( Z ) . S m (Z), 

т*п±ти  =  +  (Z) .  + , ( Z )  +  U  ( Z ) - S m (Z),

S n (Z) • S m U  =  A [ + _ m (Z) -  + + т  ( Z ) ] , ( 4 - 2 )

S n ( Z ) . +  (Z) =  I  [Sn-m (Z) -  S „ +m ( Z ) ] .

П о л а г а я  в п о с л е д н е м  с о о т н о ш е н и и  1 и у ч и т ы в а я ,  ч т о

Т ]  (Z) =  2e~at -  1 ,
п о л у ч и м  о с н о в н у ю  р е к у р р е н т н у ю  ф о р м у л у  д л я  р а с с м а т р и в а е м ы х  
ф у н к ц и й

2 ( 2 е - “‘ -  I)  S n (Z) =  S „ _ ,  (Z) +  S n+1 (Z). ( 4 - 3 )

И з  ( 4 - 1 )  с л е д у е т :  S n (O) =  S n ( о о )  =  0 .  И м е ю т  м е с т о  с л е д у ю щ и е  т о ж 
д е с т в а  [5] :

• ' /с, i 1 \ 2 4 ( 2 г а  +  1) +  c o s  2т а
s i n  (2га + 1 ) а = --------------------------------------   > , ----------- .-----------------  ( я = 0 ,  1 , 2 . . . ) ,

TC (2га i  I )  К ( 2гаф-1)2

. 8га U  c o s  ( 2 т  1 ) а
s i n 2гаа = -------- >  --------------------------- !-------  ( г а =  1, 2 , . . . ) .

"  À  ( 2 т а _  I ) 2 - ( 2га)2
О н и  п р е д с т а в л я ю т  с о б о й  р а з л о ж е н и я  с и н у с о и д а л ь н ы х  „ п а к е т о в “ , з а 
д а н н ы х  н а  и н т е р в а л е  (0,  ~).  в р я д  п о  к о с и н у с а м .  П р е о б р а з о в а 
н и е  ( 2 - 4 )  д а е т

о / +  _ _____2_________ 4 (2га +  I )  у ,  T 2, (Z) ( я  — n  1 2 . . . )
* 2,,+ 1( )  -n (2га+ 1) тс (2гаг)2— ( 2га +  1)2

}
OO *  І

о <+\ _  8 я Ѵ  Ъ м - І  (Z) / »  =  1 9 3  I
T O U  “ “ * • £ ! ,  ( 2/ г а - ! ) 2 - ( 2га) 2 ( +  Л  • •• +

( 4 - 4 )
т .  е .  ф у н к ц и и  S n (Z) (га =  1, 2 ,  3 . . . )  р а з л а г а ю т с я  в б е с к о н е ч н ы е  р я д ы  
п о  „ е “ - п о л и н о м а м  Ч е б ы ш е в а  I р о д а .

Р а с с м о т р и м  в о п р о с  о  р а з л о ж е н и и  п р о и з в о л ь н о й  ф у н к ц и и  в р я д  
п о  ф у н к ц и я м  S n (Z).

У с л о в и е  ( 2 - 9 )  о к а з ы в а е т с я  д о с т а т о ч н ы м  д л я  с х о д и м о с т и  р а з 
л о ж е н и я

OO

/ ( Z ) = V B kS k (Z) ( 4 - 5 )



в о  в с я к о й  т о ч к е ,  я в л я ю щ е й с я  т о ч к о й  н е п р е р ы в н о с т и  /  ( / ) ,  е с л и  к с э ф  
ф и ц и е н т ы  B k о п р е д е л и т ь  ф о р м у л о й

о о  a t  ъ

- = т !  -Jl7C T "  | ф - . 1 | псоз“| ) 5т ^ .  ( 4 . 6 )В ,
41 0'

В т о ч к а х  р а з р ы в а  I р о д а  р я д  ( 4 - 5 )  с х о д и т с я  к  з н а ч е н и ю  ! [ / ( Z t - I - O ) -

- / ( Z t - O ) ] .  Е с л и  п р о и з в е с т и  з а м е н у  п е р е м е н н о й  с о г л а с н о  ( 2 - 4 ) ,  
т о  ( 4 - 5 )  п р е о б р а з у е т с я  к  в и д у

' 1  \ 00 
/ (  In c o s 2 —  ) =  V  B k S i n K a  О < > .  С  ( 4 - 7 )

V я 2 J і̂
Р я д  (4 - 7 )  м о ж н о  р а с с м а т р и в а т ь  к а к  р а з л о ж е н и е  н е к о т о р о й  п е р и о д и 

ч е с к о й  ф у н к ц и и  / *  (  I n c o s 2 - ) ,  к о т о р а я  на  и н т е р в а л е  (0 , тс)
V а2 )

с о в п а д а е т  с з а д а н н о й  ф у н к ц и е й  и к о т о р у ю  м ы  с к о н с т р у и р о в а л и  т а “ 
к и м  о б р а з о м ,  ч т о  о н а  с т а л а  н е ч е т н о й .

В к а ч е с т в е  п р и м е р а  р а с с м о т р и м  р а з л о ж е н и е  е д и н и ч н о й  с т у п е н ч а 
т о й  ф у н к ц и и  1 (Z — т) .  К о э ф ф и ц и е н т ы  р а з л о ж е н и я  б у д у т  р а в н ы

о о  a t  тс

в ,  =  2Д  Г  Y J M d I  -  I  f  S i n KadiX =  2 I T + )  - < - ' ) • )  ,
тс D V I —  e ~ at тс J  тс/с

(4-8)
и  У

т а к  к а к  c o s  каг — T n ( -с) .  Р а з л о ж е н и е  и м е е т  в и д

2  ^  т Ц т ) - ( - І ) *
l ( t - z )  = -УѴ +  Ѵ   S k (Z). ■ ( 4 - 9 )

K =  1

В ч а с т н о м  с л у ч а е ,  к о г д а  т = ^ 0 ,  п о л у ч и м  п о с л е  п р е о б р а з о в а н и й

4  00 11W = - S o  7̂ 2к~і (Z). (4-10)я ,СТ2к-і
М н о г о ч и с л е н н ы е  р а з л о ж е н и я  м о ж н о  п о л у ч и т ь  и з  с о о т в е т с т в у ю щ и х  
т р и г о н о м е т р и ч е с к и х  р я д о в  и т о ж д е с т в ,  п у т е м  п р е о б р а з о в а н и я  п е р е 
м е н н о й .

З а к л ю ч е н и е

С в о й с т в а  р а с с м о т р е н н ы х  о р т о г о н а л ь н ы х  ф у н к ц и й  и р а з л и ч н ы е  п р и 
м е р ы ,  и м е ю щ и е  с а м о с т о я т е л ь н о е  з н а ч е н и е  и и л л ю с т р и р у ю щ и е  т е х н и к у  
р а з л о ж е н и я  р а з н о о б р а з н ы | х ф у н к ц и й  в ‘о б о б щ е н н ы е  р я д ы  Ф у р ь е ,  п о к а з ы 
в а ю т ,  ч т о  п р е д л а г а е м ы й  а н а л и т и ч е с к и й  а п п а р а т  м о ж е т  б ы т ь  э ф ф е к т и в н о  
и с п о л ь з о в а н  н е  т о л ь к о  д л я  ц е л е й  п р и б л и ж е н и я  ф у н к ц и й ,  н о  и д л я  р е 
ш е н и я  д р у г и х  з а д а ч  т е о р е т и ч е с к о г о  и п р и к л а д н о г о  х а р а к т е р а .
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