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В статье для  ряда (1), являющегося  составной частью функций 
Бесселя,  получены приближения в виде произведения биномов. Эти 
приближения получены на основе цепных дробей и могут быть приме
нены для  вычисления функций Бесселя.

Оценка остаточного члена по модулю получена в комплексной

области I arg z  I <  —.
2

1. Степенной ряд
O O

OF1V R l - Z )  = У  V
+ о  ( W l ) V ' -

z \ < N ,  ѵ +  — 1, — 2 , ( 1 )

где
. Г (а  +  к) , .  .

(R)k =  — т т д — > (а )о =  1.Г (а)

преобразуется  сл едую щ и м  образом:

0f 1 ( v + l ; 2) = e ,n“Fl(v+1;2) =  exp

т. е.

R 1 (ѵ +  I; z) =  exp

CdJpF1 (v + I; 
J  o^i (v +  I; ,
О

oEi ( v jT 2; t) dt 
( v +  I) o^i (v 4- I; t )

t j
t)

(2)

Д а л е е  заменим отношение двух рядов под знаком интеграла в р а 
венстве (2) известным разложением его в цепную дробь ( [1 ] ,  стр. 136) 
и представим степенной ряд  (1) в виде следующего произведения:

, 0Ft ( v +  I; z) = exp  

где

2/z + l (О
Q2*+! (I)

dt exp j  Rin+i ( dt

P2/1 +  1 (2) =  — j“ R( ,

(3)

(4)
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Pk (t) 
Q A t )

«î +
a2 Jr . . . J1-----

V —I— P  TTl
ai =  v +  I , CL2m = ------------- , a2m+i =  v +  2m +  I, m =  1 , 2 , . . .  (5)

Д2« + і ( * ) =  N.
<*2/c + l

/сОДн-І Q2/c-1 (O Q2D + 1 (O
(6)

Д л я  числителя и знаменателя п о д х о д я щ е й  дроби (5) известны 
равенства и соотношение  ([2] стр.  13, 14)

P 2л + 1 ( t )  —  1 +
(ѵ +  2 )2п (ѵ +  2)2л

t n tn
р2п  + \ ( t ), (7)

Q 2/2V I (^) — +  I) (v +  Я +  I ) +  • • • +
tn

T2/г + I (z) = I +

(v +  I )2/1+1 _  (v +  I )2 я + 1
t n

< Р ? л - 1  ( z )  -

«2л +1 (Q.

2z
(v +  2« +  I ) (ѵ+2я  — I)

(v +  2га — 2)3 (ѵ +  2« — 1)
'f 2л—3 (+>

(8)

(9)

где р2п+і (г) и q2n+i (z) =  ç 2n+i (г).
Числитель  и знаменатель по д х о д я щ е й  дроби (5) могут быть вы

ражены явно через  параметр ѵ и переменную  г, а именно:

P2n+\{z) = 2 i
л с т т

и 2л—т £
-о (ѵ +  2)m (v +  2« +  2 — гаг),ш = 0

?2л + 1
Cfn + 1 — m Zт

о (v +  l ) m(v +  2ra +  2 — /га),

. га =  0 , 1 , ...;

H =  0, 1 , . . . .

(10)

( H )

Непосредственной проверкой убеж даем ся  в справедливости ра 
венства (11) для  га =  0,1. Предположим,  что равенство (11) справед
ливо для «2л—з (z)и г?2л-і  (z), тогда,  подставляя значения этих знаме
нателей в правую часть соотношения (9), получим

«2л + 1 ( 2 ) = 1 +
2 z

(ѵ +  2га +  1)(ѵ +  2га — 1)
X

X

X

л-1
V
т= 0 (ѵ +  1)OT (V +  2га — гаг)

_  л — 2

т J

E
т-

C m
2 л — 3 -т Zт

(ѵ +  2га — 2)3 (ѵ +  2га — 1) 

2 пг

X

0 (ѵ +  1 )от (V +  2га — 2 —  /га)m  J
=  1 +

л-1

+ E
X

•я:—2
'2п—1—т Zт

т = 2А + Ѵ т А  +  2п — т)т (ѵ +  2 я +  1) 

І2(2п — 2/га -I- 1)(га — /га)(ѵ +  2га +  1)
{ /га (гаг — 1)

(ѵ +  1)(ѵ +  2 « + 1)

X

+

1 3 3



(v +  tn) [(4 n — 3m +  I ) v +  8 n2 — 8 +  -F — +  I ] |  ,
( m — l ) (v + 2 n )J "H

/7
,________________ (n +  I )  z" y  __C ^ + 1  _mz'__

(v +  Un(v +  n +  2)„ m=о h  +  I )m (v +  2« -F 2 — /«),„

тем самым тождество  (11) доказано,  аналогично доказывается  равен
ство (10).

TC
2. При v >  — 1 и независимой переменной z в области a r g z | <  —

2
все х и ..., х 2т, ... положительны и корни (Згя+з (2) отрицательны 
и разделяются  корнями Q2„+i (z) ([2], стр. 14), поэтому и ввиду р а 
венства (8), и ([5], стр. 23, (12))

|<72п+і (г) I < \ Я 2п+г(г)  | <  ... ; =  0, 1 , ... (12)

Исходя  из равенств (5), (8) и (12), нетрудно получить оценку  для  
функционального  ряда (6):

I Ъп+і( о і < / |2< (ѵ +  —  +  3 ) 2 [(ѵ +  +  3 ) 2 - 1 |2|~ ‘ , (13)
(ѵ - F  I )2/1+1 (ѵ +  1 )гл+2 1 (/)|2

где  | / | 2 <  (ѵ +  2 г а +  3 ) 2, | a r g / | < L .

Относительно модуля интеграла  (4), ввиду неравенства (13),  м о ж 
но установить верхнюю границу (см. [6], (12))

/_ѵ, .  I z I2”+2 (v +  2п-F 3 )2 [(ѵ +  2га +  3 )2 — I z |  2J-1
I Р2я + 1 ( 2 )  I <  ; — —------ ; —  j - T I   ,

(v -F I )2/1 + 1 J  +  I )/n + 2 I Ç 2 n  + l (2) I

l arg z | < L .  (14)

Равенство (3) с учетом (7) и (8) можно представить в виде с л е 
дую щ ей суммы:

z
Р 2 п + \ ( 0  d t

*т

.F1J  +  I; z) =  ехр /(Ѵ +  1 ) #2/7 +  1 ( 0  _

+  £2/7 + 1 (z) =  F 2/7 + I (z) +  £2/7 + 1 (z), (15)
где

£2/7+1 (z) = F2n+1 ( Z)  {ехр [р2/7+1 ( Z) ]  —  ]}.

Нетрудно вычислить, что

I F W i ( Z ) I  <  \е I e x p I p 1 (Z)I,
поэтому

к 2П+і ( г ) | < | Г +І I ехр  IP1 (z)  I [ехр  I ргя+1 (г) | - 1 ] .  (16)

3. Теорема.  Степенной ряд (1) представляется  следую щ им про- 
изведением биномов:

0F t (v -F 1; г) = <+г П  ( 1 + —  ̂  т+  (2), (17)
т= 1 \  61 т
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где I n
1

ат Л2„+і ( — ат)
Ь т — ---------- ,

(ѵ +  I )2 (ѵ +  2) —— [¢'2/1+1 ( —  
dz

( л + 1 ) ( ѵ  +  л  +  1)

 , Л — 1 , 2 , ... ; (18)

кроме того,
л—1

2л + 1( * ) - 2
т

с (ѵ +  3 ) т  (ѵ +  2л + 2—
(19)

М ногочлен  ^2л+і(г)  определяется  согласно равенству (11).
Верхняя  граница остаточного члена по модулю устанавливается 

с помощью неравенств (16) и (14).
Доказательство .  Применяя  многочлен

M 2n+ i ( t ) = —А - р 2 п + і  (t )  —  — , 1 ,— — —
v + 1 +  l)(v +  +  I)

<72я + 1 (20)

и равенства (7), (8) и (18), преобразуем  равенство (15):

2
ОF 1 (v +  1; г) exp  1 ( “t +  f

n CT I H v +  n +  I) I  J

+  r2n+ I (г) = e x p
• С Т і С Т т т х )

a m /

42n+l (t)

CT Г2я + 1 (Z),

CT

где

bo =
( -  J

(я +  l)(v +  Л +  I) d (21)
*  I ^2я+1 ( ^m) I

dz
a т ак ж е

n ,  .

о F , ( v + l ; z )  =  <+* П  ( I  +  —  ) m +  r 2„+i (г),  (17)
m  - 1  V /

к тому ж е  на основании (15) и (17) верхняя  граница для | r 2n+i(z) |  
находится согласно неравенствам (16) и (14).

Ввиду первого равенства (18) 0, поэтому, приме
няя равенство (20), получим

•442л+і (— ат) +
Ьт =

1 1

т
_ ( Я + 1) (ѵ +  Л + 1) v +  1 <72я + 1 ( —  O m )

d
d z

] </2л + 1 ( aim) ]

V +  I
[p2n+ \ ( -  a m) -  q2n+x( -  a m)\

d
dz [<72л-ы ( — am)\
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и, применяя равенства (10) и (11), получим следую щ ее равенство

1 [p2n+1( z ) ~  q2n+i(z)]--=
v +  1

fl- I 
2

n mV>2n-\—m Zm — zA 2/ï + l (Z)
(v I )2 (v +  2) m==o (y +  3),„ (v 4  2л 4  2 — m) m (V +  I ) 2 (V +  2)

из которого следует  равенство (19), а такж е  последнее из равенств (18), 
тем самым теорема полностью доказана.

Коэффициенты Ьт можно вычислять и по формуле  (21), тогда 
согласно равенствам (10), ( И )  и (20) вычисляем

п — 1
М о п+\ Q )  =  X

т= 0

x (ïl — /Tl) [ (2 tl +  I ) V +  2 П~ -f- ЪіЪ +  2 — Ш ] Сі2п—т Z
(2п — 2т +  1)(я +  1)(ѵ +  /г +  I) (v +  l ) m+1 (ѵ +  2п +  2 — т) 

в частности,

M 1(Z) =  O1 Af3 ( Z ) =  Ѵ +  3

(22)
т

M.-, (г) = 2  (ѵ 4  4 )

2 ( ѵ  4  I )  ( ѵ 4  2 )

(v 4  4)(5v 4  19)
3 ( v 4  l ) (v  +  3) 3 (v L  Os

3 (v ' 4  5) (v -)- 3)(7v 4  34) . ( v + - 5)(7v 4-33)  z2
4 (v 4  I )(v 4  4) • 2(v +  l )4( v 4 7 )  ' 2 (v  +  l ) ,

4. Связь  м еж д у  функциями Бесселя и степенным рядом (1) вы
ражается  следующими формулами ([3] , стр. 1 3 8 — 149), ([4], стр. 150);

J, ( X )  =  -

/ ѵ (X ) =

F ( L l )
1

4  1 о /

Г ( ѵ + 1 )  V 2

X -
1 : -  —

4 V oM v 4 1 ;  -j - ) ,

К  (x) =  

K A x )  =

I
Sin V-

7Г

[ c o s v - Л D  — У—, D ] ,  v b 0, ±  I , . . . ;  

[ / -v  (x) — I v (л-)) , v b 0, 4 1 , . . . ;

(23)

(24)

(25)

(26)

(27)
(28)

2 sin vit
bei ,  D  =  Im [J9( L I ,
be rv D  =  Re [У, (i Y  i x)]  •

П рименяя  ф ормулу  (17) в случае л  =  1 ,2 ,  получим следующ ие 
приближенные формулы для степенного ряда (1):

(ѵ+З)277
1)Ej(ѵ 4  I; 2) =  U ( * + 2>

0 + 1 ) ( 4 + 3 )

O  I

4(v+2,  + Г з ( г ) ,  

\ i>,

(29)

o + i O  +  l ;  2) =  e 3 <9+ 4  I

/4
v 2 — 6  v 4~ 17
v2 -|- 6v 4  8

2 4
17

x i - f
6v 4  8

, 2  I 6 v  4  5

v 2 4  6 v  4  5

z  I 4  r A

X

( 3 0 )
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где

01,2 —
(v +  4)[(5v +  19)т v2 +  6v +  17 +  4(v4-2) V  v2 +  6v +  8]

18 (V +  3 )  TO V2 +  6v +  17
( 3 1 )

Д л я  функций (27) и (28) получим приближения согласно форму 
лам (23) и (29):

J _ <ѵ+3)2
bei ,  ( x) =

Г ( Ѵ + 1 )  V 2
X

1 +
4 ( ѵ+ 1 ) 2( ѵ+ 3 ) '

8 (ѵ+2) X

X  Sin
Х Зѵтс (ѵ +  З)2 X2-\ + -------------a r e t " ' ------------------------

L8(v +  2) 4 4 (v +  2) 2 (v +  l)(v +  3)

Itn n  I. X-

ber,  (x) =

X cos

I
Г ( ѵ + І )  V 2

(32)
( v + 3 ) 2

4 ( v +  1)2 (v +  3 ) 2 .

b (y+2)

X' 3  VIT ( v  -f- 3 ) 2
+  . . .  arctg

.8 ( v +  2) 4 4 ( v + 2 )  2 ( v + 1 ) ( v +  3)

X

X

+  Re r 31 I.  K-
( 3 3 )

где при v = 0  и x =  2 получим

beio (2) ä  0,97205 (А =  0,00024), ber0 (2) ж  0,75332 (A =  0,00058),

A — абсолютная погрешность.
Применяем формулы (24), (29) к функции (26) и переходим к п р е 

делу при v - j- 0, в результате получим:

JT2 _9_

(! +  - f l *  [ 1K D 7 +  ¾  1

A l n f l U  
16 6

6 х 2
, 'M D  =  - 0 , 5 7 7 2 1 5 7 ,

где
4 (6 +  x 2)

K0 ( 1 ) - 0 , 4 2 1 0 4 9  (А =  -  0,000025), K0 (2) » 0 , 1 1 8 6  (А =  -  0,0047). 

Применим формулу  (30) к функции (24), получим при ѵ =  0

je ___ 64 + 38 /34   64 -  38 /34
Z 0 (X)  =  C 36 f  l + .8 - / 3 4  x * )  27ГЗТ f l  +  TO+ P / 3 4  +  2 7  / 3 4

(34)

8 0 80

Имеем таблицу

•2 \
+  Г  5  —  - (35)

X А( * ) (35)

4 11,3019 11,3045
8 427,6 443,86
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