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В этой статье  эллиптические интегралы представлены в виде суммы 
арктангенсов.

Оценка остаточного члена получена для  Re(K2z2) < 1 .
В дальнейшем применяется сокращенная запись

1. Относительно четных «подходящих дробей следующей степенной 
функции [1]

д о к аж ем  теорему.
Теорема.  Четная  подходящая дробь (2) представляется следующей 

суммой элементарных дробей:

Доказательство .  Известно [2],  что знаменатели подходящих дробей
(2) имеют связь  с полиномами Чебышева первого рода,  а именно:
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4 2п (ѵ) — Т п( 1 — 2:к)  =  cos [n a rcco s (1 — 2\ѵ)]. 
Согласно равенству  (4) нетрудно вычислить,  что

( Ч
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Д л я  доказательства  тождества  (3) пусть
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тогда предположим, что
1 :я +  | Un Pz1Cv)

1 + т ф х  1 + г ф „  qznV)

Первый коэффициент  числителя р2п (ѵ) равен единице,  а т акж е  су м ­
ма п слагаемых, к аж дое  из которых равно 1:га, равна единице.  Ввиду 
равенств (2) и (6) относительно корней многочлена q2n справедли­
вы равенства

— C1n0,5 =  P1 +  „.  +  &,; Спт ( - 1 ) т ( 0 ’5 ~ л ) 'п =
т1 - 2  п ( 1 - 2  п)

=  Pi--Pm +•••  +  ßn-m+i...ßn; т =  2, .. . ,  п — 1. (7)

На основании равенств (7) вычислим коэффициенты при ѵт для
числителя  р 2п (ѵ), при этом в левой части равенства имеем пСп-і сл а ­
гаемых,  получим

— (fQ — ßm-l + . . . +  ßп—т + 1 ... ßfl) +  ... H (ßi.-.ß* + . . . " f  ß/z-m...ß/z-l) =n fl

=  C f r v -i ) n(0; 5 = 
( 1 - 2  n)m

m =■■ I , . . . ,  —  I .

На основании последнего равенства и равенства (2) теорема доказана.  
Ввиду равенств (2) и (3) имеем

(1 _  Ѵ)2 =  I y   1- - +  r2n (8)
П л . з 2/тгтс — TCа т=\ I — V Sin2 -----------

An

2. Эллептические интегралы первого, второго и третьего рода 
([3] ,  стр. 82) (z =  siiHp, h =  п, /с2 < і 1 )  после замены множителя

( 1 — ) подынтегральных выражений элементарными дробями (8) 
и вычисления полученной суммы интегралов равны следующим суммам 
арктангенсов и остаточных членов:

F ( ^ ) - D y  T C t 8  ( a .  Ig  Т )

к2 < 1 ,  га =  1 ,2 , . . .  (9)

1 " 1
f  ѵ,к )  =  2га<р — - у  — arctg (ат  tg œ) X

n T i E m

X  Ctg2 - 1L T O +  R2n(V); л  = 1 , 2 , . . .  (10)
4га

П ( Т, Л, и  arctg ( K l + *  t g T)
* . ( - * » : * )  1 / 1 + £
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где
2 1 .  . g 2я mFm =  I - K is in2 ------------- . р2л ( =

An
гш (ѵ) dz
V T = T 2 '

о (12)

R  ( V )  -  Г 0 - + 2 + ѵ) dz
. 32 „ И  =

г2п(ѵ) dz
(I +  h z 2) VI - z 2 '

Если для  эллиптических интегралов заменить множитель (1 —и) 2 
подынтегральных выражений элементарными дробями (8), и вычислить 
полученную  сумму интегралов, то эллиптические интегралы представ­
ляю тся в виде следую щ их сумм логарифмической функции и остаточ­
ных членов:

п %  ' ) - + 2 , 1  ІпI L s l n ' +  » . . .  («).1 - р Л s in »  

п =  1,2,...;

I +  1 -  к2. .  2-Rm 1 +  ßm sin с

(13)

к) - — У
2 п  —  З3 sin-

m = l  * т
П I -  Pm Sin 9

+
(14)

Pin ( 1  —  г а - 2) 

д.2п(\ -  к - 2)
sin 9 +  R2n+\ (ип =  1,2,...;

П  ( 9 , h, к) — . У f. T-— - arctg ( ] /h sin cs) -F
к~+  h? 2„ ( д х)

, ±  v  -  P”  / 1 +  ^ s i n ? ,
2л I 1 P« +  h Ы I -  pm sin 9 +  а2л+1 (W)’ 

h > O, % = ( + _ 1 ) :( +  +  Л), га =  1 ,2 , . . . ;

(15)

где
(I - к 2)и = -  Т ~  , P21=AT2 - F ( I - K 2)S in2.  , 2я/га

1 —  K 2 Z 2 An
2
f r , ,  (га)

J Р2л+і (га) =  -■
J  1 —  »

, Z?2n+i (и) =  г2л(га) Gz,I (16)

'2/7+1 (га) =
r2n(u)dz

(I +  hz2) ( 1 - n )

3. Д о к а ж е м  теорему о неравенстве модулей многочленов. 
Т еорем а. Если корни многочлена Q2̂ 2(Z) разделяю тся  корнями 

многочлена Q2W D  т - е *
f Q 2л: ( z )  =  (Z  +  ß i ) . . . ( Z  - f -  ß / c ) s

'I Q2/C+2 (z) =  (Z -M 1)...(z +  Ct/cul), 0 ^ }
( ßo =  ®1 P1 OC2 Л/.- B7c Y> Я/c + l =  ß/c + 1 ^  0,

то  для  модулей этих многочленов имеет место неравенство 
I Q2/C+2 (z) | . >  IQ2ZC (z) I | z +  а|, к =  1,2,...; 
где Rez  !> 0, Ot1. ..а*+! =  P1 ...рка; а1 > а > а Л+1. (18)
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Д о к а з а т е л ь с т в о .  Н е п о с р е д с т в е н н ы м  в ы ч и с л е н и е м  у б е ж д а е м с я ,  ч т о  
н е р а в е н с т в о  ( 1 8 )  с п р а в е д л и в о  в  с л у ч а е  к  =  1.

П у с т ь  ß / _ i  >  а  >  «  /  =  1 , . . м к  +  1 , т о г д а  н а  о с н о в а н и и  н е р а в е н с т в
( 1 7 )  и  ( 1 8 )  п р и  к  =  1 и р а в е н с т в  ( 1 7 )  и ( 1 8 )  п о л у ч и м  с л е д у ю щ и е  н е р а ­
в е н с т в а :

2 ~Г аі 11 z “Ь а21 ' + Н” ßi I
ßi

P/- -ß/С
Оі + 2.. .OC7c _j_ x

z  +  a I + 2 I I z  +  ß;|

ßl+l.-.ß/

Рг+ь-Рк
a/+ä.~a*+i

( 1 9 )

a;+2...«K+i a;+3---a «+i
> ß / + 1

2 +
Рк- l  P«

Л/С + 1
z +  a 7:+i I >  I z  +  ß/c—! 11 z -f- |,

ß/c-l ß«
U  Pk - I U  Pk +  ®k + 1 I •

lK + \
П е р е м н о ж а я  л е в ы е  и  п р а в ы е  ч а с т и  н е р а в е н с т в  ( 1 9 )  и  с о к р а щ а я  

о б е  ч а с т и  п о л у ч е н н о г о  н е р а в е н с т в а  н а  р а в н ы е  м н о ж и т е л и ,  м ы  п о л у ч и м  
н е о б х о д и м о е  н е р а в е н с т в о  ( 1 8 ) ,  ч т о  и  т р е б о в а л о с ь  д о к а з а т ь .

4 .  Н а  о с н о в а н и и  ф о р м у л ы  ( [ 1 ] ,  с т р .  2 3  ( 1 1 )  п о л у ч и м :

0 2 » (ТО =  ( 0 , 5  — л ) я ] : [ ( 1  - 2 я ) „ ]  X

X F ( - n ,  0 , 5 - я ;  0 , 5 ;  \ - ѵ ) =  Q 2 n U ) . (20)
( 1 —  2 я ) „

В в и д у  ( [ 4 ] ,  с т р .  2 8 , 3 4 ) ,  н е р а в е н с т в а  ( 1 8 )  и  р а в е н с т в а  ( 2 0 )  п р е ­
о б р а з у е м  о с т а т о ч н ы й  ч л е н  | г 2 я ( г » ) | :

і г гп (ТО I =
2 ѵ 2кOO

K = п I   TOm (г, _  1
(0,5)т/7 7 = 0

К+ 1
I  С т  ( +О K j  r

( O S ) m/7 7 = 0

<

<
2 M 2 И OO

V
v |2к

I Q 2TOTO ^ 2Л+ 2 ( г » ) | ^ о \2 — ѵ \ 2к
т .  е .

U TO TO K
ѵ\2п\ 2 — ѵ

=  f ( v ) ,  R e v  <  I . (21)
Q i n ( V ) Y  ( \ 2  — v  \ —  \ v  

В в и д у  н е р а в е н с т в а  ( 2 1 )  и  р а в е н с т в  ( 1 2 )  и  ( 1 6 ) ,  о к о н ч а т е л ь н о  п о ­
л у ч и м :

32П И К І Р 2 „  (TOI <  / ( Т О 5 (ТО,
0 2 л + | ( t t ) K | p 2„ + i ( T O | < / ( M ) 0 ( z ) ,

( Т О К / ( Т О ( 1  +  I Т О ) 5 (ТО,

Rin+i ( и )  \</ ( и ) | г | ;

R e  ( h z 2) > 0 ;  ( 2 2 )  

( 2 3 )
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—  \ < R e  ( hz 2) <  0. (24)K „ ( ® > l < / ( » ) 8 (z ) |  I +  Az2I-1,
І 02 л +1 (и) I < / ( « )  Ѳ  (z)| I +  Ztz2 I" .

Д л я  оценок ( 2 2 ) - ( 2 4 )  множители 8 ( г ) и Ѳ ( г )  следую щ ие

8 (г )  =

Ѳ ( )

arcsin I z !

sin (arg г) I

ДЛЯ I 2 I <  I, 

ДЛЯ I 2 I >  I ,
R e v  <  I ;

1 / J2к I — I fez 
I sin (arg 2) !

для I KZI <  I.

ДЛЯ I KZ I >  I,

Reu <  I .

(25)

(26)
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