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В настоящей статье для обобщенных гипергеометрических функций 
(22) и (23) доказан а  теорема о том, что они могут быть представлены 
цепной дробью (2) с положительными членами звеньев. Если у к азан 
ные функции вычислять с помощью подходящих дробей, то для этих 
приближений справедливы оценки остаточных членов по модулю со
гласно теореме п. 2.

1. Пусть дан степенной ряд
OO

/(г) = у, CnZn;\г\ < 1 или | z |C  I. (1)
п=О

С о о т в етст в у ю щ ая /эт о м у  ряду  цепная дробь имеет полож ительны е 
члены звеньев (ат , вт >  0, т =  1 , 2 , ...)

/ (T O =  01
+  — —  (2)

— CLnZ
в2 +  ••• + п'

В дальнейш ем необходима такж е конечная цепная дробь

CLn-

вп+\ +  . . .  +

РПк(2) - d n  + lZ

q: и  '  +  <3>
вп+к

Знаменатели подходящ их дробей для цепной дроби (2) следую щ ие: 

Q2n (z) =  S1... в2п +  ... +  а2а4... а2п ( — 
Qin+i (ТО =  в ] ... в2п+і +  ... +  (вхагаъ Û2n+i +  ••• (4)

... +  а , а 4 ... a 2nö2n+i) ( — z)n.
Ha основании (1),(2) и ([1], стр. 5,24) все корни многочлена

Qm(z) располож ены в интервале ( I , + ос), если ряд  (1) сходится
для  | z  I <  1 и в интервале (0, +  оо) для  [ 2 [ Ц  1.

2. П редставим ф ункцию  (1) следую щ ей суммой:

/ ( z )  =  TOTOTOh.  Rm( г ) ;  т  =  1 2 ) . . .  ( 5 )

Qm (ТО
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Теорема. Д ля  модуля Rm(z) равенства (5) справедливы неравенства'

I Я » (г) I <  IS k I <  IS«_, I < . . . ' < [ S 11. , (6)
где

( — 1 ) ¾  p *+ K -i(z )_ P sAz)  , 2  /7 ч
Q«,+2*- i (z) Qm(Z)

Д л я  ряда (1), сходящ егося  в единичном круге, имеем:

I Rm ТО) I <  — l z T x i P 1 2 - 1 I . О <  1 »
|Q m( z ) Q m+1 (г) J ( I р : z — 11 — 1)

I P : z — I I >  I ; P =  H i i n ^ tL iUUii i /г =  1 ,2 , ...,  (8)
Птп + п+ 1

■ < ? ? * " - ' ( , )  Q - ( I )  С . Щ Ч  и  =  

Q . + . ( I ) Q . + . + i ( l )

Д оказательство . Д л я  доказательства неравенств (6) достаточно 
доказать  неравенство

I Sk I <  I «S/c—11, к =  2, 3 , ... (9)

Н а основании формул ( [2 ] ,  стр. 450, (3.4), (3.5)) вычислим р а з 
ность между подходящими дробями S k

с _  а \ ••• am + \ Zm Qik- ï (г) . 0 . .
Qm( z )Q m+2*_i (0 )

Н еравенство (9) на основании равенства (10) преобразуется  к следу 
ющ ему неравенству

ITV (z) I =  I Qm+2*-i (Z)Q2mTOi (z) I >  I Qm+2K-3 (Z) Q2mTO12 (z) I =  | ( г )  ( 11 )
Т. И. Стилтьес в своей монографии [ 1]  подробно изучил много

члены неравенства (11), им установлено следую щ ее:
1). П олож ительны е корни многочленов Qm+2/с-зТО) и Q2TO14(Z) 

располож ены  соответственно м еж ду корнями многочленов Qm+2K_ i  (z)
и Q2mTOU^).

2). Все корни многочлена L (г) располож ены  м еж ду  крайними 
корнями многочлена N (z).

Д о к аж ем  неравенство (11) в случае На основании
первого равенства (4) и равенств (3) и (11) имеем

' л+2/с-2 , ,
N ( Z ) = C  П  1 ---------- ’ aI <  ••• < a «+2«-2,

, = I  V ( 1 2 )

С =  в) ... 02л + 2кв2л + 3 ... 02л + 2к—2 !
я-F2к -2 /

L ( Z ) = C  П  1 - Т - ) .  ßl <  ••• <  ß/i+2/c—2 * (13)
е = \ ß,

Из равенств (12) и (13) видно, что свободные коэффициенты 
многочленов N (z)  и L ( z )  одинаковы, а такж е  ввиду первого равен
ства (4) имеем

a I а л + 2к-2 =  ßi ••• ß/z + 2/c—2 . (14)

Д ал ее  докаж ем , что корни многочлена N ( z ) L ( z )  ввиду неравенств
(12), (13) и ([1], стр. 10-20) удовлетворяю т неравенствам

a I ß l  " С  (а 2 > + )  <  ( « з  » Р з )  <  • • •

... (ал+2/с—3 * ß/z + 2/c—з) <С ßrt + 2/c—2 ал + 2/с—2 > Q ^)
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где неравенство ßt <  (ot2 , B2) равнозначно ßi <  а 2 <  ß2 или P1 <  ß2 <  а 
и т. д. П р ед п олож и м , что последовательность корней (15) наруш ена
и представляется  в общ ем случае следую щ ими неравенствами

Мт-\  ßm—1 &т +  а/тг + 1 §т <  ßm + l <  ßm+2 am+2 >
m =  2 , . . . .  n +  2/c — 4. (16)

Пусть am принадлеж ит многочлену Q2/i+2k(z) и является  его к -м к о р 
нем ( к < ! т ) ,  тогда корень am+î мож ет принадлеж ать  только много- 
члену QlVfi (z) и он будет  его п +  1 — к -м корнем в порядке возрас
тания корней. Д ал е е  имеем: к корней многочлена Q2iî+2k (z) разделяю т 
к — 1 корней многочлена Q2n+2̂ - 2(2); т — к +  1 корней многочлена 
Q\nKt\(z )  долж ны  следовать за т — к +  1 корнями многочлена Q2J t l (Z ) ,  
так как они их тож е разделяю т. С ледовательно, всего имеем т к о р 
ней ßі , которые предш ествую т корню am+1, a согласно последователь
ности (16) мы имеем только т — 1 корней ß*, предш ествую щ их корню 
am + 1 . Ha основании этого противоречия приходим к заклю чению , что 
последовательность корней вида (16) не имеет места и корни м н о го 
члена N(z) L(z)  располож ены  согласно неравенствам (15). Построим 
многочлен NI (г), корни которого следую т через  каж ды е два корня 
последовательности  (15):

п+2/с—3 /
M Z ) =  с  п 1 -

е=\ 1 е . ‘ (17)
a I <  Tl < a2 < Ï 2 <  •••

• •• <С ал+2к—2 ; ßl Tl ''f' ?2 T 2 Q  ••• '-L ßn + 2 —2 •

z : f ,  чтобы выпол-М ногочлен M  (z) умножаем на такой двучлен 1 
нялось равенство

Tl ••• 7л+2/с—3 7 =  aI ••• ал+2/с—2 ) ßi L  7 ^  ßn+2/c—2 .
Пусть числа O1 и S2 такие, что ßn+2K-2 <  S2 <  a« . «і

тогда, перем нож ая следую щ ие неравенства ([3J, 18)

(18)

U  <  ß i ,

I — L I - L < l - L 1 -kf
7 8i 7 7 i

получим

1 -  L
V 11

V

7 7 і
1 -

1 - 1 1

Т /1 + 2 /С  — 3 

Z

<
O1O2Z

7 л + 2 к - 3

< 1

7 7 і 7 л і -2/ с- з

I -  -

Rez  <  0;

OlO2Z

TTiYrt+2/с-з
> ( 1 9 )

a I  <  8 A  : ( 7 7 і 7 л + 2к - з )  <  а л + 2к - 2 ,  Rez <  0 .

Зам еняя  три двучлена  многочлена (I — z:^)M(z)  правой частью
неравенства (19),  мы получим многочлен M 1 ( z ) , который ввиду
([3 | , (18)) удовлетворяет  неравенствам

I L (z) I <  I Af1 (z) I <  I N (z) I , Rez <  0. (20)
На основании неравенств (20) справедливы неравенства (11) и (9),
что и требовалось доказать.

Д л я  области 0 <  Rez <  1 ввиду формул (8), ( 1 1 ) - ( 1 5 )  и ([3 ], (18) 
получим

\R mj ) \  < , +  у ! Д .  ( і  +  amJ i z l Ql ( 1 ) Q r . (1) +  -  W
I Q m  ( z ) Q m + , (г)  I V

х  Д| ... <Tm + l I Z |m к1
Qm(z) Q m + i ( z ) |£ i l ß : z  — I I"

Q T  ( z )  I Q m + 2 ( 1 )  

, 0 <  Rez  <  I .
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На основании полученного неравенства соотнош ения (8) справедливы 
и в этом случае.

Аналогично теорема доказы вается  в случае, если в неравенстве 
(11) Tti - cI n i только при этом ввиду второго равенства (4) мы получим

a I ••• а /і+2 /с—2 <  ßl ••• $п+2к— 2 . ( 2 1 )

На основании равенства (14) неравенство (21) только усиливает н е
равенство (11), так  как корни многочленов N (г) и L  (г) расположены
в знаменателях вторых слагаемых двучленов.

3. Д л я  обобщ енны х гипергеометрических функций ([4], стр. 199, 202):
OO

Pir i F p ( U 1 , . . . , а ., I; S 1 , . . . ,  V  d nz n =jLàп=О
оо Гѵ* I ' K M « ) . - ! .

-  ( вр)п
(а)п = а (а +  1).. .  ( а  +  я  — 1), а ; >  0, і =  1,

вх >  а х , . . . ,  вр >  а р;
OO

£  (а х , ... , ар , 1 : рх , ... , рд: 2) = T )  Л„2Л =  

Ю л - -  (*,)»

(22)

OO

2

п=0

2 | » і ,  p > q \
(23)

n— 0(Рі)л ••• (Pq)n
<*i >  O, i = l , . . . , p ;  p x  >  « I ,  ,  P «  >  V

справедлива следую щ ая теорема.
Т е о р е м а .  С оответствую щ ие для  рядов  (22) и (23) цепные дроби 

(2) имеют полож ительны е члены звеньев
ат, вт>  0, / п = 1 ,  2, ...

Д оказательство . Степенному ряду
I п \ г

F ( a i y U , e r z )  =  V t f z a = V  f  =  l , . . . ,

а  («<)»
р (24)

/1=0
соответствует  цепная дробь (2) с положительными членами звеньев 
([5], стр. 2 1 ,(1 ) ) .

На основании ([1], стр. 23) квадратичная форма
tn—1
2  CpRi+кХ і%к (25)

I, /с=0
есть форма определенная  и полож ительная . В силу равенств (22) — (25), 
([6], задача 1220) и ([7], стр. 140 ,(11 .5 ))  квадратичные формы

т—1 т—1
V  dp+1+к X1Xk , 2  hp + 1+кХіХк (26)

і, /с=0 і, /с = 0
есть формы определенны е и положительные, 

Ввиду (26) и ( [1], стр. 23) детерминанты

dp... dp+m—I V - hpRm—\

dp 1/fl—I dp+2m—2 hpRm—I hp-\-2m—2
(27)

положительны. Так как члены звеньев цепной дроби (2) выраж аю тся 
через определители (27) ([1], стр. 29, (7)), то они такж е  положительны, 
что и требовалось доказать .
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