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П редлагается приближенный метод решения системы уравнений, 
описывающий процесс охлаждения горизонтального бесконечно длин
ного цилиндра в условиях нестационарной естественной конвекции. 
Теплофизические характеристики тела и среды полагаются независи
мыми от температуры.

Большой практический интерес представляют случаи, когда темпе
ратура среды постоянна, а внесенное в нее тело имеет в начальный мо
мент времени температуру, заметно от нее отличающуюся. Температура 
тела при этом будет асимптотически приближаться к температуре сре
ды. Этбт случай так  называемого «простого» охлаждения цилиндра, 
который наряду со сферой и пластиной является элементарной формой 
поверхности теплообменных аппаратов, был нами использован для 
определения закономерностей поведения коэффициента теплообмена 
в условиях нестационарной естественной конвекции.

З адач а  имеет следующую математическую формулировку:

+  (а)
д х  ду

d w r . d wx . d w v - d 2w x 
4 - œ , — 4 ^ V- - J =  v — — W l - s i n ß, (b)

дх x дх y ду д у 2 too
( I )

dt . d t  , d t  , — d2t .
—  +  w x —  4 - и»у —  4-  а ,—  , d )

дх дх  ду dy2

- c pMpM̂ ~  = a ( f tt, - f 00). (
4 dx

При использовании области влияния „A“ полагается 0. Если
введем безразмерную  температуру, определенную  выражением

0 =  7 — tT- .., (2)
; f  WLmax -  ^oo

тогда система (1) будет иметь вид:
dwx г . ,

-ТО =  0 ’ (° )дх
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где

дѲ , дѲ дЩ
 \ ~ w x —  = а ---- , (с)
dz ^  х дх  ду2
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Qw =  - H n h - .  (4)
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dz ду2 too

Уравнение (36) принадлежит к классу неоднородных линейных. 
Оно решается при следую щ их начальных и граничных условиях:

при T =  O Wx =  0, (а)

у  = O Wx =  O, (6) (5)

у  = A  Wx =  0.

Реш ение уравнения (36) при граничных условиях (5) известно [1] 
и имеет вид

х /Літѵ\2 А

’ ‘ Jf Y  M  а в Ц  a n  

л = |  о о 00 ,

 ̂ <6 >
Однако его использование в дальнейшем затруднительно. Н иже 

предлагается схема упрощ енного решения задачи. Реш ение уравн е
ния (36) будем искать в виде, функции, удовлетворяющ ей как на
чальному, так и граничному условиям (5):

=  g  О Д т  -  Q sin ß, (7)
2 Z0O v

Угде vj — — .
Д

При таком выборе функции (7) начальное и граничное условия 
(5) выполняются сами собой. Нетрудно видеть, что функция (7) мо
ж ет  быть получена при решении уравнения (36), если в нем поло- 

àwx _
жить — =  0, т. е. считать развитие процесса квазистационарным.

■ :
Это вполне допустимо в отношении физического смысла, поскольку 
развитие процесса движения около тела при свободной конвекции 
во времени происходит достаточно медленно. Уравнение (7) можно 
записать иначе:

: : .(8)

г д е
Q r  _  g D 3 ОД,max too  

V2 . too  ...
'ИЛИ ’ “ '’ч ‘

J R e x  =  7R r  =  L  G r  ^  0  s l n  ß ( 7I -  yI2)-  ( 1 0 )
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Д ал ее ,  уравнение (Зс), имея в виду (За), можно записать 
дѲ , д .п . а 2Ѳ

Или в безразмерном виде

где

(Pex -Q)
dFo  aß

д2Ѳ
д у 2

(11)

(12)

г  az nFo =  —  , Pe 
D 2

Wx D

a y ^ yD -

Если иметь в виду, что лг — ^  sin ß, a (для малых уг-
2 2

лов s in ß ^ jß ) ,  тогда, внося в (12) выражение (10), будем иметь

д
dFo

д_
aß

(Gr-Pr)  (vj — T]*isinK sT
02 дЩ 

ду\
(13)

П олученное уравнение является нелинейным относительно „Ѳ “ 
следовательно, решить его обычными аналитическими методами не 
представляется возможным.

Ниже приводится предложенная Н. Л. Меньших [2] рациональ
ная линеаризация уравнения (13), которая с достаточной точностью 
аппроксимирует действительный результат.

Будем аппроксимировать

Q2 =  B-Q.

Найдем коэффициент Я  из условия минимума функционала

откуда  находим

S j1 (Q* — BQ)2-dQ О, 

' в - 8 .

Внося (14) в (13) и учитывая (16), будем иметь

а ѳ
dFo

д_
öß

I  (Gr-Pr) ( W )  sinß-Ѳ- / е д 2
а 2ѳ
ду\

Реш ение уравнения (17) при начальных и граничных условиях  
F o = O ,  Q=O; .•»] =  0, Q = Q w; ^ = I ,  Ѳ = 0 ;  

будем искать в виде суммы

Ѳ =  0 і (Уі. P) + ^ 2(FoL y1).

(14)

(15)

(16)

(17)

(18) 

(19)

При подстановке (19) уравнение (17) распадается на два сле
дующих:

(20)

а е 2 _ а 2в 2
dFo  f

(21)

m



Уравнение (20) реш ается при следующих условиях:
D o > 0 ,  Tfj =  O, O1 =  I; 7 ]=  I, 0 j  =  O; (22)

а уравнение (21) при условиях:
Tj =  О, Ѳ2 =  0; vj =  1, Ѳ2 =  0. (23)

Проинтегрируем обе части выражения (20) и, перейдя в правой 
части к переменной т;, будем иметь

1 3 U  ^ v , о. /Д Y2 . , j

ш
4 (Gr-Pr)  (tj — TJ2) I -  ] sin ß • dr\ = -------

Д2
(24)

7I-O

Граничные условия (22) в первом приближении удовлетворяю т
ся, если для Ѳх выбрать аппроксимирующую функцию

01 =  0 ^ ( 1 - 7 1 ) .  (25)

Внося (25) в (24), приходим к следую щ ему выражению:

' U i V s l n f l  +  / U c o s p - S U 7 r - .  ( 2 6 )
d $ \ D )  \ D J  3 Gr-Pr

П олагая в этом уравнении ß =  0, найдем значение ) в перед

ней критической точке разветвления:

I ” = [ / F z - (27>Gr-Pr

Учитывая (27), уравнение (26) можем записать в виде

Д / і  V U M 4 Ctg P - - I -  =  O.йфѴДо/ VV sin ß
Интеграл этого уравнения имеет вид

Д Y4 1

(28)

П оскольку при ß =  0, I —j  =  1, то C = O .

До/ sin P 
д 
д,

(С +  Р). (29)

С ледовательно, имеем
Д Y4
A0J Sinp

откуда

Д - 4, / = С
A0 V  sin р

(30)

Д л я  сопоставления полученных результатов  использования обла
сти теплового влияния с имеющимися опытными данными для ста
ционарного реж им а найдем

NUoo =  +  (31)
t • , . * " " j ". - : .

Внося (30) в (31) и учитывая (27), будем  иметь

Nu =  0,5 L  Qr-Pr. ± 1 І , (32)
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а среднее значение

N “ "  —  — J  у  + Т О  (33)
о

Считая теперь область влияния „А“ известной, решим уравнение 
(21) при граничных условиях (23).

П роинтегрируем уравнение (21), перейдя одновременно к п ере
менной у] в правой части

-T7- 0,5 V Gr-Pr г Г gin в

d  Г г, . . (34)

(35)

dFo J  \ д  /  V о
о

Или, осредняя по „ß“ , получаем:

О

где

о
Выразим последнее соотношение, имея в виду (30) и (27),

( ? ) - ' ° - f ' V 1 J F W I  Y r t d *' <36)
о

Граничным условиям (23) соответствует простейший полином вида
Q2 =  C ( T ) - + ) .  (37)

Внося (37) в (35), приходим к дифференциальному уравнению
относительно С

—  =  -  682-С, (38)
dFo

где для краткости записи обозначено

S2 =  ( - Y .  (39)

Интегрируя, получим

С =  C0ехр ( - 6 8 2 -Fo).(40)

В соответствии е этим, подставив (40) в (37), получим

Q2 =  C0 ехр  (— 68ТОо)(т)—+ ) .  (41)

Подставляя (25) и (41) в (19), будем иметь

Q =  Qw(1 — т)> +  C0 (ѵ) — + )  ехр ( — 6S2TOo). (42)

В уравнении (42) неизвестной пока осталась произвольная по
стоянная C0. Д л я  ее определения воспользуемся начальным условием:

при Fo =  Q, Qte, =  I, Q =  O;
поэтому

O = ( I - 7J)-I-C0 ( T ) - + ) .  (43)
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Д л я  определения C0 воспользуемся условием минимума ф унк
ционала относительно начального условия

ф о  -  [(1 -  Oi) +  C0 U  -  Tl2)]}2 ûGj =  0. (44)

О ткуда сразу  будем иметь
С - - LC0 -  .

Следовательно, окончательное решение будет  иметь вид 

Ѳ =  (1 — v]) — Q 7) -  7I2) e x P (— 6^2 (45)

Д л я  определения коэффициента теплообмена воспользуемся из
вестным выражением:

1 / д ѲN u  =
Ѳ» \ дУі J y f r

N u  = i т\/дѳ\
ѳ® \ д J  \<и? Д=о

Q  exp (— 6S2 / 7O)! R , (46)
I A

Л7 DN u  =  — 
A 1 +  d h exP ( - 6 s 2 V >

*701

N u  =

Среднее значение: 

0,5 V  GrfrPr
TU / Z s- T I +  T O - e x p  ( - 6  S2 £  о)

2Ѳ W

(47)

. (4 8 )

При F o ->оо выражение (48) переходит в (33). И нтересно о тм е
тить, что при Fo =  0, из (48) получаем максимальное число Тѵй, 
равное

AbTmax = + « C O .  (49)

Уравнение (48) можем записать для дальнейшего в более удоб
ном виде

1 +  f r - ехр (— 6Ь2 Fo)N u  =  С (Gr-Pr)0-23

или

N u  =  N u l 1 +
2Ѳ.

ехр (— 622/¾ ) !  . (50)

В этом выраж ении пока неизвестной является величина Ote,. Д л я  
ее нахож дения воспользуемся уравнением (Irf), которое запишем в 
безразмерном виде

a N u Qw, (51)

где
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Внося в (51) выраж ение (50), приходим к следую щ ему уравнению 
относительно Ѳ •

+  A N u 00 Г.Ѳ* +  Vexp (— 682 
dFo  I 2

=  0, (52)

, (53)

интеграл которого имеет вид

Ѳщ, - exp (— A N  U00-F о)^C 0 ~ [ j  exP [ ~  6 ^ 2 ~  A N u 00) Fo] dFo

откуда, используя начальное условие, согласно которому при 0 
Ow =  1, окончательно получим

5 1Ow =  ехр (— оо Fo) -  X

(54)

2 Ob2 - A N u t 

X  {1 — ехр [— (682 — A N u 00) F o ] }

П одставляя (54) в (52), приходим к расчетному уравнению от-

682
носительно Nu:

N u
А 1 +  2Ѳ~~ e x P ( _ 6 S 2 p °)

Выводы

Введение области теплового влияния позволило получить расчет
ные уравнения для коэффициента конвективного теплообмена при 
охлаждения бесконечно-длинного цилиндра нестационарной естествен
ной конвекцией. В предельном случае переходим к расчетным соотно
шениям, соответствующим в пределах точности сделанных допущений 
известным формулам М. А. Михеева для стационарного режима.
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