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КРАСНОГО ЗНАМЕНИ ПОЛИТЕХНИЧЕСКОГО ИНСТИТУТА им. С. М. КИРОВА

П Р И Л О Ж Е Н И Е  Т Е О Р И Й  Ц Е П Н Ы Х  Д Р О Б Е Й  
К В Ы Ч И С Л Е Н И Ю  Н Е К О Т О Р Ы Х  Т И П О В  И Н Т Е Г Р А Л О В

В. Е. КОРНИЛОВ 

(Представлена кафедрой высшей математики)

В статье применяются параметры 0 <  7  <  1, +  arg | < —
2

<р =  arctg— ; независимое переменное х  >  0 .
CL

В статье [1] соответствующая цепная дробь по отношению к ряду 

— F I 3 — у ,  I применялась для вычисления интегралов вида
CX \ CX

/  =  j  *t-i e

В этой статье к вычислению интегралов /  применяется соответст
вующая цепная дробь по отношению к рядам

L f  І 2  — 7, — I )  и
CX \ CX

1CX V CXj  (сх)«+1
где

(а)к =  а  (а +  1 ) ... (а +  к  -  I) =  .
Г (а)

1 . Аналогично с выводом в статье [ 1 ] интеграл I  может быть пред
ставлен подходящей дробью, а остаточный член в виде функционально
го ряда:

OO

/  =  Г и - 1 e ~ c t d t  =  Xt е - с С і л  + Г з
J Q2/C ( )x

к-lк-Ь  п w.
Xf е ~ схУ ( С Х )пV  —W  Li-------

No  і
_  — • ;   :------------------------- г- +

у с п
/2=0 Т)«

+  G k (сх) — L -  y  L - U  +  г 2к(СХ), 1, 2, .., (1)
л 2к +  B 2kI
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гд е OO
г 2 к ( с х )  =  N e - c x ^ - -

п\
 . (2)

U k ( 1 -  т)«+1 Q2n (CX) Q2n+2
После отделения вещественной и мнимой частей интеграла (1) 

можно получить последовательность приближений, которые применяют
ся для вычисления нижеследующих интегралов:

OO
I 1 =  j  Al-1 W c o s  bt dt =

2лг—1 M
Xi е -ах 2  I С I X CkBk- T  cos [Ьх — (я 2т)  ср]

/I==O m = N d  — т) т

2  е *
(I - I  + к ) . к—п

CX 2/1 (2  ах) т

т=О

+  Re [г2к(сх)] =  A + N  +  Y k +  Re  ,

а также

п= 0  ( !  —  т)и(1  -  т )гп

Ч е \ г , Л с х ) \  =  +
A2k +  В2к

OO

I 2 =  j* Ai-1 e~at sin bt d t

( 1 + 2  я — т) m

(3)

2/c—I M -i
Xt e-ax V  j с I « je« Y  C k ---------------- BkV  Sin [bx — (я — 2m) CD]

U o  M - n - ^m— N ( i - т )

I QiK (CX)]2
- I m  [r2K(e x ) ] ,

гд е
к—1 — п+т

B k
n—m

(_ J + —l—n+m—p
У  c p —
U o  * (K -  t  -  n +  m -  p )n -m+i

O
N  =p

для n +  K — — , 
2

(4)

(5)

(6)
я — к  +  I для п +  к  ;

2

M
fl для я <  +

2
^  , 1к  для Я >  4-----

2

(7)

Запишем также приближения с нечетными индексами для интегра
ла I u

J
j =  I Ai-1 e~at cos b td t  = x T g - ^ P 2K+, (сх) 

cx  Q2k+1 (c x)
+  Re  [r2K+i (cx)] =

2 к M / 1 \
X-I e - ° x I l c l nXn I  Ck -T9 _  U  cos -  (я  — I — 2m) <p]

/Z=O т=Л7 V 7/m

ax
(2 — t  +  к)п K—n

/Z = O (2 -  t)„ (2 -  т)2„
+  Re  [r2K+, (cx)],

(2ax)m

(2 +  2я  -  т)ж
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где M  вычисляется по формуле (7) , • 4 . . . . .

N =

к—п+т

О для я <  4

^  , 1 п  — к  для я >  -4------ ;
2

(_ j к̂—п+т—ръп-т _  ^  с р ---------
Y iO(1 -  T +  я -  я +  т

кроме того, ввиду [2], стр. 23, 34,

Г2К + і(СХ) = (1 -  у )•«!
(сх) (2 — т)«+і Q2„+i (сх) Q2n+3 (ex) 

B формуле (8) знаменатель следующий

(сх)п 

п—о ( 2 - 7 ) *

(9)

(Ю)

Q2K+1 (СХ)—  2  Cl ( И )

2. Д ля  вычисления числителя равенства (3) принимается во вни
мание равенство (5) и разделение на вещественную и мнимую части 
числителя и знаменателя равенства (1),  поэтому получаем:

K - I

=  х і е - а*2 1 с  I » B Y 1 2  С *

А'гк С2к 4~ к D 2к z
‘ к ' С I 171 Xm

п=0

,ах

Im=O

B0k-X

(1 — Т),

C X

cos \(п — т) ср — bx] 1 =

cos (— Ьх) +  -!—!—  cos (— ср — Ьх) +  
I - T

i Iе \КхК /+  -Q-! — COS ( — /сер — Ьх)
( I - T ) k

+  ß«_i | c | x  COS (<р — 4"

+  jT- 1 -COS (ср

' [

— /сер — bx) j

+  BKZ\ I с Iк—1 X*-1

( I - T ) k

COS (/Ccp — T — bx) 4 -

+

С X

с \*хК  Y  K

2лг—1
H — Т)к

M
т

COS ( — Cp — Ьх)

1 — T

L

COS (кгер — 2ср — Ьх)-{-

-  Xi е-**  2 Ы П^ 2  с «
( I - T )

В к_7 COS (Ьх — (я — 2яі) ср].
тя=Q m=N

где N, Mи BkET принимают значения и вычисляются согласно ра
венств (6), (7) и (5).

Числители равенств (4) и (8) преобразуются аналогично.
3. Учитывая формулу для полиномов Чебышева [3]

Тп(х) =  cos (я arccos x) — —  (— l)m Cn-
2 — . . я —

т (2х )п—2т



где [ѵ] означает наибольшее целое число, не превосходящее ѵ, далее 
вычисляем квадрат модуля знаменателя равенства (1) следующим 
путем:

S r n j L Ï W  
к К ( I - T ) n

2 к

= У  Gn  C n X n

72=0

2 к

п--=0
к к—п

+  2  2  2  aK-m+Z COS (к — т  — п  +  21) arccos +  I I =
л=0 т = 0  . I С I J

V. Кх> ”х" к — m — n + 21 ,
2  IcjcI 2,1 Z l S 2aXW n~m 2 ( -  Ui к _ _ т ^ п +  1 D к—т—п+1с п—іа к-т+.

к—п

=  2 і сч 2й 2 с " с « - « 7 п і
(1 +  К — 7)л

/2=0
/с

т=0 (1 т)к + п—т  (1 т)л
(2ajc)K- ”- m =

_ V  (1 — T +  Vn W w (2ал~)ш 
“ â d - T b O - ï Y  ( 1 + 2 Я - Т )

В предпоследнем равенстве было применено тождество
>о/2 г>т

__________ WJL________хп __
( I - T ) - ( I - T ) * -  *'ж"

т

/и, /2XT , . , , к — а  /И +  2 Z Г-lfon—lsoK + l—ms/ 1
=  / ,  (— 1) ; 7 L k—л —m-(-Z Ск Ck л

' к - п - т  +  І (І-Т)л-/
X

X
I С/2 /о/72

кѴ>к-п
(1 — T +  ft+ (12)

(1 — T)k+Z— m(1 т)к + л—/л(1 т)„
где [ѵ] означает наибольшее целое число, не превосходящее ѵ, далее 

4. Д окаж ем  тождество (12) в случае т ^ n .
После упрощений равенства (12) и решения относительно X x по

лучаем:

+ л , =  i +  S c ^ - 1L x
Z=I

X
(к — п — т +2/)(1 +  к—пi (— п), (у — п\ 

(\-\-к — п)1(\ +  к — т)1( \ —1 +  к — т),
_  (1 4-к —я —/и)„(1 — т +  к +  Д-ст)т

(1 +  к -  /га)т (1— Т +  к — т)т (13)

Непосредственной проверкой убеждаемся, что тождество (13) спра
ведливо при z n =  1, 2; предположим, что оно справедливо при верхнем 
пределе суммы, равном т  — 1, тогда при верхнем пределе т  преобра
зуем сумму левой части равенства (13) следующим путем:

XяК,  /72 I = ( X J U - I )
( К — n) dm
(к — п) С772

А/2 кСт—I nCm— I +  /Cm- 1 +  *^Сяі—1 ЛСт- \  — ICm- 1
=  O ,  772 I ;  --------------------------------------- *— — *---------------------- - — ---------------------------------------------  ,

(#  я) С/72
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Д алее получаем

7”, m =  I +  2  ( — ! ) г Х
m—I

Л

I=I
X  (к ~~ м — /га +  2/)  (I - f  к — я — m ) i - t ( x — n ) t

( 1 +  к  — /га), {к — га), ( 1 — f  +  — /га);

_z—i j у  (—  га), (к — га — /га +  2/) ( 1 +  «  — «  — C T  (т  — д )<
Z i  т~ х ( 1  4 - а: — т ) г (лг —- /г-)/+і ( 1 — т +

XnF-K-It т — 1
гп—1

I +  2  C1n-I ( -  іу X

^  (I — га),(к — /̂  — /га 4- 2 4- 2/) (к — га — /га -+ 3 ) ,_ i ( f  — га +  1);
(2 +  к  —  /га); (2 +  к  — га), (2 — у +  к  — /га),

га (к  — я — /га +  1)2 (га — у) „
X  ; —    =  т- \  —

(1 +  к — /га) (к — га)2(1 — 7 +  к — т)
п-іга (к — га — /га + 1 ) 2 (га — y)

F-к, m—1

X

(1 +  к  —  /га) (/с —  га)2 (1 —  f  +  —  /га)

_  (1 +  к  — /га — ra)m-i (1 — f  +  га — /га +  га)т _і

(1 +  к — /га) т-і(1 — f  +  к  — /га)т _і 

_  ( 1 - 1 - к  -/га - / / ) , „ , !  (1 — f  + к  — /га +  га)т _і  га (га — т)

(1 +  га -  т ) я  (1 — г  +  к  -  т )т
то есть

,« _  (1 + /с — га — /га)т (1 — у + к  — /ге +  га)т
л̂г, т  —- ” *« 7 ?

(1 + к  — /га)т (1 — г + г а  — /га)т

тем самым тождества (13) й (12) для т  доказаны, аналогично 
тождество (12) доказывается в случае m > n  (верхний предел суммы 
левой части равенства (12) при этом принимается равным п).

Ввиду изложенного, доказаны значения знаменателей равенств (3) ,
(4),  а именно

A cIk +  B 2K =  j Q2K (СХ) I 2 —

=  2 С«— —  i+Lk.— i ex i2« 2  — —  ( И )
h  ( 1 - т ) я ( 1 - т ) 2л À  ( I +  2 « - T L

знаменатель равенства (8) получится из равенства (14) путем увели
чения параметра 1 — у на единицу.

5. Т е о р е м а .  Н аряду с неравенством
|Q2«(CTI2 — Q2k Gax)<  I Q2k(CX)I2, (15)

имеет место неравенство 
1

(к  +  1) (к  +  2 — y)
[| Q u +2(C J t )1 2 —  Q a * + s ( 2 a * ) |  >



Д о к а з а т е л ь с т в о .  Заменим квадраты модулей многочленов со
гласно формулы (14), получим:

1 Я+1 /О__ ^ I J 2 \ к + 1 — п
-------------- 1  Y g , ,  ( Г  \ с х \ 2п У  С ^ г - п  Х

(к  +  1) (к  +  2 — т) л 3  (1 — т)п (1 — т)2п О

  R a x y f 1 ТО — (1 л— j сх  12« х

(1+2Л-Т)»  к(к+\-Y) èx ( I - T ) - ( I - T ) 2.

x  {2ах)т ->
TOo ( 1 + 2 Л - Т ) т

тТО „ (2 -  7 +  « ) - і  j * j 2и Т О + * -----(2о Д  х
Ä  ( I - T ) n ( I - T ) 2 n ' À  (I +  2« — r)m

[(2я +  о т -  2 ) к  + ( о т + я — 1)(2- 7)] > 0  
к (к  +  2  — т) (1 +  к  — /г — /я)

Неравенство (16) тем самым доказано.
6. Дадим оценку остаточного члена (2) рациональных приближе

ний (1) по модулю с учетом неравенств (15) и (16):
OO

I/-a* ( « ) | <  XtX
п—к

х ______ tJ ------------------------
( 1 -  т ) - + 1  У I Q2n (сх)12 -  Qan (2 ах)• Ѵ \  Q2a+2 ( « )  | 2 -  Q2n+2 (2ах)

^ ________________  хт е - ^  к!_V(к)2 (к  +  1 — т)2____________________ х
(1 7 ) к+і ] /  I Q2k ( с х 112 Q 2k (2 а x ) • |/ I Q2k+2 |“ Q2k-+2 (2аx )

x  £  <к+1)”S  (« +  2 — т)п У (к  +  я ) 2 +  +  1 у )2

х т е - о - Ч к +  ! ) ! ( « +  1 — т) ТО 1

<

(1 -  т ) к+1 [ I Q2k ( с х ) 12 -  Q 2k (2ах)] ТО (К +  л >2 ’ 
то есть

I , , i . хт е~ ад: +  1)! /17Ч
С 2к (сX ) <    !  -  . (17)

к( 1 -  т)к [ I Q2k (сх) 12 -  Q2k (2ах)]
Аналогично оценивается остаточный член (10), а именно:

k 2K+i ( c x ) | <  + + I l f L C T J C T i i l  . (18)
к  (2 — 7 )к I сх I [ J Q2k+1 (сх)  12 — Q2k+i (2ах)]

Если учесть значение следующего интеграла [4], стр. 205:
OO

( t i - ' e ~ atcos(W) d t  Г(т ), О <  7  <  1, (19)
о  ̂ ^

то, ввиду формул (19) и (3), получим
X

j  L - 1 e~atcos (Jbt)d t  =  - sC T  Г (7 ) - I u  О <  7 <  I, 
о  Ic I

где / 1 вычисляется согласно формуле (3).

(20)
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