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П ри подготовке задач  для  решения на электронных цифровых в ы ­
числительных м аш ин ах  (Э Ц В М ) известную трудность п редставляет  а п ­
проксимация функций, задан н ы х  таблично или графически. С точки 
зрения использования Э Ц В М  ж елательн о  приближ ение функций поли­
номами. Хотя не сущ ествует правил  по вы бору мётода аппроксимации 
полиномами, одним из важ н ы х  признаков, облегчаю щ их задачу, я в л я ­
ется характери стика  исходной функции. Если функция является  «точ­
ной», целесообразно получить такое  приближ ение, при котором погреш ­
ности распределены  равномерно по всему интервалу. В этом смысле 
ф ундам ентальное  значение имеют ортогональны е полиномы Ч ебы ш ева 
первого рода Т п(х) =  cos (n arc  cos х ), определенны е на итервале  [— 1, 
+  1]. Д л я  непрерывной исходной функции, находя коэффициенты  по 
ф ормуле

+  =  L  f / ( X ) T n(X)r J h = . ,  (1)
K J  ] /  1 — л 2

-1

м ож но получить  п ри бли ж ен и е  ср (х) в ви де

cP (* )  ~  о д со Л- сх Tx (х)  +  с2Т 2(х) +  ... (2)

О тсюда видно, что основной объем вычислений связан  с н а х о ж д е­
нием коэффициентов с п . И склю чая  из рассм отрения  редкую в о зм о ж ­
ность получения первообразной д ля  интегралов (1), будем считать, что 
для  их нахож дения необходимо использование численных методов. П ри 
относительно больш их значениях  степеней многочленов Tu (х) при м ене­
ние известных методов численного интегрирования приводит к сущ ест­
венным погрешностям. Это связано  с наличием в подинтегральном  в ы ­
раж ен и и  (1) быстроосциллирую щ ей функции Tn ( х ) , причем, о сц и л л я ­
ции сгущ аю тся к концам интервала. В связи с трудностью вычисления 
интегралов  (1) обычно вводят зам ен у  переменной д л я  п реобразовани я  
исходной функции в периодическую и последующ ей тригонометрической 
аппроксимации [1]. Есть и другой путь. И спользуя  идеи, родственные 
идеям, полож енны м  в основу метода Ф илона [2], можно получить ряд  
аналогов  квадратурн ы х  ф ормул и, в частности, аналог ф ормулы  тр ап е ­
ций, который будет найден ниже.
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Наибольший практический интерес представляет случай равномер­
ного распределения опорных точек функции f(x) на интервале [а, Ь]. 

Применяя линейное преобразование

г = е д + е д  (3)
а — Ь Ь - а

к исходному интервалу [а, Ь], получим функцию /(х ) ,  заданную на ин­
тервале [— 1, + 1 ] .  Соединив последовательно ординаты соседних точек 
(рис. 1), найдем уравнение линий между ними.

Д л я  участка і на интервале изменения абсциссы
[ — I + Z A ,  — 1 -|- (Z +  1) А]

f (x)  =  7l±l U l L  (х +  \ -  ih) +  Уі(¢ =  0, I,  2.  I ) ,  (4)
h

2
где h =  длина интервала при числе точек N +  1. Представим выра-

N
ж ение (1) в виде

/Ѵ-1 -1+ (/ + I) h

1 S  j' / W 7- W 7 = г1=0 -I  + ih V I — -v
(5)

и, используя (4), найдем значение интегралов, стоящих под знаком 
суммы:

-1+ (t + l) h

f  f  (X) т А Л

f (iI
dx

V l - X  — I +ih —I + ih
-1+  (i+l)h

Рис. I 

-1+ (/ + I) h
_  J  ( У м .  — yi)-г-cos (n arc cos x)

Уі+\ — Уі (I — ih) +  y,

h V  I - X 3

cos (n arc cos x) dx
(6)

—l + ift
П рименяем подстановку Ѳ =  arc cos x*. Тогда 

x  =  cos Ѳ, dB =  dx
V  I — x'

V  I - X i

и выражение (6) при п >  1 принимает вид



У iW! J -  fco s6 co s  +
h J

arc cos (—I + ih) arc cos (—I + ih)
Уі+\ — y i (I — ih) +  y i cos nüdQ —

arc cos [—1+ (/+I) h\y Ifi i  —  y I arc cos [-1+ (i + l)h\ 
arc cos ( —I + ih)

2 h (F  — I)
[(ra — I) sin (ra +  I) Ѳ +  (ra +  I) sin (ra — I) Q] +

arc cos [ — 1+ (/ + I) h] 
arc cos (—I +ih)

_j_ (Уы-і yù (I — ih) +sin G 
nh

arc cos [ —I + (f -FI) h\
Выражение (7) можно упростить. Д ля  этого обозначим 

— 1-1- ih — Z it  Ayi =  уі+\ — уи arc cos Zi =  CLi и 
arc cos (Zi + h) = arccos [— I +  (i +  I) h] = Cki — Sj.

Д ля  определения S1- можно получить уравнение
cos (a t — Oj) =  cos Cki cos Si - f  sin a t sin Bt =

=  zi cos bi + Y  I —  Z i  sin Ii =  Z i + h ,
откуда

Bj =  arccos {Zi (zi + h) + Y [ \ — (Zi +  ft)2] (I — z}) }.
С учетом принятых обозначений для любого т

ai

sin m ü

(7}

о . tnbi m(2*i — Oi)2 sm  c o s  -
2 2 

aI -  H
Подставляя (8) в (7) и (7) в (5), найдем для п >  1

N - 1

(8}

Cn
it h (F  — I) I=US * * In  -  1 ] SIn ±  r ,  ‘- COS

i t i i \  ( г а — I)  о, (га — I )  ( 2 ¾  — S;) +  (га +  I) sin    —  cos    i------- +

+

(9>

, 2 (га2 -  I) . . . . . га Si -  8()
H 1 (уі h — Ayi s i n  -  cos — I—  -

ti 2 2

Коэффициенты C0 и C1 соответственно равны

C0 =  L -  V  2Дуі sin ~  cos +  Si (y, h — Ayf z, )
тс// j=o 2 2

A — I
C4 =  —— Ayi [Bj -j- sin Bj cos (2oct — Bj)] -|~

(10)

TCft j—O

B/ 2aj — 8/~r 4 (у/ h — Ayi Zi ) sin — cos
2 2
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