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Будем рассматривать движение механизмов с одной степенью сво­
боды под действием сил, зависящих только от положения звена при­
ведения. Тогда приращение кинетической энергии механизма на пере­
мещении звена приведения из исходного положения, определяемого 
координатой ф =  фо, в текущее положение, отвечающее координате
ср =  ф. (і =  0, 1, 2, 3,..., г),  определится известным [1] уравнением

і у _ _ У к =А(1)
2 2

Здесь со0, со̂ — значения угловой скорости звена приведения в его 
исходном и текущем положениях;

/ 0, /, — значения приведенного к звену приведения момен­
та инерции механизма в тех же положениях;

. == j  Al (cp) d  ср— работа приведенного к звену приведения момента
<Ро

сил уИ (ср) на перемещении Cpi — ср0 этого звена.
Пусть I i =  I ((Di) и A i =  A ( V i) заданы на всем периоде — ср0

изменения угловой скорости вращения звена приведения.
Причем

Ч 
A 2=  j* M  (ср) с/ср =  О

<Г0
в согласии с известными [1] условиями периодичности.

Требуется определить закон изменения угловой скорости вращения 
звена приведения в режиме установившегося движения с заданной 
средней угловой скоростью, равной соср.

Эта задача, часто встречающаяся в приложениях, не имеет точного 
решения.

С. Н. Кожевников [2] дает следующее приближенное решение. З а ­
даваясь рядом произвольных значений коэффициента неравномерности 
движения звена приведения ô', б", б" ',. . . ,  находят соответствующие 
потребные значения приведенного к этому звену момента инерции махо­
вика / м, / м, I м используя известный графический метод Виттенба- 
уэра в сочетании с обычным для этого метода допущением



Затем, в координатах (о, / м) вычерчивают кривую найденной зависи­
мости Zm =  Zm(S) и находят ее пересечение с прямой, проведенной 
на уровне / м, фактически имеющегося в механизме. Тем самым оп­
ределяется величина коэффициента о.

/Іальнейшие операции по определению зависимости со =  (о(ф) про­
изводятся в полном соответствии с упомянутым графическим методом 
Впттенбауэра.

Описанная методика не нашла широкого распространения в силу 
наличия значительных недостатков, главнейшие из которых состоят 
в том. что:

t?) допущение (2) во многих случаях является слишком грубым, 
особенно в применении к механизмам с относительно легким маховиком 
и при «импульсном» характере изменения приложенных сил;

б) положенный в основу решения метод Впттенбауэра допускает 
только графическую реализацию, в связи с чем невозможно использо­
вание численных методов, допускающих эффективное применение вычи­
слительных машин (кроме подготовки исходных данных);

в) начало координат кривой Впттенбауэра A =  A(I )  обычно лежит 
далеко за пределами чертежа. Поэтому достаточно точное определение 
угловых коэффициентов прямых, которые надлежит проводить через 
указанную точку для определения скорости движения звена приведения, 
становится невозможным.

Перечисленные недостатки целиком предопределяются внутренними 
свойствами метода Впттенбауэра, который, можно сказать, медленно, 
но верно сходит со сцены, уступая методам, допускающим численное 
решение. Сюда в первую очередь следует отнести метод, развитый 
Е. М. Гутьяром [3], свободный от недостатков, отмеченных в пунктах 
б и в. Однако применение этого метода, вместо метода Впттенбауэра, 
в рамках изложенного выше плана анализа установившегося движения 
по [2], не избавляет от необходимости использования допущения (2) 
и,' кроме того, резко увеличивает трудоемкость.

Другой известный энергетический метод, основанный на идеях
Н. И. Мерцалова [4] и К. Э. Рериха [5] и развитый в работе М. И. Бать
[6], в противоположность описанному методу, обладая низкой трудоем- 
костию, позволяет решить поставленную задачу, не базируясь на допу­
щении (2). Однако этот метод в отдельных случаях может дать зна­
чительную ошибку [7], которую, оставаясь в рамках этого метода, не 
представляется возможным уменьшить.

Более точный, но и значительно более трудоемкий метод дается 
в работе В. А. Юдина и Э. Э. Кольмана-Иванова [8]. Ho этот метод не 
связан прямо с решением задачи об определении момента инерции ма­
ховика, чю  является его существенным недостатком.

В том случае, когда не предъявляется высоких требований к точ­
ности решения, зависимость со(ф) может быть приближенно определена 
непосредственно из уравнения (1), если вместо неизвестной величины соо 
подставить туда заданное значение о>гр. Это наиболее простое решение 
задачи лается © работе А. М. Антовиля [9]. Важным достоинством спо­
соба является также его низкая трудоемкость.

Непосредственно используя уравнение (1), можно было бы найти 
сколь угодно точное решение задачи, если применить метод последова­
тельных приближений. В рамках этого метода решение по способу [9] 
будет лишь первым приближением. Чтобы получить решение во втором 
приближении, необходимо сначала найти среднюю скорость и уклонение 
мгновенной скорости от найденного среднего значения для исходного 
положения механизма по результатам первого приближения, а затем 
повторить расчет по уравнению (1), приняв теперь значение соо, равным
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сумме з а д а н н о й  средней скорости и найденного только что уклоне­
ния. Аналогично строятся более высокие приближения.

Хорошие результаты получаются уже во втором приближении. При 
этом трудоемкость еще сравнительно небольшая. Ho, как и метод
В. А. Юдина и Э. Э. Кольмана-Иванова, этот метод также не связан 
прямо с расчетом маховика.

Рассмотрим метод, сочетающий в себе простоту грубых методов 
с высокой точностью метода последовательных приближений. Эффек­
тивность метода повышается благодаря наличию оценки предельной 
погрешности и пригодности его для определения момента инерции ма­
ховика.

Из (1) находим
ш. =  I +  yO Ч32Л/ . (3)

Преобразуем выражение, стоящее в (3) под радикалом, прибавив 
и вычтя количество I i Lo l р  и представив в числителе

U1 — ~г Дв. h (4)
где І зв. і — приведенный момент инерции звеньев механизма без ма 
ховика:

7  о  w O / м  0 ^ c p  I З В .  i  c 0 Cft Д _  д

2 2 2 Г 1 L- — L*• 1 2 — ---------- ----- 7----------------------  =  CD̂p +  2 ~ -T ср "  J
1 I 1 і

Здесь введены обозначения:
I 2
1 ЗВ, І wCp/„• =  А:I

AitoCp A toOL* =  !М-Р =  Idem^
2 * 2

Теперь выражение (3) перепишем в виде

/  T- T a
coZ = cdCP у 1 + 2   +  . ( W

COі  "'j C p

toCP

Представим правую часть (5) как результат разложения в бино­
миальный ряд

+ + A i y  + . . . .
' У,ш*р 2 \  / + р ) +

откуда, положив <+ =  (Dcp +  Acof., получим
I . _  / * I I L - - I  * V

 S- I -T - — ) +  ••• (6)IІ u iCP 2 ш с 0  V I i ( « с р

Так как в случаях, имеющих практическое значение, второе слага­
емое под радикалом (5) по абсолютной величине значительно меньше 
единицы, то записанный ряд сходится очень быстро. Поэтому для прак­
тических расчетов достаточно ограничиться выписанными членами. Обо­
значив количество, равное первому слагаемому в (6), через Доз] , вы­
разим второй член через эту величину.

Тогда получим



Далее, полагая среднюю угловую скорость равной среднему плани 
метрическому (по углу ср) ее значению, из условия периодичности

Ato (ср) rfcp cPo ' У  Ag). =3 о
<fo

с учетом (7) находим

З а д -  

' “ ѵ Т Т Т Г
L * = (В)

Здесь и далее суммирование ведется по индексу і, пробегающему 
значения і =  0, 1, 2,.... 2 — 1.

Значение L* из (8) подставим в (7); после простых преобразований 
Емеето системы (7) 4- (8) получим новую систему

AtO; Li - L * *
E1 wCp 2сос р

I ]  (А°4)2 
Ii S i  Ui

-  (Д“ !):

S i / / ,

(9 )

(Ю)

Так как | Ato | max <g соср, то, очевидно, уклонения Atof угловой ско" 
рости обязаны, главным образом, изменению первого слагаемого 
в правой части (9), мало отличающегося от первого члена в (6), ве­
личина которого обозначена через Ato-. Поэтому можно приближенно 
принять

т / . _  г **
1 - • * (H )Atöi

Ii “ с р

Второе слагаемое в  правой части (9) (обозначим его Atof ) играет 
роль малой поправки и р а в н о

1До,'1 =
2(ос р

r S iA tob2 
J t I i  1/Л

(Ato+

Наконец, в соответствии с (9), (11) и (12) имеем
Ato. ^  Ato) +  Atoi11.

( 12)

(13)
Детальный анализ показывает, что предельная относительная 

ошибка величины Atoi при определении ее из (9) 4- (13) не больше
1 / Ato \ 2

— —  , что всегда допустимо.
2 \ (оср / тах

Рассмотрим обратную задачу — расчет маховика.
Пусть заданы А = А (ср), I34 =  I 3B(<f), coCp и допустимое значение 

коэффициента неравномерности вращения звена приведения [о].
Требуется определить момент инерции маховика / м, обеспечиваю­

щий заданную равномерность движения.
Положив в (11) I i ^ I u + I з в .  ср>

где
J   ^ з в .  ш а х  +  - / з в .  m i n
' ЗВ. с р  ---- —  »

получим
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Так как L**, / ср и сосо постоянны, тоср

До). шах
U m +  / з в .  с р )

L
COс р

Е\и\п * *

( 7 м  +  / з в .  с р )  (° с р

Коэффициент неравномерности вращения, как известно, равен
Wm

0) с р

Подставив сюда найденные приближенные значения Acomax и Aojmin 
и положив 8 =  [ô], получим:

L Т-шах Lm i n

[о] (I)Ip
з в .  ср- (14)

Этот результат совпадает с решением по методу Н. И. Мерцало-
ва — К. с>. Рериха, уточненному в работе Ю. Я. Ковылина [7].

Согласно предыдущему, предельная относительная ошибка вели-
г « у л і \ Д  / гп-іѵ I A oj J т я Хчины / ср, определяемой из (14), составляет порядка ---- — +  J 1——

I c р 2 ojcp
и, как правило, не имеет существенного значения, так как величина & 
строго не нормирована.

Метод

Наиболь­
шая

относи­
тельная
ошибка,

%

Средняя
квадрати­

чная
ошибка,

%
от среднего 
квадратич­

ного 
уклонения

Ошибка 
размаха 
угловой 
:корости,

%

от ее 
точного 
значен.

Относи­
тельная
трудоем­
кость,

%

Связь 
с расче­

том 
махо­
вика

Возмож­
ность

продол­
жения

итерации

Упрощенный прямой ме­
тод. Первое приближе­
ние — формула (11) 6 ,7 5,2 5,2 60 есть есть

Упрощенный прямой ме­
тод. Улучшенное пер­
вое приближение — 
формула (13) CO 0,7 0,8 100 есть есть

Метод В. А. Юдина и 
Э. Э. Кольмана-Ива- 
нова 2,1 5,8 0,00 120 нет есть

Метод Н. И. Мерцало- 
ва — К. Э. Рериха- 
М. И. Бать 16,4 14,6 13,1 40 есть нет

Метод последовательных 
приближений. Первое 

приближение 13,7

t

22,5 0 ,5 55 нет есть

Метод последовательных 
приближений. Второе 

приближение 1,0 1,6 0,05 105 нет есть

6. З а к а з  1700. 81



С другой стороны, для проведения уточненных расчетов деталей 
механизма на прочность, долговечность и т. д., имеется необходимость 
в достаточно точной информации о действительном ходе кривой Aco(ср). 
Для этого можно применять (9) +- (13), подставив туда I ii согласно 
(4), где вместо I m следует использовать найденное только что прибли­
женное его значение.

Этот расчет позволяет уточнить характер зависимости Aco (ср) на 
всем периоде у 2 — ср0 и определить фактическое значение ô.

Сравнив его с допустимым, можно уточнить потребную величину 
момента инерции маховика

л
I м. у т  ~  TTT ( 7 М Ізв. С р )  7 ЗВ. ср»

I0J
Здесь I m — приближенное значение по (14).

Для сравнения рассмотренного метода с другими, известными по 
литературе энергетическими методами, был проведен расчет конкретной 
задачи, представляющей достаточно трудный вариант для всех методов 
(большая степень неравномерности движения, 6 =  0,202, значительная 
переменная, составляющая в приведенном моменте инерции,

2 (^max 7тіп)

r̂nax I і
=  0,478.

Результаты расчетов сведены в таблицу.
Сравнительные оценки убеждают в преимуществе изложенного вы­

ше метода, у которого точность на уровне самых точных методов, сред­
няя трудоемкость и имеется непосредственная связь с расчетом махо­
вика.
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