
СПИСОК ЛИТЕРАТУРЫ

1. Engle R. Autoregressive Conditional Heteroscedasticity with Esti�
mates of the Variance of United Kindom Inflation // Econometrica.
– 1982. – V. 50. – P. 987–1001.

2. Bollerslev T. Generalised Autoregressive Conditional Heteroscedas�
ticity // Journal of Econometrics. – 1986. – V. 31. – P. 307–327.

3. Bauwens L., Laurent S., Rombouts J.V.K. Multivariate GARCH
models: a survey // Econometrica. – 2003. – № 4. – P. 459–464.

4. Bollerslev T. Modelling the coherence in short�run nominal exchan�
ge rates: A multivariate generalized ARCH approach // Review of
Economics and Statistics. – 1990. – № 72. – P. 498–505.

5. Engle R., Sheppard K. Theoretical and Empirical Properties of Dy�
namic Conditional Correlation Multivariate GARCH // NBER
Working papar series. – 2001. – № W8554.

6. Kotz S., Kozubowski T.J., Podgorski K. An asymmetric multivariate
Laplace Distribution // Mathematical and computer modeling. –
2003. – № 34. – P. 1003–1021.

Известия Томского политехнического университета. 2006. Т. 309. № 5

16

1. Введение

Одной из основных задач, решаемых при проек�
тировании систем автоматического управления, яв�
ляется задача обеспечения требуемого качества пе�
реходных процессов, которое зависит от располо�
жения полюсов замкнутой системы. Известно, что
динамические свойства системы определяются ее
двумя�тремя доминирующими полюсами, так как
влияние остальных полюсов оказывается незначи�
тельным из�за их удаленности от мнимой оси [1].

Для стационарной системы решение задачи
размещения доминирующих полюсов в заданных
точках комплексной плоскости рассматривается в
работах [2, 3]. Отличительной особенностью под�
хода, предложенного в [3], является возможность
не только обеспечивать требуемое положение наз�
начаемых доминирующих полюсов, но и разме�
щать остальные (свободные) полюсы в желаемой
области.

Однако большинство реальных систем автома�
тического управления имеют параметры, которые
изменяются в определенных пределах по заранее
неизвестным законам или неточно заданы. Если
передаточные функции систем содержат полино�
мы с интервальными коэффициентами, то соглас�
но [4] они классифицируются как линейные интер�
вальные динамические системы (ЛИДС). Коэффи�
циенты характеристических полиномов ЛИДС на
основе правил интервальной арифметики могут
быть представлены интервалами, что позволяет от�
нести полиномы к классу интервальных. Решение
задачи размещения полюсов систем с интерваль�

ными полиномами рассматривается в ряде работ
[5, 6]. Однако предлагаемые в этих работах методы
синтеза регуляторов предусматривают, что все ком�
поненты вектора состояния должны быть досту�
пны для измерения.

В этой связи представляет интерес робастное рас�
ширение подхода, предложенного в [3] и позволяю�
щего для решения поставленной задачи использо�
вать линейный динамический регулятор по выходу.
Поскольку коэффициенты характеристического по�
линома имеют фиксированные пределы изменения,
то полюсы системы оказываются локализованными
в некоторых замкнутых областях. Желаемое разме�
щение доминирующих и свободных полюсов пред�
полагает, что области их локализации не должны вы�
ходить за допустимые границы при любых значениях
интервальных параметров. Следовательно, при раз�
мещении полюсов ЛИДС необходимо реализовать
принцип доминирования на основе обеспечения ре�
гиональной робастной устойчивости.

2. Постановка задачи

Пусть объект управления ЛИДС задан переда�
точной функцией

(1)

где ci и di – интервальные коэффициенты, а u, z – со�
ответственно степени полиномов C(p) и D(p). Переда�
точная функция динамического регулятора имеет вид
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(2)

где ki, i=1,2,...,r – настраиваемые параметры, l – их
количество в числителе Wp(p). Тогда характеристи�
ческое уравнение ЛИДС может быть представлено
в виде

(3)

где c– и d
–

– векторы значений интервальных коэф�
фициентов полиномов C(p) и D(p), k

–
– вектор на�

страиваемых параметров регулятора, линейно вхо�
дящих в коэффициенты полинома (3), ai – интер�
вальные коэффициенты полинома (3), являющие�
ся функциями k

–
,c–,d

–
.

Необходимо выбрать такие значения параме�
тров ki, i=1,2,...,r, чтобы при возможных вариациях
интервальных коэффициентов полинома (3) коле�
бательность доминирующих полюсов ЛИДС не
превышала допустимую, а свободные полюсы были
локализованы в заданной области.

Так как в выражение (3) входят интервальные
коэффициенты, то оно соответствует семейству
полиномов. Очевидно, что применение методики
[3] к каждому полиному этого семейства невоз�
можно, поэтому желательно найти условия, позво�
ляющие судить о максимальной колебательности
ЛИДС по одному полиному. В связи с этим предла�
гается разделить поставленную задачу на две:

1. Выделить из заданного семейства полиномов
одного полинома Rb(p), который будет гаранти�
рованно определять максимальную колебатель�
ность интервальной системы.

2. Разместить корни найденного полинома желае�
мым образом (с соблюдением принципа доми�
нирования), в соответствии с методикой [3].

3. Определение пределов коэффициентов полинома

с максимальной колебательностью корней

Пусть m полюсов pg, g=1,m
⎯

, лежат левее полюса
p0. Обозначим через Θg угол между вещественной
осью и вектором, направленным к полюсу p0 от по�
люса pg.

Утверждение 1. Сумма углов между векторами,
направленными от полюсов pg, g=1,m

⎯
к полюсу p0, и

действительной осью определяется неравенством

(4)

Доказательство. Пусть m=1. Очевидно, что в
данном случае при перемещении вещественного 

полюса p1 левее p0, угол

Пусть m=2, p1,2=–α1±jβ1, p0=–α2+jβ2.

Тогда, используя тригонометрические соотно�
шения, легко получить

(5)

При изменении α1, β1 имеем

Следовательно, при m=2 на основании свойств 

функции котангенса,

Сумма углов Θg при других m может быть предста�
влена суммами углов при m=1 и m=2. Следовательно,
неравенство (4) будет выполняться при любых m.

Для определения полинома Rb(p), корни кото�
рого определяют максимальную колебательность
всего заданного семейства полиномов, воспользу�
емся фазовыми соотношениями углов выхода ве�
твей корневого годографа [7]. Угол выхода из ком�
плексного корня при увеличении интервального
коэффициента ai находится по формуле

(6)

а при уменьшении ai

(7)

где Θg и Θ0 – углы между вещественной осью и век�
торами, направленными к некоторому корню от
g�го полюса и от i�х нулей с координатами (0;j0), 

соответственно. Величина добавлена в связи с

учетом корня, комплексно�сопряженного p0.

На основании (6) и (7), получим условие для
углов выхода корня с максимальной колебательно�
стью: для того, чтобы корень определял максималь�
ную колебательность области его локализации,
необходимо, чтобы векторы, задающие углы выхода
данного корня по всем ai, i=0,n

⎯
, были направлены

внутрь сектора Г±Θ0, т. е. выполнялось условие:

(8)

где Ω=0,π в зависимости от того, увеличивается
или уменьшается интервальный параметр. Из ура�
внения (8) получим:

(9)

Для формирования искомого набора пределов
коэффициентов полинома Rb(p) в (9) подставляется
значение угла Θ0, и для всех значений i выбирают�
ся такие Ωi=0,π, чтобы неравенства (4) и (9) выпол�
нялись. В результате получим соответствие набо�
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ров пределов коэффициентов некоторым интерва�

лам Если Ωi=0, то значение i�го коэффици�

ента в полиноме Rb(p) будет максимальным, если
Ωi=π – минимальным. Заметим, что каждому
набору коэффициентов соответствует интервал 

значений

В табл. 1, 2 представлены зависимости наборов
коэффициентов полинома (3) и соответствующие им 

для некоторых Θ0.

4. Анализ областей расположения 

свободных полюсов

Так как выбор пределов коэффициентов поли�
нома (3), определяющих корень с наибольшей коле�

бательностью, зависит от то следует опреде�

лить, каким областям расположения свободных по�

люсов соответствуют найденные интервалы

Рассмотрим выражение:

(10)

Пусть где Ψ некоторый фиксиро�

ванный угол. На основании (10) построим на пло�
скости корней границу, соответствующую значе�
нию Ψ при заданных доминирующих полюсах
α2=–2, β2=±2, рис. 1.

Рис. 1. Геометрическое место расположения полюсов при
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Таблица 1. Зависимость набора коэффициентов полинома (3) и соответствующие им для некоторых Θ0 для полинома

3�й степени (m=1)

Таблица 2. Зависимость набора коэффициентов полинома (3) и соответствующие им для некоторых Θ0 для полинома

4�й степени (m=2)
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В ур. (10) a1 принимает максимальное значение
при β1=0 и является монотонно убывающей функ�

цией от следовательно, области, распола�

гающиеся левее, будут иметь меньшее значение 

Для того, чтобы обеспечить доминирующее

расположение корней, далее будем рассматривать
такой набор коэффициентов (3), при котором 

(табл. 1, 2). Область, соответ�

ствующую данному интервалу значений

обозначим S0. Уравнение прямой d, параллельной
мнимой оси, левее которой всегда располагается S0,
определяется из выражения:

(11)

Если при изменении интервальных параметров
области локализации свободных полюсов будут на�
ходиться в области S0, то наибольшая колебатель�
ность области локализации назначаемых домини�
рующих полюсов будет определяться выбранным
набором коэффициентов.

5. Методика размещения полюсов 

На основании проведенных исследований раз�
работана следующая методика размещения полю�
сов линейной интервальной динамической систе�
мы в заданном секторе.

1. Задаются желаемые координаты доминирую�
щих полюсов ЛИДС, определяющие ее макси�
мальную колебательность, соответствующую Θ0.

2. Из табл. 1, 2 выбирается интервал значений

(соответствующий Θ0 и координатам домини�
рующих полюсов и степени полинома) и соответ�
ствующий набор пределов коэффициентов поли�
нома Rb. Если требуется найти набор пределов ко�
эффициентов при другом Θ0 или при интерваль�
ном полиноме более высокого порядка, то следу�
ет воспользоваться выражениями (4) и (9).

3. На основании (11) определяется уравнение пря�
мой d, левее которой гарантированно распола�
гается S0.

4. Полином (3) приводится к виду

5. Согласно методике [3] определяются настраи�
ваемые параметры, обеспечивающие желаемое
расположение корней полинома Rb.

6. Проверяется расположение областей локализа�
ции доминирующих и свободных полюсов ин�

тервальной системы с найденными настройка�
ми. В случае выхода областей за заданные гра�
ницы следует увеличить число настраиваемых
коэффициентов.

6. Пример

Пусть для объекта с передаточной функцией

(12)

необходимо выбрать параметры регулятора

(13)

На основании (12) и (13) получим характери�
стическое уравнение системы

где a2=b2+k3, a1=b1+k2, a0=k1, a3=[17;20], b2=[192;200],

b1=1024.

Требуется обеспечить расположение областей
локализации двух доминирующих полюсов в сек�

торе а свободные полюсы расположить

в соответствии с принципом доминирования.

Пусть доминирующие полюса располагаются в
точках λ1=–1+j1 и λ2=–1–j1. Из табл. 2 выберем
пределы коэффициентов полинома, соответствую�

щих области S0 и сектору

a4=1, a3=20, a2=200+k3, a1=1024+k2. Из выражения
(11) найдем прямую d=–3,4. Для того, чтобы коле�
бательность области локализации доминирующих
полюсов определял только один набор коэффици�
ентов, требуется, чтобы область расположения сво�
бодных полюсов лежала левее d. С учетом принци�
па доминирования зададим границу свободных по�
люсов X(jβ)=–7, –∞<β<∞.

В соответствии с методикой [3], варьируемые
параметры регулятора разделены на свободный k1 и
зависимые k2 и k3. После формирования необходи�
мых матриц и векторов проведено D�разбиение по
k1 и построена область, соответствующая желаемо�
му расположению свободных полюсов. При k1=190
получены значения зависимых параметров
k2=–798 и k3=–67. На рис. 2, 3 представлены обла�
сти локализации полюсов ЛИДС, соответствую�
щие найденным настройкам регулятора.

Рис. 2. Области локализации доминирующего и свободного
полюсов
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Рис. 3. Область локализации доминирующего полюса

Расположение полученных областей локализации
полюсов интервальной системы при найденных зна�
чениях варьируемых параметрах регулятора полно�
стью удовлетворяют предъявленным требованиям.

Заключение

Предложенный подход дает достаточно про�
стую процедуру размещения областей локализации
доминирующих полюсов интервальной системы с
гарантированной максимальной колебательно�
стью. Разработанная методика позволяет разме�
щать ее свободные полюса в соответствии с прин�
ципом доминирования с учетом выполнения фазо�
вых соотношений метода корневого годографа.
Возможность выделения из семейства только одно�
го полинома, гарантирующего желаемую динамику
интервальной системы, позволяет применять к та�
ким системам различные методы, разработанные
для стационарных систем.
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Введение

В первой части статьи [1] в плане решения важ�
нейшей в теории рудообразования и в практике
прогнозирования и поисков месторождений пробле�
мы источников рудного вещества обращено внима�
ние на целесообразность дальнейшего накопления
эмпирических данных, способных обеспечить ре�
конструкцию геологической истории химических, в

том числе рудогенных элементов в междужильном
пространстве мезотермальных золотых месторожде�
ний, сложенных разным по составу и происхожде�
нию субстратом, включая черные сланцы, в тесной
связи с геологической историей рудовмещающих
горных пород и в зависимости от степени металло�
носности кварцевых жил и/или минерализованных
зон. Обоснование реализуемого подхода дано в [2].
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