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В ЫЧ ИСЛЕ НИЕ  КРАТНЫХ ИНТЕГРАЛОВ ОТ ФУНКЦИИ РИМАНА 
ПРИ ПОМОЩИ Ц Е П H ЫХ Д Р О Б Е Й

В . Е . К О Р Н И Л О В  

(П р е д ст а в л е н а  к а ф е д р о й  вы сш ей м атем ати к и )

В статье изучается вопрос о представлении степенного ряда, в кото
рый разлагается кратный интеграл, цепной дробью с положительными 
членами звеньев. Остаточный член по модулю меньше модуля разности 
двух подходящих дробей в интервале— 1 <  г <  0.

1. Дзета-функция Римана ([1], стр. 47)
OO

2 - 4 ± ’ s>0 (1>
является частным случаем функции ([1], стр. 42, 43)

OO

Ф  (г, S ,  ѵ) =  2  іѵ +  n) ~ s г", — I <  г <  I , Ti >  0. (2)
п=0

Поскольку
OO

Г (S )  г ” =  ( V + n)s [ e~vi t s- 1 ( d B >  0, (3)
о

то из формулы ([1], стр. 15 (5))
OO

Г (s) =  (ті +  n)s I е~ ‘ t s- 1 , >  О (4)
о

получается интегральная формула ([1], стр. 43 (3))
OO

Г (s) Ф (г, S, Ti) =  j  P - 1 e (l ~ѵ>‘ (е‘ — г ) - 1 dt ,  >  0. (5)
О

На основании равенства (4) имеем
OO

[In (U+  Я)]-* Г (S) =   ̂е - I In(V^n)i S-I d t ,Ti >  1, (6)
О

так как е - Пп(ѵ+п) =  (ѵ +  п)~1, то
OO

t * - 1 d t  Г (S)

о
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(ѵ +  п ) ‘ Ini (Ti
, Ti >  1. s >  0. (7)



Учитывая равенство (7), вычислим интеграл от обеих частей равен
ства (2)

п = 0 T  +  trY s  1п (ѵ +  п)
, V  >  1;

OO OO

J r ( S ) J  e ' - z  L
Z n

In (у +  я)
О U

Ѵ >  1.

Интеграл Z1 можно обобщить
OO OO

Zv- ' ds
I  о dt = У Z n

Г (s) J  е* — г
О О

In4 ( и +  я)

V >  I , V >  0.

2. В силу элементарных интегралов
OO

d v 1

lnv(ti +  «) In [In ( и +  я)
, v >

(8)

(9)

d v I

lnViV (У +  Я) In [Inv- (v +  я)]
, V >  e

и интеграла (9) нетрудно представить в виде степенного ряда сле
дующий кратный интеграл

OO OO

/ г И+1-1 dux Г Я"--1 ей-®) ,/ ,  =  ul'-'------------ du2 —  -L -------------------- du
■J Г (Bl) J e « - z

O O  о
OO у П  OO

_ V
Iuv* [ Inv +  я)  ] 2

v, V1 >  0, >  е.
\

Определитель Грама

A k = > о
C k - • • C2K

на основании того, что сп являются степенными моментами
OO

( 1 0 )

Г P я ; “*-1 dHj р , . ,
% =  « 2 1-1 du2 —=; -ии'- ' e- <•+»>« duJ  J  1 (u,) JO O  о

для системы 1, е~и, . . . ,  е~пи,. . .
В силу А* >  О по отношению к ряду  (10) соответствующая цеп

ная дробь ([2], стр. 229) имеет положительные члены звеньев
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([3], стр. 23—30). Д ля интеграла (10), представленного суммой под 
ходящ ей  дроби и остаточного члена R2k , имеем

I x = = - + R u , Rm = R m(Z).,

R 2 к I <

Q itc

R  2 к + \  P sI k

Q,2k +  I Q 2,

, - 1 < г < 0  ([4], стр. 63),
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