
ИЗВЕСТИЯ
ТОМСКОГО ОРДЕНА ОКТЯБРЬСКОЙ РЕВОЛЮЦИИ И ОРДЕНА ТРУДОВОГО 

КРАСНОГО ЗНАМЕНИ ПОЛИТЕХНИЧЕСКОГО ИНСТИТУТА 
ИМЕНИ С. М. КИРОВА

Том 254 1975

НЕСТАЦИОНАРНАЯ ЛАМИНАРНАЯ КОНВЕКЦИЯ 
НА ИЗЛУЧАЮЩЕЙ ПЛАСТИНЕ

В. В. САЛОМАТОВ, Е. М. ПУЗЫРЕВ

(Представлена кафедрой теплофизики и атомной энергетики)

Исследуется влияние теплового излучения на ламинарный погра­
ничный слой непоглошающей жидкости, обтекающей теплоизлучающую 
пластину в условиях естественной или вынужденной конвекции.

Вопросы нестационарной конвекции и, в частности, взаимодействия 
теплового излучения с нестационарным ламинарным пограничным сло­
ем непоглощающей жидкости представляют значительный интерес. З а ­
дачи такого рода возникают при работе теплообменных устройств в пе­
ременных режимах, различных элементов электронных приборов при 
их форсированном пуске, при обтекании теплоотдающих поверхностей в 
условиях существенной нестационарное™ и т. д.

Из исследований, которые касаются частных вопросов данной проб­
лемы, следует отметить статьи [1—3]. В работе [1] решена задача не­
стационарной вынужденной ламинарной конвекции при граничном усло­
вии первого рода. Показано, что при ступенчатом скачке скорости и тем­
пературы переход из неустановившегося режима в стационарный проис­
ходит при переходе через фронт тепловой и динамической волн, движу­
щихся от передней кромки пластины. На такой же характер процесса в 
случае естественной конвекции указывают экспериментальные исследо- ^
вания Гебхарта [3]. В статье [2] рассматривается задача взаимодейст­
вия теплового излучения с ламинарным пограничным слоем непоглоща­
ющей жидкости в условиях вынужденной и естественной стационарной 
конвекции.

Показано, что для постоянного граничного условия второго рода по 
длине пластины имеет место переход от теплообмена при граничном ус­
ловии второго рода к теплообмену с граничным условием первого рода 
и получены аналитические решения, но лишь для предельных случаев: 
малых и больших значений параметра излучения 'С.
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В настоящей работе рассматривается более общая задача взаимо­
действия теплового излучения с ламинарным пограничным слоем непо­
глощающей жидкости для нестационарной естественной и вынужден­
ной конвекции.

Е с т е с т в е н н а я  к о н в е к ц и я .  Рассматривается нестационарная 
ламинарная естественная конвекция непоглощающей жидкости с посто­
янными теплофизическими свойствами, возникающая около вертикаль­
ной пластины при ступенчатом подводе к ее поверхности постоянного 
теплового потока q w. Теплопередача осуществляется при взаимодейст­
вии лучистого теплообмена (к окружающей среде температуры — Ye) и 
конвекции (к омывающей жидкости с температурой — Y00).

Математически задача описывается уравнениями сохранения мас­
сы, импульса и энергии:

т + ? = ° -дх ду

ди .ди , ди ~ ч /оч
— , + я — +*>— = V—- + ^ ß ( £ - £ o o ) ,  (2 )
ai дх ду 2

дТ, дТ .дТ ...
 \-и----- \-ѵ— = а   (а)
дт дх ду ду2

с граничными условиями в предположении равенства толщин теплового 
и гидродинамического пограничных слоев: 

для T=Ŝ O

для т> 0
U = O J = T aa, (4)

при у = 0  Ti) (5)
F ду I  T

' и = ѵ =  0, (6)

при y = ô

T = T aaJ =  0 (7)
ду

и =  0, д+ = 0  (8)
ду

Граничным условием (5), (7) удовлетворяет профиль температуры,

T - T aa=  _ 2  —м Ѵ  (9)
2Т VS2

дающий при у =  0 соотношение

g . M ( T w- T aa) 2 Ц Ѳ „ - 1  )
qk о е Т І ( Ѳ 4л- Ѳ І )  ‘

Представив уравнение (2 ) в виде

J  J g H T - T W = C i( 1 1 )
ду2
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и интегрируя его с учетом (9), после определения констант из граничных 
условий (6), (8) получим профиль скорости:

6ÀV 434 4 о2 23
( 1 2 )

Интегрируя (3) от у =  О до у = Ь  с привлечением (1), (6), (8), полу­
чим уравнение теплового потока

V  ( г - Too W y + 4 - 1 T  т~
dxJo д х  Jo

из которого следует

C T 82+TÉ r L q>=6a(Ik-дх 140̂ -ѵ дх

(13)

(14)

Используя (10), запишем характеристическую систему полученного 
уравнения [6].

2(Ѳв- 1  )dSw , (Ѳж-1)*£/Ѳ ;_6 dx,
( 0 4- © t ) 2 ( © C T t ) 3 V 2A.

5 ( 0 , , - 1 ) 4̂  , 3 ( 0 ^ , - 1 ) ^ 0 ^  4 2 0 ш ( з е Т І у
(0 4- © t )4 (©л—© t )5 & T „ {

dx,

(15)

(lb)

5 (0 ^ -0 1 )+ 1 2 (0 ,-1 )0 ; (Ѳа,—I)3 
2 ( 0 ^ - 0 0 ) ) + 4 ( 0 ^ - 1 )0 ^ ' ( 0 t - 0 t )2 

70 V dx(as Tl
gf>TCO V 21

(17)

Интеграл дифференциального уравнения (15) при граничном усло­
вии— Ow ( т = 0) =  1 дает трансцендентное уравнение для расчета изме­
нения температуры поверхности пластины при нестационарном теплооб­
мене

2(ѲЛ—©і,) 

и конвективной теплоотдачи

Nux

7-д-Г -V  ++(Ѳл;Ѳа, ) - Т ( 0 л;і) = 6a I
а з Т 3 \ 2

21
X. (18)

tJkx i 2х,
V w- T J l  о

1

/
3 F 0— L

2Х
2 1  Oe-T00-Xf.

Е ( Ѳ М - Е ( Ѳ лЛ)
(19)

где
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80®
In

Ѳ л + 0 ,
B - Bbd л by. 160л7

0Л +  0 W
0  —0

0
+ 2  a rc tg  - f

0 ,
(20)

—  н е к о т о р ы й  ф и к т и в н ы й  л и н е й н ы й  р а з м е р ,  с л у ж а щ и й  т о л ь к о  
д л я  з а п и с и  к р и т е р и а л ь н о й  з а в и с и м о с т и  (1 9 ) .

И н т е г р и р у я  д и ф ф е р е н ц и а л ь н о е  у р а в н е н и е  (16) при  г р а н и ч н о м  у с ­
л о в и и  на  п ер е д н е й  к р о м к е  п л а с т и н ы  =  © ^  ( х = 0 )  =  1, п о лу ч и м  с т а ц и о ­
н а р н о е  р е ш е н и е  в в и д е  т р а н с ц е н д е н т н о г о  у р а в н е н и я  д л я  р а с ч е т а  и з м е н е ­
н и я  т е м п е р а т у р ы  по д л и н е  п л а с т и н ы

3 ( 6 . - 1 ) *  0 ( f l . n  336т х / с т і у (2 1 )

a с л е д о в а т е л ь н о ,  и к о н в е к т и в н о й  т е п л о о т д а ч и

N u
qkx

(Tw- T J X
1

- 4 + “ ôк
~ у G r xP r  3 ( 0 . - 1 ) (

[0(ѲЛ;Ѳ.)+0(ѲЛ,1)],
(22 )

г д е

0 (Ѳд, ѳ . )@ V Г (Qd-I)4̂ ea, . е . ( 0 . - і ) ‘
(0 l - 0 t )4 ~~ 1 2 ©л(®л—e t )3

384Ѳл2(Ѳл—e i ) 2 ( 2 1 Ѳ*Ѳ» + 7Ѳ^ - 12 8 ^ + 4 8 6 0 + 1  - 2 7 0 + - 4 0 0 Ѳ .+ І  +  

+  24О0^+121ѲІ0™-77ОѲ»)+
, ( -7 0 + 2 7 0 0 2+77) ̂ 0 л + 0 . -  5 In 0Л+0І

ic ІП
512 0 f © л - © . 160І4 ©1—Q2w+

( —70д—27О0Д+77) Ѳ .
2560І5 0 Л

(23)

Д л я  а н а л и з а  п о л у ч е н н ы х  р еш е н и й  о п р е д е л и м  по п р а в и л у  Л о п и т а л я  
о т н о с и т е л ь н ы й  в к л а д  ч л е н о в [Д ( Ѳ л; Ѳ . ) — ^ ( Ѳ л;1 )]  и [ G ( 0 j , ; 0 . ) — 0 ( Ѳ Л; 1)] 
в у р а в н е н и я х  (1 8 ) ,  (21) д л я  п р е д е л ь н ы х  сл у ч а е в :  м а л о й  ( т и л и л :-* -0 ;  0 .  
-» 1 )  и б о л ь ш о й  (т и л и  х -в ел и к о :  0 . - > 0 л, т а к  к а к  0  т о л щ и н ы  п о ­
г р а н и ч н о г о  сл о я :

?* (0 . —I)d 0 W

l im
(Ѳл— 0 t )2 

(0 . - 1 )2

lim

2 (0 + 0 . ) 2 

'» (0 . - l ) 4d0 .
i (0л4- 0 4. ) 4

3 ( 0 . - 1 )5

I

5 ( 0 І — 0  g )4

( Ѳ . ^ 1 )

(0.-©л),
(0 . - > l )

( 0 . ^ Ѳ л )

(24)

(25)
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Соотношение (24) позволяет представить уравнение (19) в виде

Nux= ] /  ! _  , • ( 4 х) —Yбах ) —Ѳ -н» 1 ( х -5-0) (19 а)
V 3F0

и Nux= - L = -  , (о (х) =  У  12 ах) — Ѳщ,—>ѲЛ (х—велико), (19 6 )
Y 3F0

т. e. уравнение (19), описывающее процесс нестационарной конвекции, 
совпадает в предельных случаях с точностью до 7 % с уравнением неста­
ционарной теплопроводности в полуограниченном теле с граничным 
условием (5). Тепловое излучение вызывает переход от теплообмена при

1 _і
граничном условии второго рода (Bi = -------------- F0 2) к теплообмену с

2 ierfc(0)
1 _і

граничным условием первого рода (Bi =  —  -F0 2) [4].
У те

Аналогично с учетом (25) представим (23) в виде:
і_

Nur=0,442(Grje• Pr)4 Ѳда-*1(*->0) (22 а)
і_

и Nujv=O,409(Qrjc-Pr)4 Ѳда-+Ѳл(л;—велико), (22 6 )

таким образом, уравнение (22 ) описывает переход от теплообмена при 
граничном условии второго рода (22а) к теплообмену с граничным усло­
вием первого рода (226), вызываемый наличием теплового излучения. 
Отличие предельных решений от точных значений не более 4% [2 ].

Решение уравнения (17), описывающего движение фронта тепловой 
волны (граница перехода от нестационарного решения к стационарно­
му), можно найти лишь для предельных случаев, так как уравнения (18) 
и (21) не дают явных зависимостей Ѳ^(т) или ѲЦх):

f t i o s g f t . / ;  j .
X-Pr

и Xt =  ° ’257 g ß ( h - G c ) . т2 ѳ вд̂ ѳ л. (17 6 )
Pr

Критериальный вид (17а) совпадает с экспериментальными данными
[3] (фис. 2.).

В ы н у ж д е н н а я  к о н в е к ц и я .  Рассматривается нестационарное 
обтекание пластины ламинарным потоком непоглощаюіцей жидкости с 
постоянными теплофизическими свойствами, возникающее при ступен­
чатом скачке скорости. Одновременно на поверхности пластины задает­
ся ступенчатый скачок теплового потока — qw , который передается при 
взаимодействии лучистого теплообмена (к окружающей среде темпера­
туры T e) и конвекции (к набегающему потоку с температурой Т). Сжи­
маемость и вязкая диссипация не учитываются.

Математическая постановка данной задачи совпадает с предыду­
щей, за исключением соотношений (2 ), (8), которые принимают вид:

ди . да . ди д2и /л/ѵ— + и — + v — = V - , (2 )
dz д х  ду д у2
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du
'dy

t> 0 , y W g, U = U x , - =  O, (8')

a т а к ж е  у ч и т ы в а е т с я  о т л и ч и е  в т о л щ и н а х  т е п л о в о го  и г и д р о д и н а м и ч е с ­
ко го  п о г р а н и ч н ы х  сл о ев .

Г р а н и ч н ы м  у с л о в и е м  (6 ) ,  (8 ')  у д о в л е т в о р я е т  п о л и н о м

и = и + ( 2 — [ \  (26)
QV Q /

д а ю щ и й  п о сл е  его п о д с т а н о в к и  в и н т е г р а л ь н о е  с о о т н о ш е н и е  К а р м а н а  
д и ф ф е р е н ц и а л ь н о е  у р а в н е н и е

*  (27)
dx 5  дх og

Х а р а к т е р и с т и ч е с к а я  си с т е м а  д а н н о г о  у р а в н е н и я  16]

^ = dJ L j + +  (28)
2 .гбѵ

ъ
%
п о з в о л я е т  п о л у ч и т ь  н е с т а ц и о н а р н о е  и с т а ц и о н а р н о е  р е ш е н и я ,  а т а к ж е  
у р а в н е н и е  д в и ж е н и я  д и н а м и ч е с к о й  в о л н ы  со о т в ет с т в ен н о :

M x) - f\2^,bg(x)= Xll=O W xX. (29)

П р о и з в о д я  и н т е г р и р о в а н и е  в у р а в н е н и и  т еп л о в о го  п о т о к а  (13) от 
у — О д о  у = 8 тс у ч ет о м  (9) и (2 6 ) ,  п о л у ч и м  д и ф ф е р е н ц и а л ь н о е  у р а в ­
нение :

4 -  я Л  +Ux -Aqf m H(A)=Oaqk, (30)
дх ох

где

Я ( Д ) = - - — при А = — < 1 ,
' 2 10  ■ Q

D (A ) =  I - U - J ------- L _  при Д > 1 .
'  А 2А2 IOA3

У р а в н е н и е  (30) и м ее т  ч е т ы р е  р е ш е н и я  в з а в и с и м о с т и  от  р а с с м а т р и ­
в а е м о й  зон ы .

С т а ц и о н а р н а я  з о н а  I и м е е т  м есто  п о сл е  п р о х о ж д е н и я  т е п л о в о й  и 
д и н а м и ч е с к о й  в о л н — àg(x), 8m(* ) ,

Ux A qJ mH(A)=Oaqk. (30— I)
дх

У р а в н е н и е  (30— 1) к а к  и (16) о п и с ы в а е т  п е р е х о д  по д л и н е  п л а с т и н ы  
от  т е п л о о б м е н а  при  г р а н и ч н о м  у сл о в и и  в т о р о г о  р о д а  к  т е п л о о б м е н у  с 
г р а н и ч н ы м  у с л о в и е м  п ер в о го  р о д а .  В о б щ е м  с л у ч а е  у р а в н е н и е  (3 0 — 1) 
м о ж н о  р е ш и т ь  т о л ь к о  ч и слен н о .  Д л я  п о с т р о е н и я  его  п р и б л и ж е н н о г о  ре-

S _ L
ш е н и я  з а м е н и м  о т н о ш е н и е  Д = — , р а в н о е  P r  з при  Tw = C o n s t  Г5] и
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0,78 Pr з при q k =const, (решение (30—1) для <7= c o n st ,  средним
- i _

значением —A =O ,89 P r  з и с учетом (10) приведем (30— 1) к виду, 
аналогичному (16):

Q adx2(Qw— \ ) d Q w (Qw- X f d Q l

( Q t - Q l ) 3 \ 2À /  £/свЯ (0 ,89Р г- »)

Интегрируя полученное уравнение при граничном условии 
(л :=0) =  1 , получим соотношения для расчета изменения температуры и 
конвективной теплоотдачи по длине пластины:

I( е ' ±  + f ( e > ;  e - > ~ f <e ‘ ; " = ( + ) 1  (32)2 (Uji-(S)w) \

Nux-  -
M T w - T J

1

I /

1 / 2

И(  0,89Pr- 3-)Re^Pr 2 V о е Т І х

(33)
IW ejtJ ѲТО) - £ ( Ѳ Л; I)],

Предельные решения (33) на 5% отличаются от точных значе­
ний [2 ] :

Nuje= I /  Я(0,89 Pr- } ) “ Rejr-Pr, Nux =O,43 Rex (Pr=O,7), (33 а)

jV = I +  Я(0,89Рг~Г J-RejrPr, N u ,= 0 , 304Ref (Р г = 0 ,7). (33 6 )

Нестационарная зона II находится перед фронтами тепловой и ди­
намической волн— Sg(T), §т (т)

E qfmWaqk. (30—II)
дх

Уравнение (30—II) совпадает с уравнением (15) и имеет решения (18), 
(19).

Используя полученные решения, можно определить распростране­
ние фронта тепловой волны при совпадении его с фронтом динамичес­
кой волны для предельных случаев из равенства Qm ( X ) - Q m ( X 1) :  вблизи 
передней кромки пластины при малых х (граничное условие второго ро­
д а ) — х т = 0 ,331/с  Pr“ , для больших л: и -с (граничное условие пер-( 
вого рода)— X1 = O A U caPr-T.

Таким образом, скорость распространения тепловой волны растет по
_L _ Імере ее движения от 0,33 Pr з до 0,4 Pr з , т. е. при Р г > 1 —X t C x h 

при Р г с 0 ,5 6 —х т> х н и при 1 > Р г> 0 ,5 6 ,— тепловая волна постепенно 
догоняет и обгоняет динамическую.

Решение для переходной зоны III, находящейся между динамичес­
кой и следующей за ней тепловой волнами ( A C l ) ,  можно найти лишь в



предельных случаях: Qft=Const, или Tw=Const. Пренебрегая с целью
A2

упрощения членом — и вводя новую переменную I = U 0O^Ix с учетом

ЗОл;
U

, получим дифференциальные уравнения

a . a . « 2 - | a ? , = D

A-A1 1 ( 1 —А + )

которые имеют решения
5Рг

4 ft=const,

Ym=Const,

I =  10Ргехр(—2,5A3Pr) J exp(2,5A3Pr)AdA, ^ft=Const
О

£ = 5 P r e x p ( - l ,6 7 A 3P r ) fe x p ( l ,6 7 3Pr)ArfA, Tw=Const.
"о

(34 а) 

(34 б)

(35 а) 

(35 6 )

Для вычислений при малых А можно использовать разложение (35) 
в ряд Маклорена.

Решение для зоны IV, находящейся между тепловой и следующей 
за ней динамической волнами А > 1 ,  определим из характеристической
системы уравнения (30), которая имеет вид (так как ^g - V  12ат):

dx d x
д ( © » - ! ГЛ л dx U00 —

Г 0  — I )2
7 ' At d x

дх (0 л - 0 і.) _ 00 д х

* $ 
0I0

-I ( 21 \2 i
“ I ТпЗ )  6a(0 l —©t).

(36)

Пренебрегая с целью упрощения в H (А) членом , запишем диффе­

ренциальное уравнение для зоны IV:

2 (Ѳ„ - 1  ) d B w , (©m- l ) r f 0 4

( 0 л - 0 t ) 2 (0л—0 t ) 3

IOA3

as <Z0 W

о2ч / о г Г І Ѵ  d S i

g 21 0 ^ - 0  

6a /  as T i
2 \ 2% I 0 л’- 0 ;  Ua 21

d x , (37)

которое после интегрирования при граничном условии в точке обгона 
0 w= ( x =  х т= х и ) = 0 о дает трансцендентное уравнение для расчета тем­
пературы поверхности пластины:

i (ѳ т - і )2
2  (0л4— © t ) 2

Ѳ J  -  + ( 0 , ;  0 „ )  а&Г~

- I n ®л+© о
f i   f )

'3  V 2

21 404

+ 2 arctg^! _ 2arctg^  
0 . 0 .

In 0 л+ 0 W
0  — 0ѴЛ kjW

+

10*

(38)
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В заключение отметим, что решения для переходных зон (35) и (38) 
около фронта первой волны переходят в нестационарные (18), (19), а 
вблизи фронта отстающей волны—в стационарные (32), (33), [1].

ОБОЗНАЧЕНИЯ

Lwi Ye, Y00 — абсолютные температуры стенки, окружающей среды
Yи омывающей жидкости соответственно: 0 W= —  —безразмерная темпе-
L CO

ратура стенки; Ѳл=:і /  Qw~\~a s — безразмерная температура стенки в
^  овТІ

случае теплообмена только излучением; б, бт, U — толщина погранично­
го слоя тоже гидродинамического и теплового; qw, q k — тепловые потоки 
—на стенке и конвективный соответственно; X1, X11— координаты фронта

тепловой и динамической волн; ß =  — —коэффициент теплового расши-
L  оо

рения;
— j  \х г

Grx=  w —----  критерий Грасгофа; а — постоянная Стефана-
2̂

Больцмана.
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