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1. Пусть дана система линейных алгебраических уравнений:

A x = F ,  (1)

A =  { a Lj } — невырожденная матрица,
x =  {Xj}, b = { b i ) ,  i, / = 1 ,  2, п
Если правая часть системы (1) задана с некоторой погрешностью 

6:||Ь—Ь\\^6 и матрица А плохо обусловлена (число обусловленности 
матрицы A k (А) =  ||А||-||A-1H велико), то задача нахождения нормаль­
ного решения * [1] некорректна по Адамару, так как решение (1) не­
устойчиво.

( П \ 1/2
Будем пользоваться евклидовой нормой вектора ||я ||=[ V jcz ) и со­

гласованной с ней спектральной нормой матрицы ||А|| =  ці =  т а х  p z , где 
[x. — спектральные числа матрицы А.

2. Рассмотрим функционал [1].
M a [х9 А, 6] =  | |А * -6 | |2+а|Ц||2, а > 0 .  (2)

Согласно [1] хаі , соответствующее значению параметра регуляри­
зации а £ /= 1 ,  2, ... и минимизирующее функционал Ma [х, А, Ь], дает 
устойчивое приближение к нормальному решению системы (1).

Для нахождения минимума функционала (2) решаем уравнение 
Эйлера для Ma [x, A, b ] [2].

(ATA + a  EQta= A 7F. (3)

3. Справедлива следующая теорема.
Т е о р е м а  1. Пусть Xa £ Rn, Xcl ФО минимизирует функционал 

Ma[x, А, Ь] и параметр регуляризации a £ {a } i =  I, 2, ... выбирается 
по принципу невязки [3], тогда выполняется неравенство

« < ай =  І|А||2—  ----- .  ̂ (4)
1 " m i l - в  1

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Из уравнения (3) аЕх*  =  Ат ),
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■<IIA » l l t Il У 11. (5)
I L “1 Il

Q И a  И -  Il IL Il Ь Il-Il кх* IlЗамечаем, что Hx  ІІ> [|дц >  ц д у-------

и Ilftll—||A*a—ft| |>0 , ибо в противном случае Ma[0, A, ft] < М а [* а, A, ft], 
что противоречит условию теоремы. Подставляя в (5) оценку снизу для 
* а , получаем

«-<|| A H2 Il A T— 
11 Il Ь H l  A * « -ÿ | |

Если параметр регуляризации выбирается из принципа невязки, то 
IIAza —&||<б и получаем (4).

Замечание: неравенство (4) дает начальное приближение при вы­
боре параметра регуляризации а  по принципу невязки.

4. Как указывалось в [4], где другим способом получено неравен­
ство (4) для нормированных пространств и линейного ограниченного 
оператора А, оценка для а  снизу через невязку без дополнительных 
предположений не существует, поэтому предлагается оценка при сле­
дующих предположениях.

Т е о р е м а  2. Если при некоторых значениях параметра а  матрица 
А7А + а Е  обусловлена лучше, чем матрица А системы (1) с числом 
обусловленности ft (А), то справедливо неравенство

a >  «и =  j j A Il2TTTT • (6)k(A)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Обозначим характеристические числа матриц 
A7A-FaE и A7A, расположенные в порядке невозрастания, соответст- 
венно ( y J ,  { v j ,  s =  I, 2, п. Тогда Ѵі.=ѵі+сс, Y „ = vn + a  ([5], 
стр. 103). Учитывая, что ft(АтА-f-aE) <;ft(A) гіо условию теоремы
и ||А ||=]/ѵь получаем (6).

5. При построении различных регуляризующих алгоритмов в [6] 
применяется функция, использующая спектр оператора А*А (А * -о п е­
ратор, сопряженный к А). Число обусловленности— ft(A*A) непосред­
ственно связано со спектром оператора А*А. Интересно применение 
функции, характеризующей свойства оператора А, определенной на 
[ан> а& L к исследованию поведения регуляризованных решений систе­
мы (3).

В качестве такой функции предлагается

/ Н  =  Y/Q A t A +' а  Е ) .
I

Т е о р е м а  3. Функция f(a) определена на [0, оо] непрерывна, мо­
нотонно убывает и значения ее исчерпывают замкнутый интервал

L( A) .  Il-

Доказательство следует из представления / (а) в виде

/ H = J /  1

и оценок (4) и (6)
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