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Т О Ч Н О Е  К О Н Е Ч Н О - Р А З Н О С Т Н О Е  Р Е Ш Е Н И Е  
К Р А Е В О Й  З А Д А Ч И  Д Л Я  О Б Ы К Н О В Е Н Н О Г О  Л И Н Е Й Н О Г О  

Д И Ф Ф Е Р Е Н Ц И А Л Ь Н О Г О  У Р А В Н Е Н И Я  В Т О Р О Г О  П О Р Я Д К А

Б. Ф. КРУТОЙ

(Представлена научным семинаром кафедры инженерной и вычислительной математики)

Дано обыкновенное линейное дифференциальное уравнение 2-го 
порядка

у"(x) + p  (x) у '  (x) +q(х) у (X) = f  (х) ( 1 )

с краевыми условиями

f а0У (# )+ аіУ' (а) =  А 
I РоУ(6)+РіУ'(6)=Я

(2)

в точках а , b оси Ox (рис. 1). Коэффициенты р(х) ,  q(x)  и свободный 
член f (x)  уравнения (1) будем считать непрерывными функциями от 
x на отрезке а ^ х ^ Ь .  Требуется при этих условиях найти решение у(х)  
краевой задачи (1), (2), учитывая, что тогда функция у(х)  и ее про
изводные у ' ( х) ,  у " (х) будут непрерывными на отрезке а ^ х ^ Ь .

Рис. 1. Области применения разложений (28), (29) и 
(30) для расчета y s и y s .

Мы поставим своей целью найти численное решение указанной 
краевой задачи, определив значения y s= y { x s ) в д + 1  равноотстоящих
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точках X s отрезка [а,  6 ] ,  включая его концы а = х 0 и Ь = х п . Таким 
образом, если мы обозначим через h  цену одного деления отрезка 
[a, b] при его разбиении на п равных частей

h = — - =  , (3)
п п

то соответствующие точки X5 отрезка [а, Ь] =  [х0, х п ] определим так: 

x = X 0 - Y s h i (5 =  0, 1, 2, п).  (4)

Предположим теперь, что для п— 1 внутренних точек х5, ( 5 = 1 ,  
2, ..., п— 1), отрезка [х0, X j ,  задаваемых согласно (3) — (4), мы напи: 
сали п— 1 равенств, получаемых при подстановке х = х 5 в дифферен
циальное уравнение (1). Присоединяя сюда еще два краевых условия 
(2), мы получим свод из а + 1  алгебраических уравнений 1-й степени

i )  у ' '(а ) + р (а )у Ча ) + 7 ( а )у(а ) = / ( а ).
( s =  1,2,...,«—1)

2) «0у(х0) + « і  у ' ( х 0) =  A.(5)

ß0y(x« )+ ß iy ,(x « ) = ß

с 3 ( « + 1 )  неизвестными y s= y ( x s ),  y l = y " ( x s ) в « + 1
точках х0, х ь х2, ..., Хл-ь х п отрезка [х0, х п].

Так как в своде уравнений (5) число 3 ( а + 1 )  неизвестных ys, Us 
и у п, где 5 =  0, 1, 2, ..., п— 1, п , в 3 раза превышает количество п + 1  
самих уравнений, то из этого свода указанная совокупность неизвест
ных ys, ys, ys не может быть найдена даже грубо, если не привлечь 
для этой цели способ наименьших квадратов.

Однако есть простой путь избавиться в своде (5) от 2 ( а + 1 )  не
известных у s , Hs , если взять достаточно большое число делений п от-' п
резка [хо, х п] и учесть, что тогда производные y ' = y r( xs ) и y s = y " ( x s) 
могут быть с высокой степенью точности выражены через значения 
У* =У( Хх  ) у где х =  0, 1, -2, ..., п— 1, п. Покажем, как это сделать.

Прежде всего заметим, что если точка х оси Ox лежит на отрезке 
[х0, х п] и, значит, х0^ х ^ х л, то эта же точка х удовлетворяет и более 
узкому условию х 5 < х ^ х у+і = X 5 +/г. Последнее условие равносильно 
соотношениям

D 0 < £ < Л ,  2) JC=JCi5+ ! ,  3) ^ + I = J c sAA, (6)

откуда вытекает, что тогда можно написать

I) y ( J c )= y (A + l) ,  2) у ^ 5+1)=у(л:5+А). (7)

Введем далее конечно-разностные операторы Е, А, 6, p, V, опреде
лив их равенствами [1]:

I) y (x s+1) =  y (x s+ h ) = E Hy ( x s), y(jc*_i)=y
2) y ( x ) = y ( x s+ Z )=E^y(Xs),

3) y (x s+l)— y (x s) = y (x s+ h ) —y ( x s) = E ,ly ( x s) - y ( x s) =  (Et‘-l)y(jc5),

4) y ( A ) —y(JC5-1) = y ( A ) - y ( A - ^ ) = v ( A ) —
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5) y(xs_ j )— y(xJ) = ( F Ä- l ) y ( x ;s)= A y(xs), (8)
h \  „ . .T

6) у(хі+1) - у ( т о )  =  ( ^ - 1 ) у ( х , ) 8 у ( х  j + 0  =  8 y ^ x s+ — )= 5 £ C T (x s),

h

7) у(х4) - у ( х , _ і )  =  ( 1 - £ - * ) у ( * , ) = 8 у ( х ,_ ^ ) = 8 у |  x ° ~ \ \  =bE* y ^x ^

8) +  УСТ , i )У(х i )] =  4
+̂T  S' 2

y | x s + A U J , s_ > '

=  i_( e2 + E 2 y(xs) =  |ty(xs),
Zj

9) y ( + ) - y ( - * s - i )  =  ( l - £ - ft)y (xs) =Vy(Xi ).
Из равенств (8) вытекают следующие соотношения между указан 

ными операторами:
А* г'~21) 1 - г Д + £ Л, 2) (1—ѵ ) = £ ~ /г, 3) ЬЕ  ̂ = ( E h- I )  =  Д,

_А А _ А
4) SE “ 2 = ( 1 - Е - Л) =  Ѵ, 5) S =  E 2 - E  2 ,

6) (1 + А )(1 —ѵ)='1 7 ) у = + £ 2 + £ 2 ).
Zj

Используя найденные связи между операторами £ , А, V, ô и р, 
напишем нужные нам представления для у(х)  = I j ( X s -Jht) через нисхо
дящие Av ys , центральные ô v ys и восходящие Ѵ ';у5 конечные разно
сти с точностью до членов 6-го порядка малости. С этой целью приве
дем предварительно соотношение (6.1) к виду

Л = о < — = і < — = і
. h h h

£ '
и затем примем Z = -^ -B  качестве нового переменного. Таким образом,

мы получим следующие соотношения для g и t:

I) g = t h ,  2) 0 3 )  (10)

Теперь мы можем написать с точностью до членов 6-го порядка 
малости, что:

1) y (x ) = y (x s+ $ ) = £ 1y(xs)=ECT(-«i ) = ( F A)<y(xs) =
=  ( 1 + ^ = 1 1  +  ( / ) ^ + ( 0 ^ + ( / ^ + ( / ) 4ДСТ(1)5Д5+(0бА 6]у.

и, следовательно,

у ( - ѵ Н > =  Vs+t =  (1+СТСТСТ2 (OvAvVi . (H )
»=0

где обозначено

(*) .=  ( 1 2 )  
V!
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2 ) У(х5+ 1 ) = у 5+< =  У А —-fi) (° Уі+і/2+S y.s-i/2) +  —  82Уі+

+ - E  - 0 Д ( 8 3у,+ і/2+&3у5_ O + E 0 E ) 3+ i +  (13)

+  ^ tU 2- W - ! )  +  2 ^ 2-1 )0 2-4 )
2 5! '  S+T  6 !

^ + ,  ^ + Щ ч + + _ 1 >  л + ( ! ( ± 1 1 8 Ч +

+  JOlVl^ У<+

3) y ( ’c ) = y ( x s- t ) = E - + ( K s) = ( E - hyy(x s) =

= у і_ і= ( 1 - Ѵ ) Ъ = 2 ( - 1),(0ѵѴѵУ, .  (14)
ѵ=0

где коэффициенты (+ определяются согласно (12).
Заметим, что представления (11) и (13) для y ( x s + g )  = y s+t и 

y ( x s—l ) = y s- t называются разложениями Ньютона по нисходящим
Дѵу5 и восходящим V  ѵу5 конечным разностям. Вывод этих разложе
ний очевиден.

Что касается представления (12) для y ( x s~Fl) =  y s+t , то оно на
зывается разложением Стирлинга по центральным разностям ô v ys+x 
и получается довольно сложным путем. Чтобы получить это разложе
ние, нужно сначала построить диаграмму Фразера [2] для нисходя
щих разностей Д ѵ у*. Затем по этой диаграмме напишем разложения 
Гаусса по верхней и нижней змейкам, после чего пересчитаем разности 
Av ух на разности ô vyx , пользуясь соотношением (4.5). Тогда мы по
лучим следующие два разложения Гаусса для y ( x s + | )  = y s+t:

1) У(А5+ ^ )= У 5 + /= у 5+ ( 0 і0  у I + Q + 1 ^ + 5 +
“

+ ( 7+1)з**У i + ( 7+ 2 ) 484ys+ ( 7+ 2 ) 588y ! + ( ^ + 3 ) 68ву,; (14)
P т  т
I 2) у ( ^ + 5 ) = Уі+<— Vs+  (Оі^у _і_+(02^2У і+

2
+  + 1 )з^3У 1 + ( ^ + 1 )4^ + 5+ ( ^ + 2 )5^ +  1 + ( ^ + 2 )6S6y5. (15)

5+т

Полусумма [(14) +  (15] этих разложений Гаусса дает после простых

преобразований разложение Стирлинга (12).
Вернемся снова к разложениям (11) — (13). Наша цель — получить 

из них ряды для расчета y s и y s , входящих в краевую задачу (1) — (2), 
представленную в конечно-разностном виде (5). Чтобы построить та 
кие ряды для ys и у s , мы поступим следующим образом.

Выражение первой производной y s для всех трех разложений
(11) — (13) получим по общему правилу, а именно:

іч ' г/ ч У(*5 + £ )—У(+Л y(A c+th)— у(*.)1) У5==У (* 5 )= п р ед .—  ■— ——— =  пред.E-—— — Z±-+± =
е-ю ? th
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=  пред.—  
™>о til

Y Д _lJJl- J i  Д2 I дз I I t(t 5) д6
2! 3! 6!

УS »

или окончательно

y j = y ' ( X )  =  ( ^ )  ,,dt  J y-yt h
1 Y  ІД2 +  І_Д З ІД4 +  І_Д 5 Ц б ) у  - D y . .

2 3 4 5 6
(16)

2) Ѵ> / В ) = п р е д .  ^ п р е д .  f e + t h ) ^ . )
Е->0 S <->0 tn

I=  пред.—  
(->o th

Z2 , 2 . .  L L - 1). . , 3 . .  L 2L - D/ IiSyj H— о ys ,
2! 3!

P- o° У.
4!

S4 У,+

, ( t . - l ) ( /g_ 4 )  1 ) ( ^ - 4 )  ■

51 61

или окончательно

y ; = y 'D ) = F - ^ 8  Vj -  I\>.o3ys + N  (J.83 j =

O, ' ~ 4 y ( x —D—yLs) y(AT—th)—y(̂ Tj)3) У* =  y О  =  пред. —— -— > y пред.  j — Z— M =
E-X) — ï  O — tn

(17)

I
— пред. —

<->o . —th
_ z 7 + L ± D V2 _ L - D ( / - 2 )  

2! 3!
/ ( / - 1 ) . . . ( / - 5 )

6!
Уз-

или окончательно

v ; “ V'<t . ) - ( f ) w = | ( v + | v > + | ç - + | v * + | v > + L ) ^ = 0 '’-

(18)
t

Чтобы от разложений (16) — (18) для y s перейти к разложениям 
для Уз , введем оператор дифференцирования D :

D = Y ,
dt

(19)

откуда вытекает далее, что

Y =  f Y Y = O - ,
d t '  dt

и, значит

uG ) _ ( d xy
ys -

d tх / у=у
= O l j . (20)

Таким образом, в частности,

ѵ ; =  1 ¾  u = ^ . = ' 0 0 » - -
( 21)
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Исходя теперь из разложений (16) — (18) для и исполь
зуя оператор дифференцирования D1 получим следующие три выраже
ния для Ijs с точностью до членов 6-го порядка малости:

I) у " (+ )  =  b 2ys =-Y-f Д - І - Д 2+ І - Д з _ А д 4 + і _ Д 5 _ І _ Дб'|
' /

или окончательно

У.!=- I f  Д 2 _ Д3_|_ І І Д « _  Щ \ 5 +  —  Л  у ; (21)
у K1 ( 12 6 180

2) / = у " (  + )= £ > 2У * = + ( У 5 -  Y pB 3 + -Y p B 5 J ys=

=  Y  i jx2Ô2  1  2g4 Vs\ (*)
- h \3 180 '

3) y[=y"(xs)=D2ys= Y f  v+-Y y2+ Y v^  J-v4+ + v 5+ Y y 0 V+-n - \  2 3 4 5 6 /

или окончательно

> + V + 7 V . + f  Ѵ > + Ц ф  (22)

Конечно-разностные выражения (21), (22) для y s имеют оконча-\ • — ; *• /У
тельный вид. Выражение же (*) для ÿ 5 мы преобразуем, выразив
в нем р2 через б2 с помощью соотношений (9.5) и (9.7). Опираясь на
эти соотношения, получим при h =  1:

\
j_ _ j_ . j_______i_

I) p=J_'(D2 +E2 ),2) B=D2-D  2 , 3) B2=D+D-1-2 ,
2

4 ) jx2= Y (D-f-D_1+ 2 ) = Y . [ (D + D -1 —2 ) + 4 j  =
4 --4.

=  Y ( D + D - ! —2) +  1 = Y b2+ 1 .
4 4

Следовательно,

H2= Y g 2 + 1  (23)
4

Заменяя далее в (*) множитель р,2 erö выражением (23) через Ô2, най
дем еще одно конечно-разностное выражение для :

/ = Z ( X s) =  Y  
h2

&2__L84 +  _L86 Iy (24)
12 90 J

В.заключение, нам нужно полученные конечно-разностные разлож е
ния (16) — (18) и (21), (24), (22) для y s и y s выразить непосредст
венно через у  x (х =  0, 1, 2, ..., /г). Это можно выполнить с помощью
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соотношений (9.1) — (9.3) для операторов E, А, V , ô, которые при Z t= I
дают

I) A f - 1, 2) S = F 2 - F  2 3) A = I - F - 1. (25)

Из этих соотношений следует далее, что

V V

I) A X - ( F - I ) vV.. 2) 8> = ( F T - F  Т )Ух, 3) ѵѵУ , ~ ( 1 - £ - ‘)У. (26)

Если учесть еще смысл преобразования (8.3), выполняемого операто
ром E  над y s , у х при Zi= 1

±JL
1) £ ху,=У*+х. 2) F  2 Ух=ух±_1,,., 3) (27)

то мы получим следующие выражения > г/* через у х , ( х = 0 ,  1, 2,
..., п),  вытекающие из (16) и (21), (17) и (24), (18) и (22):

1) У + + !  - 147 УСТ360 yi+ i - 4 5 0  Vj+2+400  у^+з—
60 п

(А)

(Б)

(В)

—225 у^+4+72 Уа+5—10 Уа+ѳі

2) У.= у0[812у ,-3132  yJ+i+5265yi+2-5080i+3+
+2970 Ул+4-072 yi+s+137

^ ~ or, и [У*+3""9 Уа+2+45 Уа+і 45 у5_і+9 Уа-2—Уа-з].60 h f
2) у * = 2 У^+з-27 уі+г+ 2 7 0  уі+ і - 4 9 0  у , +  (29)

+ 2 7 0  у^—i—27 у5_ 2 + 2  Уа-з}.

^ УЛ~ TA и t 889 Уа-і+450 Уа-2—400 Уа-з+оО п
+225 у,-4-72 у,-5+10 у,-б]. (30)

2I L=+7-J812 уs—3132 у5_ 1+5265 у,_2-5080 у.-з+ 180«
-г2970 ys—4—972 y.s—s+137 у̂ _б].

Разложения (28) применяем для расчета и ys при s = 0 ,  1, 2. 
С помощью разложений (29) выражаем y s и  y s при s =  3. 4, п— 3. 
Наконец, разложения (30) служат нам для расчета ys и ys при 
s =  n-—2, «— 1, п (рис. 1).

Подстановка разложений (28) —  (30) для ys и y s в свод (5) из 
( « + I )  уравнений с 3 ( « + 1 )  неизвестными ys , ys > y s превращает его 
в свод из («+1) алгебраических уравнений первой степени с «+1 не
известными Ух ( х = 0 ,  1, 2........ «):



1) 2  buy**=A 
»=o

2) 2  M n=O, (s==l ,2,...,/1-1). (31)
X=O

3) 2  Ь п + г = В
Х—П

I , # ,
Так как выражения (28) — (30) для производных y s » y s Даны с 

высокой степенью точности, то с такой же примерно высокой степенью 
точности будут получены и значения y s из решения свода уравнений 
(31) на ЦВМ. По этой же самой причине значения y s из решения сво
да (31) будут найдены с достаточной точностью даже при сравнитель
но редкой сети соответствующих точек X5 на оси Ох.
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