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(Представлена научным семинаром кафедры инженерной и вычислительной математики)

L Предположим, что нам заданы две произвольные матрицы а {ПП) 
Ф{пп) у вещественные или комплексные. Тогда может быть поставлена 
следующая о б о б щ е и н а я  с п е к т  р а л ь н а я  задача:

Определить наборы (спектр) собственных чисел Z и собст
венных векторов g(n)=g Д-яя пары матриц а(ПП) и ф(ЛЛ), 
удовлетворяющие уравнению

a {nn)g{n) —  Y { n n ) g ( n ) ,  ( 1 )

или в операторном виде

Ag =  № g , *  (1*)
где А и Ф — линейные операторы, отвечающие матрицам 
# (ля) и ф(,Ш) в некоторой отсчетной опоре, a Z и g  — собст
венные числа и векторы операторной нары А и Ф.

Задачи подобного рода возникают при решении в замкнутой об
ласти D W = D W - J r  линейных операторных уравнений

L ( x ) u ( x ) = f ( x ) ,  X =  (хь ..., (2)

с краевым условием

J I ( x ) u ( x ) \ r = h ( x )  (3)

на границе Г области D , когда требуется найти собственные значения 
Z и собственные функции w( x)  операторов L и JI, удовлетворяющие 
условиям:

1) £ ( х ) ^ ( х ) = Ѳ ,  2) JI ( x ) w( x )  |г = h ( x ) 9 (4)

где Ѳ — нулевой оператор. Тогда решение задачи (4) прямым спосо
бом, в котором искомая собственная функция w( x)  операторов L, JI 
задается в виде разложения

т
w ( x ) z v < f ( x ) = N \ c . < t (5)

ѵ=0
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по т опорным взаимонезависимым функциям срѵ (х), приводит к не
обходимости решить предварительно обобщенную спектральную зада
чу (1). Такой, например, случай рассмотрен в моей статье [1] при ре
шении задачи (4) по способу наименьших квадратов.

2. Приступим к решению обобщенной спектральной задачи, зада 
ваемой однородным уравнением (1) с неизвестными F и g(n) . Записав 
это однородное уравнение в виде

( ф п п )  ^ ф ( л л ) ) £ ( л )  0(Л)> (Ia)

мы прежде всего замечаем, что удовлетворим (1а), взяв g = 0. Если 
же поставить своей целью определить из (Ia) ртличные от 0 значения 
собственного вектора g {n) , то этого достигнем, приравняв 0 коэффи
циент (а {пп) —F<p(„„) ) в уравнении (1а), что равносильно условию

I СІ(пп) ^ф(лл) I — О 

а (ля) —tap (пп) I матричного

(6)

коэффициентадля определителя
(сі(пп)  ^ф(лл) •

Развертывая определитель (6), получим алгебраическое уравнение 
я-й степени с неизвестным F

й(пп)  ^ф(ля) I — 2  FxFx — 0 .
X=O

(6*)

Решая это уравнение, получим п значений F5 неизвестного F, среди 
которых могут встречаться и комплексные пары вида Fv=  аѵ + /
Fvfi =  OCv- I ^ v . .  Возможны также кратные корни Fß среди п корней F5 
неизвестного F. Поэтому число г р а з л и ч н ы х  корней Fß может быть 
и меньше г, так что г ^ п.

Вставляя найденные различных корней Fß уравнения (6*) в
свод уравнений (1а), получим связку из г сводов уравнений с неизвест
ными векторами =  , — собственными векторами операторной
пары A y Ф:

a ((nn)g(n)$ — 4 >( nn) g( n) fp  ,

(Р=1,2,...,г)
что можно представить также в матричном виде

a ( nn) g( nr ) — 6 f ( n n ) g ( n r ) \ r r )  ,

где !(пп) — диагональная матрица

(7)

(7а)

X11O . . . . 0 .  . . ■ 0I
0 2̂2 . . . 0 . . . , 0

V f )= 0 0 . . • - ,½  • • - о • . х?э=хэ . (8)

о о ’
а • • • • 
. 0 . . С .

касается операторного уравнения (1* ), то теперь оно прини-
мает следующий вид:

A g ß = F ß 0 £ ß , (P=  1,2,. . . ,г< п ) . (7*)

Полученное однородное матричное уравнение (7*), где, кроме за 
данных а(Пп) и ф(пп) , теперь уже известна и диагональная матрица
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X(rr) , дает для искомой матрицы g (/2r) не вполне определенное зна
чение. Объясняется это тем, что каждое входящее в связку (7а) мат
рично-векторное уравнение (7) с заданным ß и искомым вектором 
g(n)ß является однородным. Поэтому одна из. составляющих g xß в 
я-'мерном векторе g(n)ß остается неопределенной, и мы примем, что 
g m = l .

g m  =  I, ( P =  I, 2, ..., r < n ) .  (9)

Рассмотренный выше ход решения обобщенной спектральной за 
дачи (1) убеждает нас, что для собственных чисел к операторной пары 
A 1 Ф мы получаем всегда ровно п значений Xs , так как находим их из 
алгебраического уравнения п-й степени (6*). Правда, часть г < я  этих 
корней X , обозначаемых через Xp, может быть кратности , где 
K d ß ^ I n .  Таким образом,

j Àj . Aß»» • • А/-} Al >+»• • • As»* • • Jfi j • (!А)

Что касается набора собственных векторов g = g ( n ) для опера
торной пары А, Ф, то их определение из связки (7а) дает с неизбеж
ностью только г < п  различных значений gß=g(n)ß этих векторов, со
ответственно п < г  различным значениям Xß величины X.

3. Поставим далее задачей при любом значении г < я  числа собст
венных векторов g p = g (n)ß для операторной пары A 1 Ф определить 
еще п— г некоторых присоединенных векторов f jy ( j— r-\-1, r + 2 ,  ..., n), 
которые были бы взаимонезавиоимы между собой и с г векторами gß. 
Такая задача не может быть решена однозначно, но обобщая несколь
ко предложение Жордана [1], мы найдем одно из ее простейших ре
шений.

С этой целью сопоставим каждому собственному вектору g ß , по
рожденному собственным числом Xß кратности d ß , еще dß — 1 присое
диненных векторов gßa , где g ßl ^ rg 0 H а  =  2, 3, ..., д?. Эту совокупность 
из векторов gß=gßь  2, gßз,..., gß.dß свяжем сводом из д
векторных взаимонезависимых уравнений следующего простейшего 
строения:

I ) X gßi= Ф g  ßi + 0  g ß2+ 0  g  ß3+... + 0  gß. dß - 1+ 0  g  ß. dß
2) 4 g ß 2 = lg ß i+ X ß 0 g ß g + O g p + , . .+ O  gß.dß- 1 + 0  gß.aß 

/ 3) A g  ß3—Ogßi +  1 gß i+ ^ß 0 g ß 3+ v..+Ogß.dß-i + 0 gß.dß

dß) 4gß.dß=0 gßl+0gß2 +  0gß3+* • - + I  gfi.dß-l+hßtpgß'dß,
(ß—1,2,- • -, r< A )

( I I*)

где первое уравнение этого свода есть уравнение (1*) при X = Aß.
Свод dß векторных уравнений можно представить также в мат

рично-операторном виде

A[gßlg ß2* V'gßdß] =

~ Ь Ф  0 0 -------0 0  “ Rn
1' Хрф 0 - - •• 0 0 ё п
0.  . .1 ХрФ-----0 0
......................

-  0  0 0  ІХрФ „ - S m  _ (U * * )
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=  [DßlDß2 ' • -gß-K-l- -Dfta- • ' S m  ]

Xp Ф 10 . . . . O- - O о-- •0'
ОХрФ 1- •••0.  0 0 0
0 0 0 - -Xp ф I - - O- . . . 0
0 0 0 0 Xp Ф  1 0

_ 0 0 0' СП.

ооо

г а

которому соответствует следующее матрично-векторное соотношение:

Я(ля)[£(п)1 gfn)2 • • • £ (л )-«-1& ?а)«- • ' ёт д ? }  =  а (пп)ё(пд?)= ( I  I )

Хрф(лл) 1 0 . . . . 0 0 0 I
0 Xp ф(лл) 1 . . . . 0 0 0

D(nöß) 0 0 0  . . • Хрф(лл) 1 . . . .  0

о 0 0  . ; - 0 0 . • Хрф(лл) .

D(naß) Щд?-д?)

Таким образом, каждому кратности dp собственному числу Xp опе
раторной пары А, Ф отвечает матричное равенство

где ге>(драр)

ß(nn)D(ndß)+D(nö?)W(dß-d[3) ,

обобщенная матрица

( I l a)

Хрф(лл) 1 0 . . . . 0 0 . . . . 0"
0 Хрф(лл) 1 . . . 0 0 . . . . 0

®(0ßÖß) — 0 0 0 . . - Xp <р(„„) 1 . . . . 0

0 0 0 .  . . . 0 0  . • • . Хрф(лл)

(12)

Теперь вместо равенства (7а)

где

фпп)ё(пг) — ф(лл)£(лг)Х(„) , 

g ( . n r ) = [ g ( n ) \ g ( n ) 2 -  • ' g ( n ) ß '  • - D( n ) f ] .  ( e < + )

(7a)

(13)

и X<,r) — чисто диагональная матрица, мы можем составить более об
щее равенство:

в ікотором
фпп)ё(пп) —*$(ПП)ё(ПП)1Я(ПП) ,

1) ё(пп)— [D(nô.) ё(пд3)■ • 'D(nöß)- • • ' ё(пдг)] ,
2 )  g(.ndp) [D?n)lD(n)2' " ' ^ ( л ) » "  ' " ^ (л )д р ]  .

Щ д М  0 (0,0, ) - - - 0 (0,03) ------0(0,3,)

0(3 , 3 , )^(3 , 0 , )  0 ( 3 , d p )  0 ( 3 ,

3) lWlnb)— 0 ( 3 р 3 , ) 0 ( 3 р 3 , ) -  • -WfdрЗр )   О ( З р З г )

0(3,3,)0(8,3,)' • • 0(3,8-,) • • - Тс'(3,8,)

(14)

(15)
(16)

( U )
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Таким образом, хющп) есть клеточно-диагональная матрица. Из ра
венства (14) вытекает, что эта матрица w (Пп) может быть выражена 
непосредственно через матрицы а {пп)у ср(лл) и аіпп).

Щ п п ) —  £(nn)4>(nn)a(nn)g(nn)  —  §{ nn) b( nn)g(nn) ,  ( 18)

Ь(пп)= ф (пп№(пп)' (19)

Рассмотрение равенства (18) с обозначением (19) показывает, что 
хотя согласно (17) и (12) матрица W ( nn) представляется в  обобщен
ном клеточно-диагональном виде, но в действительности W ( nn) есть 
обычная клеточно-диагональная матрица. Сказанное вытекает из того, 
что в определяющее матрицу W( nn)  равенство (18) входят обычные 
шг-матрицы а {Пп) > g ( n n ) , фц*л) и g { nn) • Действительный вид входя
щих в W(nn)  клеток t<y(dß.dß будет указан позже.

4. Изложенный здесь способ решения обобщенной спектральной 
задачи (1) для пары матриц а(ПП), ф(пп) произвольного вида оказы
вается затруднительным при большом п. Именно, очень трудным ста
новится тогда расчет коэффициента bs алгебраического уравнения п -й
степени (6*) путем раскрытия соответствующего определителя
I CL(nn) —Яф (пп) I- Поэтому целесообразно в таких случаях строить 
непосредственно искомые матрицы g ( n n )  и w {nn) , исходя из уравнения 
(18) и применяя способ последовательных вращений.

Приведение уравнения (14) к виду (18) равносильно тому, что 
обобщенную спектральную задачу (1) для матриц а(ПП), ф(пп)

W(nn)g(n)  =  ^ ( n n ) g ( n ). ' ( 1 )

мы заменяем на обычную спектральную задачу для матрицы

b ( n n ) = ^ ( n n ) W ( n n ) \  

b ( n n ) g ( n ) = Я g( n) -  ' ( 1 0 )

Поэтому при большом п обобщенную спектральную задачу (1), пред
ставленную в виде (1.0), целесообразно' решать предложенным мной 
смешанным способом Данилевского и последовательных вращений, под
робное изложение которого дано в статье [2].

В указанном способе матрица упрощенного строения W^nn) , опре
деляемая точным выражением (18)

*
(W(nn)==zg(nn)b(nn)g(nn)> b ( nn ) —  ¥(nn)U( nn)  у " (18)

находится из последовательности расчетных равенств

II++1)— +s) — Qs) Rs) rr{s) — h{s+l) ™(0) — h ¢90V™(nn)  \ 5 ( л л ) /  ^ ( n n ) g ( n n ) —  G(nn) D\nn)g(nn)  — D(nn) > Щ п п ) —  O(nn) > \ ^ 4

стремящихся неограниченно к (18). Последовательные же приближе
ния к собственным числам и собственным векторам g(n)?=gv мат* *
рицы +ял) =  ф ^ )  U(nn) строятся с применением способа Данилевского

i(s)к подходящим диагональным клеткам о +  упрощаемых матриц 
b\Snn)— w\nn) . В статье [2] доказана также сходимость к W(nn)
С  ростом п. <  j

В заключение укажем, что в статье [2] установлен прямым путем 
следующий окончательный вид клеток » входящих в состав
матрицы W(nn)  клеточно-диагонального «строения (17).
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I i 0 • • • -0 0 • • -0 0 '
0 k 1 . . . . 0 0 . . : 0 0

0 0 0 • • • . X3 1 . . . 0 0

0 0 0 • • • -0 0 • 1
_о 0 0 • • • -0 0 • • -0 h .
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