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Определение интегралов вида

1 ( f )  =  J  X (г, /) L  (г, t)dv(1)
V

рассматривается в ряде работ [1—3] для некоторых частных случаев, 
когда функции X (г, /) и ср ( г, t )постоянны в различных точках прост­
ранства г и не меняются с течением времени t.

В общем случае функции X(г, /) и ср (г, /) не постоянны во 
времени. X  (г, /) описывается дифференциальным уравнением пер­
вого порядка с неразделяющимися переменными [1, 4] и положитель­
на в объеме интегрирования V, а функция ср (г, t) меняет с течени­
ем времени свое значение от нуля до единицы ( 0 < ® ( г ,  Z)<; 1). При 
этом для определения интеграла (1) можно воспользоваться методи­
кой, заключающейся в нахождении полной производной по време­
ни от I (t)

-IJ X (г, t) ср2 (г, t) (2)
V

Как видно из выражения (2), данная задача сводится к вычисле­
нию интегралов, являющихся членами полной производной по вре­
мени от I (t), то есть интегралов вида

f X' (r, t)<р2 (г, t) dv  (3)
V

и
J  X (г, t) Y 2Y, t)Y d v ,  (4)
V

где X '(r ,  t) и (ф2(г, /)) ' — производные по времени от функций
X(г, t )и ср2 t).

Из работ [1, 2] следует, что интеграл (3) при подстановке 
в него конкретных выражений для X r (г, t) можно выразить че­
рез I ( t )

j  X' (Г, t)ср2 (г, t)dv=f ( 5 )
V
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В свою очередь, для того, чтобы интеграл (4) также выразить 
через интеграл (1), необходимо провести некоторые преобразования 
подынтегрального выражения

j  ' X(r,t) j-tN(r,t)dv =  ̂  X(r,O C T W O  A l n - P 2 W  0  ( 6 )

V V
Разложим cp (r, t) в ряд по собственным функциям [4]

OO

о = 2 м о ф „ ( о ,  ( о
/2 = 1

где <]%(/*) определяются из уравнений Гельмгольца
V2 ФЛО'+  F ^ n ( 0  =  0, (« =  0 , 1 , 2 , . . . ) ,  (8)

а а п представляют собой коэффициенты разложения.
В работе G e z a  [4], где проводилось исследование данного раз­

ложения, показывается, что ряд (7) является сходящимся, и для 
оценочных расчетов с погрешностью 3 — 5% достаточно четырех-пяти 
первых членов разложения.

Для разделения переменных в правой части выражения (7) вос­
пользуемся неравенством Гельдера для рядов

OO OO OO

ь  g ,о  =  2  а п( о  ( о  <  [ 2 а « ( о ) 1/2 [ 2  ф» (г ) ] 1 (9)/2 = 1 /2 = 1 /2 = 1 
»

Из полученного соотношения (9) можно логарифмическую про­
изводную функции ср2 (г, Z) по времени представить в виде

Q- in  л  ( г ,  о  =  U -  in  j 2 м о  ( л !  <
d t  dtj

" V» 2 11/2 Г V r 2 11/2)2
2  е « а )  2 ф«(о  =
/2 = 1 /2 = 1 J

d  i<  — In 
di

г!
= U - I n  2  а «(0- (Ю)а /  л=і

В результате подстановки (10) в (6) можно получить выражение 
для оценки интеграла (4)

JUy (г, О (Л  (г, О ' <  (Ly (г, Ocp2 (r, t ) d v / n  2  Л  (0 .  (U )
К V

Знак неравенства при подстановке (10) в (6) сохраняется в силу 
свойств интегралов Стилтьеса.

Конечная формула для оценки выражения (2) имеет вид
н н  00
W  ( О « / [ / ( 0 1 +  / ( О - 7  In 2  в » ( 0  (12)
dt d t  IfTi

и может быть использована в качестве алгоритма для вычисления
интеграла 1 ( f ) .
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