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Ряд практических задач, связанных с расчетом и конструирова­
нием машин ударного действия, сводятся к изучению процесса соуда­
рения двух масс через упругий элемент.

Для выяснения количественной и качественной сторон соударения 
при обычных допущениях, упрощающих задачу, обратимся к рассмот­
рению колебаний системы, приведенной на рис. 1.
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Рис. 1.

В процессе соударения движение масс происходит согласно с урав 
нениями

Ul1Xx -  — k (X1-  X2):
Ul 2 X 2 =  k  ( X 1 X 2)5

где
k — коэффициент жесткости пружины;

(1)
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X 1 и X 2 — координаты масс, отсчитываемые от положения равнове­
сия, которое характеризуется наличием контакта обеих 
масс с пружиной при отсутствии ее деформации.



X1 =  S 1Sin p t ,
X2 =  B2 sin p t.

Подставляя (2) в (1) и производя обычные математические опера­
ции, необходимые для отыскания общего решения уравнений (1), по­
лучим частотное уравнение системы (1) в виде

Iii1 In2Pi — (т{ +  гп2) k р2 =  0 . (3)
Решая уравнение (3) относительно р2, найдем два значения корня

A 1 =  O ; />,• =  -*_;+А  . (4)
In1 т2

Корень частотного уравнения (3) Pi2 = O означает возможность по­
ступательного движения упругой системы вдоль оси х [\] и соответст­
вует решению уравнений (1) в форме

X1 р\ X2 р\ ut j b , (5)
где а, b —постоянные величины.

Второе частное решение, соответствующее значению частоты
P2 = ± I /  A-L.A при соотношении амплитуд 

V m, -

Будем искать частные решения уравнений (1) в виде

т2
В\ Р2     +2
B2p2 щг (6)

найдется как
х \рч — Bi р2 sin р21 ,

/и*  ̂ . , (Z)
Х 2 Р2 ~  щ  B 1 р2 S ill р 2 t  .

Общее решение уравнений (1) определится суммой частных реше­
ний (5) и (7)

X1 =  a t +  b f  B1 P2 sin P21,
mX 2 — a t  + b — B1 P2SinpJ . (8)

Произвольные постоянные, a, b, Blp2 должны удовлетворять началь­
ным условиям

®і,о =  0 - о =  0 ,
F 1,0 — FU1 , 2,0 + V2, 

с учетом которых общие решения (8) примут вид
X , =  +  V1Tn1 +  C2OT8 t +  ( F J f l F J 2Ul2 sjn

Iti1 XOT2 (от, +  от.,) P2

X. =  Л У і Л Ы У л  t -  ( ± v - ± H  Sin p, t .
In1 +  т2 (Kil +  т2)р2

Зависимости (10) являются уравнениями движения масс тх и т2 в про-
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цессе удара, описывающими все возможные случаи соударений. Пер­
вые производные уравнений (10) определяют законы изменения ско­
ростей масс

; _  ± F1 W1 + V2In2 (+ V2)X I —    -|   — cosр2г,
Iiil +  т2 W1 -j- W2

к =  <т' Т Ѵ’т’ - (± Ѵ' ± Ѵ‘) т ' cosPt I . <П)т +  т2 Hi1 +  т2
Как следует из уравнений (11), абсолютные скорости масс в про­

цессе удара слагаются из постоянной скорости центра колебаний
± V1Hii + Ѵ2т2

т2 +  т.
(переносная составляющая) и скоростей движений отно

(±  Vi -J- V2) т2 . , ( N V 1N V 9)Hi1сительно центра колебания 2 L=— а.—  ̂CQS \___—L=—То—1 cos t
Hi1-Vm2 IU1-Ym2

(относительные составляющие) .
Полученные выражения позволяют определить величину деформа­

ции пружинь/ усилие, развиваемое при ударе, скорости масс в процес­
се удара, перемещение центра колебаний за время удара и количество 
переданной энергии при заданных значениях скоростей и величин масс 
и жесткости пружины.

На рис. 2 приведены графики изменения составляющих скоростей 
масс за время удара для случаев:

a) Hi2 =  cI m u б) Hi2 ~  Hi1; в) т2 =
Hl1

где /Пі — масса ударника, наносящего удар по неподвижной массе т2 
через пружину с жесткостью k. Линии I i,2 определяют зависимость пе­
реносной составляющей скоростей масс от времени; кривые 2Ь 22 ха­
рактеризуют изменение относительных скоростей ударников тл и масс 
т2. Кривые Зі и 32 показывают, как изменяются в процессе удара аб- 
салютные скорости соударяющихся масс.

Ординаты точек Vmv Vm2 соответствуют значениям скоростей масс 
Hi1 и т2 в момент отрыва их от пружины.

Из графиков следует, что при т 2 = 2т1 после удара массы будут 
двигаться в разные стороны со скоростями

R - - L lN 1-  g  ,

2
ѵ т2 = -3- U1 .

7При Hi2 = Hii за время 1 - ~  произойдет полный обмен скоростей со­
ударяющихся тел: масса ш2, неподвижная до удара, получит скорость 
у у
— -\— -1 =  IZ1, в то время как ударник Hi1 остановится. Наконец, при 
2 2

т\ни— —L после удара обе массы будут двигаться в направлении удара 
2

со скоростями
V 1 „  4



Кривые 1 (рис. 2, г)выражают зависимость между отношениями 
неподвижных до удара масс т2 к массам ударников т{ и соответствую-

щими отношениями их скоростей в момент времени t~  .
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Рис. 2. Графики изменения скоростей масс в процессе удара {а, б, в) и 
диаграмма для определения количества переданной при ударе энергии.

Так при т
/71

3 в момент отрыва грузов от пружины последние
будут обладать равными по величина, но обратными по знаку ско­
ростями ~ - - 2-  Z =  —  1.

ѵ т .
Кривые 2 (рис. 2, г) служат для определения количества переда­

ваемой при ударе энергии. Например, при — =  2 отношение кинети-
Hl1

ческой энергии Am2 массы т2 к кинетической энергии A ml массы Zn1
после удара будет А *п •m2

А
= 8 . Очевидно, что Aot2 +  Aml =  А, где А

ml
энергия ударника до удара. Учитывая, что после удара Ama=SAm , най-

Адем 8AOTl.-f A ml =  А.Отсюда Aot1 =  — .
\У

Следовательно,
8

часть энергии остается за ударником, массе

т2 передается — энергии ударника 
9

из



Это же количество энергии может быть передано массе т2 при
т 2 I ~— =  — . Однако качественные стороны совершенно различны: в пер- 
т  { 2
вом случае массы после удара движутся в противоположные стороны, 
во втором случае после удара массы движутся в одну и ту же сторону. 
Аналогичные рассуждения справедливы для всех других соотношений
т о M2
— - >  I И 2 <  1 .
т х т{

Анализ зависимостей (10, 11) и графиков, приведенных на рис. 2, 
позволяет сделать следующие выводы:

1. Пружину можно рассматривать как связь, обладающую двумя 
характерными свойствами. Первое из них обусловлено ее способностью 
практически мгновенно довести скорости соударяющихся тел до скоро­
сти центра масс при неупругом ударе. Второе предполагает участие 
масс в свободных колебаниях, направленных в разные стороны, с ам­
плитудами, обратно пропорциональными массам.

2. Скорость центра колебаний, относительная, абсолютная скоро­
сти масс и количество передаваемой при ударе энергии не зависят от 
жесткости упругого звена и определяются только соотношениями со­
ударяющихся масс.

3. Одно и то же количество энергии ударник может передать как
большей, так и меньшей массе. При 1 после удара массы будут

m i
,П2 ' i Äдвигаться в противоположные стороны, а при — <и I массы будут дви-
т ,

гатьея в одну и ту же сторону.

4. Hm І Л 1  2, т. е.
Vmt - 2->0

mI
как бы ни была мала масса т 2, ее скорость Vm2 после удара не может 
стать равной или больше удвоенной первоначальной скорости удар­
ника.

5. Время t ——= — } в течение которого массы находятся в со-
2 P2

прикосновении с пружиной, а также максимальная величина ее дефор-
+ V1 + V2 ,  .мации    зависят от коэффициента жесткости пружины

Ih
t = M b ) ,  Ban = f t ( k ) . (12)

6. Из (12) следует вывод, что подбором коэффициента жесткости 
k упругого звена при ударе можно развивать любые усилия F, незави­
симо от кинетической энергии, запасенной ударником, так как F =
— £#тах=Л(6)-

7. Относительная скорость масс т{ и т2 после соударения равна 
их относительной скорости до соударения.
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