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Обозначим через M  =  {ср (£)} множество всех непрерывных неубы
вающих функций ср (t), определенных на [0,1], таких, что f  (0) =  0, 
? ( 1 ) = 1 .

Лемма 1. Пусть последовательность функций
с M  (1)

сходится и
Iim с?n(t) =  y(t ) .
п-+ OO

Если t 0 — точка непрерывности функции у (Jt )1 то для любой по
следовательности {F }, где tn 6 [0,1 ] и Iim t n =  F> последовательность

п -*■ OO

{?л (tn)} (2) сходится и lim ср„ ( t n) =  ср (Q).
п  -> CO

Последовательность { tn} будем считать строго монотонной, что 
можно делать, не нарушая общности рассуждений.

Так как yn ( t ) GM  и последовательность {F} монотонна, то спра
ведливо неравенство

I fzz + m (tn+m) Tnjm (F)| ^  17Jnjm (tn) Уплп (F)I 17Jnjm (F )  У ( F ) I

+  I y n j m  (F) ?  (F)I \ у п (F) У (F)I +  іУ/ I jm  (F) — ?П (F)I (3)
+  I fnjm (tn) у (F ) | ^  IУп (F ) т (F)I Ф* If (F) — у (F)I +

Н” IrTnjm (F) Tn (F)I IrTnjm (tn) т (F ) |.
Возьмем в > 0 .  Легко видеть, что

If« ( F ) -  ? (F)I < 7  при n > N 1 (в, F), (4)
5

I f z z ( F ) -  T (F)I <  к ПРИ (е, F ) .
5

P
|<?n + nz(Q) — <?n(Q)| < +  при W >  AZ3 (S1 Q )1

5

IcPnH-Zn(Q)-cP ( Q ) K -  при я >  AZ4 (S1 Q).
5
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Отсюда
4

|<P п+т (t n + m  )  —  ? п + т  (Z0)I <  Г  s
5

при п +  т > ZV5 =  max N i +  N i . (5)
¢ = 1,2,3

Рассмотрим неравенство

1?« (E) -  ? (*о)І <  It (Z0) -  т» (Zo)I +  К  (Zn) -  9» (Z0)I-
Из (4) и (5) имеем

ItP (Z0) — Tn(Z0)I < Ь  при >  A73,
О

IcPn (Zn) Tn (Z0)I <  ~ £ • при я >  AZ5,
О

И ІТя (Zn) — ? (Z0)I <  е при >  A75.
Лемма 2. Пусть последовательности функций {ср„ (t)} С 7И, (/)} С M

равномерно сходящиеся.
Тогда последовательность функций {?Л Ф © )]}  также равномерно 

сходящаяся.
Доказательство легко следует из неравенства

le? [ф (Z)] — <рп Itn(Z)JKhp [ф (Z)] -  ср к (Z)]i f  |<р I tn(Z)] — ср„

Теорема. Пусть (Cpn(Z))CM я =  1, 2, . . .  (6) для некоторой последо
вательности {<pm (Z)} С {cpn (Z)} можно указать равномерно сходящуюся  
последовательность функций

(t™ (Z)} С м  (7)
такую, что последовательность функций

K K ( Z ) ] )  (8 )
будет сходиться равномерно на [0 , 1].

Теорему достаточно доказать для случая точечно сходящейся по
следовательности » / ) }  к разрывной функции б ( /) .  Доказательство 
будем вести в предложении, что число точек разрыва ср (t) бесконечно. 
В других случаях доказательство упрощается.

Д  о  к а з  а т е  л  ь с  т  в о .  Т а к  к ак  ф у н к ц и я  ср ( / )  м о н о т о н н а ,  т о  т о ч к и  о т 
р е з к а  [0 ,1  L в к о т о р ы х  о н а  р а з р ы в н а ,  м о ж н о  з а н у м е р о в а т ь .

Пусть ср ( t )  имеет разрывы в точках Z1 (9) 
Положим ср (ti — 0) =  Oc1 (/), ср Qti +  0) =  а2 (/), /  =*1 , 2 , . . .
Построим для каждой точки G последовательности

Xb( T ) , х2(і),.. . ,хп(і),.. 0 °)

У і (г), У2 (0»...»УЛ (Z),... (11)
удовлетворяющие условиям:

1) Iim <рп [хп(г)] =  Ct1 (і),lim ср„ ]y„(Z)] =  <х2 (г),
/г-> оо /I-J-OO

2) Iim хп (Z) =  Iim уп ( i ) =  Zi,/I-J-OO /I-J-OO

3) при i f=  J K 0 1 у«0) ГК- L .  уѴ) =  0.

Покажем, что такие последовательности (10) и (11) построить можно. 
Введем в рассмотрение последовательности

X01 (Z), 4  (Z),..., X0n (і),... (12)
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Уі(0> Уг (/)>...,У« ( /) ... (13)

где х°п (і) таково, что <?п [х ° (г)] =  04 (г) и при t > x ° n (i) on(t) > « і ( г ) ;
у п(0  такова, что ?„[У«(0] =  M O  и при t < y ° n (i) <p„ (О <  «2 (О-

Пусть (Ii =  a2 (г) — Ot1 (/). Так как <р (0  ~  0) =  аі (0 ,  то можно ука
зать для каждого натурального числа к точку р к такую, что

® (г«) -  «i (01 <
ТО

Ir« — 01 < 2*+і (14)
2К+1 ’

Получим последовательность точек {рк}.
Ясно, что IimDk =  O-

К-+CO
Для каждой точки РкСІРк} и последовательности (6 ) можно ука

зать номер тк такой, что при п > тк

(15)I ?п (Рк) — cP(TO)I <
ОС:

2К+

Таким образом, последовательности {рк} ставим в соответствие после
довательность чисел {тк). При выбранном тк, тк+\ будем выбирать 
так, чтобы было тк+\ >  тк.

Теперь построим последовательность {хп (і)}

X 1 (0  =  X 1 ( 0 ,  X2

XD D i)W1+ 2 — XmljT 2 — . . .  — Xm2 — /Z1
.(0/л2+1 =  Х<°+2 = . . . =  Xm3 = P l

\

.(0
772ZC+1 —  У(г) -— Хтл;+ 2 — =  Xm̂ + 1 =  P  к

хо _  r°ü)m, — TOim

Определяем таким образом для всех 
п >  тктаких, что ср„ — ® >  О,
если ж е M O  такова, что <?п(рк) — 
— ? (рк)<  0 , то полагаем x n° =

Аналогично строим последовательность {уп (/)}. Построенные нами 
последовательности ( x f }, { y f }  можно считать, соответственно, после
довательностями (10) и (11)

1) Iim о п \хп(і)] =  a ,  (і), что следует из (10), так как Iim <р a 4 (і),
/I-+ OO /С-+ CO

Аналогично Iim [уп(і)] =  a2 (Z).
/2 -+OO

2) lim x„ (i) =  lim y„ (г) =  U,
П-уОО л-+OO

3) x f , y f ) f ]  (x„ (У), y„ (y)) =  O при TO= У, это следует из того, что
Un (О, У« (O )D U n (У), У° (У)) =  О при /ТО/, а наши последовательности
U n (O). (Уп(0 )  построены таким образом, что (хп (0 .  Уп (0 )  С U n (г), у п (0), 
так как из (9) и (10) ясно, что оп(х„(0 ,  yn(0 )  С Ui (О, M O )-

Построим последовательность функций
(T n U )K A f,  (16)

где
TП(0  =  М 0  при /1O U ( x n(i),у„(0),линейна на [хг„(/), у п(/)]. 

Построим последовательности функций

(Sn (O) «  = 1 , 2 . . .  (17).
при к =  к0, n =  1, 2,... следующим образом:

(хп(1) при /  =  X1 (1),
M O  =  U n (I) при г‘ =  у 1(1),

линейна на [O5X1(I)],  U 1(I ) ljV1(I)],  [у ,(1), 1].
HO



Ясно, что O7(Z) =  IimSn (Z) непрерывная на [0,1] функция, причем на
п-+оо

[Oj X1 (I)],  [ у , ( 1), 1] S7 (Z) строго монотонна, можно считать, что O=ZZ1=TM 
при Z e i x 1(I),  У! (1)1, S7(Z) =  Z1.

Пусть S7 (Z) =  Z2 при Z =  T2, T2 ÇA, где Д — интервал строгой моно
тонности функции S7 (Z).

Положим

S7(Z) при t e  (Ru  S i),
Z2 при t e K =  \а и ©]>

S2 (Z) =  ^причем т2 е [öj, ft,] С (Ru  S 1) и отрезок [а,,  ft,] настолько мал,

что IS1 (Z) — S2 (Z)| <  -  .
4I

Построим последовательность функций

так

2 / А  _Sn (Y)

{Si (Z)} С Al,

Sn (Z) при Z 6 (Z?1, S 1), 
х„ (2) при Z =  а ь 
у п (2) при Z =  ft,
линейна на [Db M],  F b Z+, Iftb S 1].

Ясно, что Iim S (Z) =  S2 (Z).
п -+ CO

Пусть уж е построены S3 (Z) и (Sn (Z)},..., Sk (Z) и (Sn (Z)) и пусть 
SK(Z) =  Z«+i при Z =  Tk+,, т к+2 е Д, где Д =  [/?к, Sk] — интервал строгой  
монотонности функции Sk(Z).

Положим

ік+ 1 (D =
Sk (Z) при t e  IR,и S k], 

tK+i при Z € 3Тк+ j =  [ак, ftK],

ÏK + 1 (D =

Sk(Z) при Z ë [D K, S k],
Zk+i при Ze ŸK+1=  [ак, Ьк],
причем тк+! е [ак, ftK] Q (Rn, Sk)и отрезок ftK] на- (18)

столько мал, что |SK (Z) — 8K+1 (Z)| < I
l/C + l

К +  I
(D

Построим также последовательность функций

( S F 1 (Z)) С ,
где

'Sn (Z) при Z б
хп(к  +  1 )  п р и  I =  a iz,

у п ( к  +  1) при Z =  ftK, 
линейна на [DK, ак\,  S k].

Ясно, что Iim on+1 (Z) =  8К+1 (Z).
п-+оо

Итак, имеем равномерно сходящиеся последовательности функций 

Si оп (t),.. .  IimbnJ=V (t),

i l l



8Ï 8 5 ( 0 , -  Hm K U =  8«(t). (19)

’n(i) =

B силу (18) о (t) — Iim 8* (t) непрерывная функция.
K-+OO

Рассмотрим функции <?„(/)€(I) .  Tn (0  6 (16) (20)
?/»[*«(*)] =  Tn [*п (01» Т* [у« (0 ]  =  Tn [у« (01 (в силу (16)). 

Положим
Tn Iyn ( O ) - T n  Wn (O)

2*
Произведем разбиение отрезка [хл (г), у„ (г)] точками (0  <
<  I1(I) < . . . <  12п ( і )  =  у п(і), чтобы «р„[х„(/)] +  (/? -  1)ея( 0 < ? „ ( 0 <

O tPnWHOl +  P eHO при te [/ + ь  Zjo(01. и точками х„ (г) =  S0 (г) <
<  S1 (г) < . . . <  S 2n (/) =  у„(г). чтобы у„ [х„ (г)] +  (/? — 1)г„ (г) < у п (V) <
<  Tn Wn (01 + Р ~ п (0  < € [S p -i (г), Sp (і)) р  =  \ ,  2 ...2 ”.

Положим ок "п
ч п о  = « п о + 2  2  рПо к = 1 , 2 ,...

І=1 при К = K q
1, 2 . . .

I+  w -  siTOi) + V i  (S^ -  о
РИО = оО) о (0Op С)р_1

при <6  [Sp-I ( 0 ,  (/)],

О при / б  [0, l ] \ [ S p _ i  (г), Sp (Z)] 

/  при <6 [0 , 1 ] \ U
О-п (t) = І= I

О при 16 IJ WHO. (01-ГО1

Легко видеть, что функции последовательности {г(п (t )} (20) тако-
вы, что -Zjn (t) е Af, Tjn [х„ (г)] =  хл (0 , 7п [уп (01 =  (0  и при <6  Wn (0>
УНОЬ

Ir-Pn [Tjn (01 — Tn (01 <  max (г) <  А . (21 )
/ Z

Так как Iimxw(Z) =  I i my72(Z) =  Q, то t|/<:(Q =  lim (Z) =  Q т. е. каждая
/г -*оо  п -+ о о  п -+ оо

последовательность функций (^n (O) « = 1, 2 ,... сходится равномерно 
на [0 , 1 ] ( [ 1]).

Итак, мы имеем последовательности равномерно сходящихся  
функций

Tji ( О . . - - +  (0 »-. Hm'Tn ( 0  =  Оп -+OO

Tji' (O.-.-.Tjn ( 0 .... Hm Tjn (/) =
п -+оо

(22)

Пусть {кт} - т =  1, 2, . . .  последовательность чисел натурального ряда
такая, что при і > к т

di  =  а2 (L) -  G4 С  ТО . (23)
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Такая последовательность существует, так как Пусть далее
І

{пт} последовательность натуральных чисел такая, что

I % : < < ) - < 1  <  ^ , Й ( 0 - г ' “ « ) | < 1 ,

причем последовательность {пт} строим так, чтобы было пт <  т. Такую 
последовательность чисел {пт} можно выбрать, так как последователь
ности (19) и (22) сходятся равномерно. Отсюда, учтя (16), (20), (21), 
(23) и то, что ят > / я ,  имеем

ITnm [fcm (t)} -  Inm (Z)| <  , (24)

“ m Ч Z Y )  =  t ,lim 8*“ (Z) =  lim U" (Z) =  3 (Z).
m->-oo m-+oo m-+oo

Для простоты обозначим

{ T .« W }  =  { T . ( 0 } ,  {T«m( m  =  {T„(0}.

u « :  ( m  =  (0 ). (z)} =  {3m (z)}.

Неравенство (24) запишется так:

l ? « h * ( / ) ] - T » ( * ) l  < L .  (24r)2m

Пусть (Z) =  v\m [8m (J ] .  По лемме (2) последовательность функций 
Um{t)}  (25) сходится равномерно.

Теперь для доказательства теоремы достаточно показать, что по
следовательность функций { ï m[om(J]}  (26) сходится равномерно.

В самом деле, пусть s > 0  произвольно.

I cPm [Фт (^)] Tm + zz [^m + zz ( J ] |  =  IcPm (7Im [°т (01) cPm+ zz {̂ rn + zz [8m + n ( Z)]}| <  
^  IcPm (7Im [°т (Ql )  Tm 0Л1 “Ь |?т + л {̂ rn + zz [°m + zz ( J ]}  Tzzz+л [8m + n (£)'( +

+  lTm[8m W ] - ' T « + « [ 8m+»W]|. (27)
Из полученного неравенства (27) с учетом (24') следует, что по 

следовательность функций { f m [tym{t)]} (28) сходится равномерно на 
отрезке [0 , 1 ], если равномерно сходится последовательность функ
ций (26).

Покажем, что последовательность функций (21) сходится равно
мерно. Для этого достаточно показать, учитывая [1], что l { t )  — lim Ym*

т>оо
[Sm(Z)] непрерывная на [0, 1] функция.

При Z6 [a,, ftj

Tm [Sm (Z)I =  ст J  -  T2J i mWI {t  _  ôi) +  Tm [ую ь
ft; — Cii

Ho так как Iim Tm U m(Z)] =  «і (Z). Hm Tm Iym (Z)I =  «2 (Z). тот-> оо т-> оо

6 (/) =  «2 (Р  -  Я| (/)  (Z -  ft;) +  а2 (Z) Z е [+ ,  ft;], 
ft; - Ö ;

Пусть R =  [О, 11 \ U Z;, где Zi — точка разрыва функции ср (Z).
І

Н а£ф ункция <р (Z) непрерывна. Покажем, что I (Z) =  Cp [8 (Z)] при ZGo- 1 (E),
8. З а к а з  5717. 113



тогда так как 3 ( / )  непрерывна на [0 , 1 ], a ср (Z) непрерывна на Е,  то  
функция S(Z) =  ср [8 (/)] непрерывна на 8 - 1 =  [О, 1]\IJ[TO> »,+

i
Пусть / 0е 8 -1 (+ ),  тогда 8 (Z0) ¢ + ,  т. е. 8 (Z0) -  точка непрерывности 

функции ср (/).
Так как Hm Sm (R0) =  S (R0), то по лемме 1

га-+  оо

Iim Ym [3m (Z0)] =  Hmcpm [Sm(Z0)] =  ср [S(Z0)].
г а -+оо га-+  оо

При / € ( [ 0 ,  1 ] \ и к  М )  TTCm(Z)] =  TOTCm(Z)] В силу (13) и (16).і
Теперь нетрудно видеть, что S (Z) =  IimYm Pm(Z)] есть функция не-

TTl = CO
прерывная во всех точках [О, 1], так как

ср [3(Z)] при Z e s - 1 ( + ) =  [О, 1 ] \ U K  ],
і

а2 (Z) — aI (Z)S(Z) =
(Z — »;) +Ct2 (Z) При Ze [то, »і]

bl — CLi
и если Eo-1 (E), тогда при / К-+ТО lim  ср [3 (Zk)] =  Ct1 (г), так как

/С - > о о

3 (Zk) -+ (Zi — 0), а при Zk -+  »; Iim ср [8 (Zk)] =  а2 (г), так как 3 (Zk)-+ (Zi+  О)..
К -+OO

Если же { /+  е [О, 1 ] \ 8 _1 (+ ) ,  то при Zk -+ + lim HZK) =  O1 (Z) приK = CO
t K =  bi lim с (Zk) =  Cl2 (Z), т. е. S-(Z) непрерывна в точках то,

K=OO
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