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Вопросу разложения на множители или определения корней харак­
теристического уравнения 3 степени посвящен целый ряд работ 
[1, 2, 3, 4]. Методы, изложенные в этих работах, позволяют решить 
задачу, но требуют затраты значительного количества труда. Пред­
лагаемый хметод сокращает объем вычислительной работы, если урав­
нение не содержит кратных корней. Это условие практически всегда 
выполняется, ибо в подавляющем большинстве случаев характери­
стические уравнения систем автоматического регулирования вообще 
не содержат кратных корней [3].

Рассматриваемый ниже метод разложения на множители может 
применяться для характеристического уравнения вида

а.  р'л +  а.,р2 + C i  1= 0 ,  ( 1 )

где Ui >  0, а2 >  0, >  0,
Если выполняется условие устойчивости Раусса-Гурвнца, то

а ,  • а 2>

Представим выражение (1) в виде

N iP  +  I) N iP '  +  1) =  0 (2)

при этом T i>  0, T2 +  0, T 3 >  0.
После преобразования получим

T1T2P3 Y  N 1T 3 +  T 2) г  +  (T 1Y  T 3) 1 = 0 .  (3)

Сравнивая выражения (1) и (3), видим, что

T1T2 ^ a 3,(4 —
T i • T3 Y T 2 — Ci2, (4 — б) 
T 1 -Y T3 = I U1. (4—  в) .

(4)

Определим пределы, которые ограничивают интервал существо­
вания T 1.Из выражения (4—6) следует

q, Clo 'P iI

• ~ ~ N '
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Чтобы T1 было положительно, необходимо выполнение неравенства 
T2 <  а 2. Из уравнения (4— а )имеем

T a*î — а  ио =  —  , отсюда T1 >  —  .
T1 а 2

Второй предел существования T  определяется из уравнения (4 в)

T 3 = U 1- T u

Чтобы было T 3 >  0, необходимо выполнение условия T 1 <  аг.
Таким образом, T 1 и T 3 существуют в интервалах

—  < D 1< a 1; О <  T 3 <  а,  — —  . 
а 2 а2

Для решения системы (4) необходимо найти интервал сущест­
вования T 1-T3.

А. Д ля  этого вначале найдем

Iim T 1 — а итогда Ііш —  .
Trо о O1

Из уравнения (4—6) имеем
а 3 T 1T 3 K a 3-  =  =  с' (5)
ал

При

I i m T 1 =  - ,  I im T 2 =  C2, T 1T 3 =  0.
Tral- -  ~а T r a r

а.,

T 1T3 существует в интервале
ОK T 1T3 ^ c ' .

Б. Положим, что произведение T 1mT3 =  Crr.
Рассмотрим тогда систему уравнений

4 T r T 3 =  C", ( (6)
T і +  T 3 =  а и\ (4—в)

Выразим T 3 из уравнения (4 — в) и подставим его в уравнение (6), 
тогда получим

Ti - C i 1T1 +  с" =  О,

так как T 1 > 0  и действительное число, то
CL 2

-  с" >  0 .
4

Отсюда
п 2

с" f i  = .  (7)
. 4

Для  того, чтобы выбрать первое приближение T 1-T3, необходимо 
сравнить следующие неравенства:

О + T 1Tzfic',(8



0 < Т г Т / < с { ( 8 - в ) ,
где C1 равно меньшему из чисел с' и с".

Когда найдены интервалы существования T 1 и T 1-Tz, можно дан­
ное характеристическое уравнение 3 степени разложить на множите­
ли. При этом возможны следующие случаи:

0
Случай 1

И з  р а с с м о т р е н и я  в ы р а ж е н и й  ( 8  —  а)  и  ( 8  —  б)  с л е д у е т ,  ч т о

тогда
Clo

C1 =  а,,   .
а,

Представим графически выражения (4 — в) и (8 — в) сплошными 
линиями на рис. 1. Из рисунка видно, что с может лишь уменьшать­
ся или быть равным числу C1. Уменьшение числа с означает, что 
гипербола сдвигается к началу координат (см. пунктирную линию на 
рис. 1). Поэтому, если определить сейчас точку пересечения гипер-

Y2
Рис. 1. Графическое представление уравнений (4—в) и (8—в).

болы C1 с прямой, то тем самым значительно уменьшается интервал 
существования T 1. Система уравнений (4 — в) и (8 — в) равносильна 
уравнению
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7 2 — CLxT  +  C1 -T-O7
и з  к о т о р о г о  и м е е м

T u з =  т е г ± ] /  л—  сі- < О)

Т\

2 — V f
значения T i

а, I /  a I
T  + V  T -
Cli I / т е
2 ' V 4T3 = Y -  I /  - +  -ГО .

П р о в е р к а .  Подсчитываем значение T1T 3 +  T'., =  а'2 и сравни­
ваем с щ\ если а 2 отличается от CL11 то)определяем C1 по формуле

C2 =  O2- Г О  (10)
1 ;/

Затем снова определяем Т\-Т'г +  Т\ =  а .,и делаем проверку. Расчет 
ведем до тех пор, пока не получим требуемой точности (пример № 1).

Случай 2.

с'
с"

>  1.

В этом" случае после определения интервалов существования 
T1 и T 1-T3 следует определить Т\  по выражению

т\ = — Ъ—  , (И)
а 2 — C1

тогда из (4 — а) и ( 4 -  в) получим:

т:• а, -  г ; ,  
а  >Т.,
г ;

П р о в е р к а .  Подсчитываем значение Т \ - T r3 + T '  =  а2 и сравниваем
с а 2. Если CL2 отличается от а 2і то определяем с2 и по нему находим 
7+ Формулу для определения C2 получим после подстановки значе­
ния Т\  в выражение (9)'

7 '  aL  i 7 aI с
1 2 I 4 2’

отсюда с2 =  T ' +'). (12)

Вычисления ведем до тех пор, пока сп-\  - с л иг 0  с требуемой точ­
ностью.

Пример 1.
Рассмотрим уравнение

7 / + + 3 +  +  5 7 + 1  = 0 .
Согласно (1) имеем

CL3 7 , CL1 3,  CL1 — 5.

1 шаг. Проверим, выполняется ли условие Раусса-Гурвица
3 * 5  >  7 .
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2 шаг. Определяем интерва/і существования постоянной времени T 1

L  =  2,33 K T i < 5 .
3

3 шаг.  Определяем по выражению (8-в) интервал существования 
T 1-T3

Cr =  U2- N l - .  с ' =  3 - - 1  = 1 , 6  ;
CL1 5
п 2 Ч2^  =  «і_ С" =  =  6 25
4 4

Следовательно, 0 <  T 1 1,6.
4 шаг.  Определяем отношение

с' 1 6—  =  -Ъ—  0,256.
с" 6,25

Q1
Так ка к — < 1 ,  то вычисление T 1 ведем по формуле (9)

Z  =  T  +  г  6 , 2 0 - 1 , 6  -  4,66;

TL =  5 -4 ,66 =  0,34; T 2 =— - — = 1 , 5 .
4,66

ГІ р о в е  р ка.  а2 =  4,66-0,33 +  1,5 =  3,04.
5 шаг. Проводим второе приближение

C2 = 3  —  =  1,5,
4,66

тогда
T1 =  4,7; T3 =  0,3; 1,49.

I

П р о в е р к а .  «2 =  4,7-0,3 +  1,49 =  3,0 
Получили полное совпадение а\  с а2.

Пример 2.

Решим следующее уравнение:
0,025 P3 +  0,225 р 2 +  0,75 1 = 0 .

Аналогично производим шаги 1, 2, 3.
1. 0,225-0,75 > 0 ,0 2 5 .

0 0252 + U f i  =  о д  11 <  T 1 < 0 , 7 5 .
0,225

3. ТО =  0,225 = 0 7 2 2 ;  =  0,14; L -  =  1,56.
0,75 4 ТО'

Следовательно, 0 <  T1-T3< 0 ,1 4 .
4. Пользуемся формулами (11) и (12)

T'. = NN2I  =  0,294; Co =  0,294 (0,75 — 0,294) =  0,134;
1 0 , 2 2 5 - 0 , 1 4 0

7. З а к а з  5734. 9 7



T 1 = -------0U 5-----  =  0,275; +  =  0,275 (0,75 -  0,275) =  0,130;
0,225 0,134

T] =  - — L 025------ =  Q 263; C4 =  0,263 (0,75 -  0,263) =  0,128.
0,225 0,130

0 025Г іv = ------------------- -- 0,251; C5 =  0,254 (0,75 -  0,254) =  0,126.
0,225 — 0,128

7\ѵ =  L U — .= 0,253; с(! == 0,253 (0,75 — 0,253) =  0,125.
0 , 2 2 5 - 0 , 1 2 6

О 095Гуі = ------------- =  25 =  0 25(0 75— 0,25) =  0,125.
0 , 2 2 5 - 0 , 1 2 5

П р о в е р к а .

T z =  0,75 0.25 =  0,5; T9 =  U U  =  о, 1,
0,25

а о =  0,25-0,5 +  ОД =0 ,225 .
Получили полное совпадение.

Сравним предложенный метод с методом итераций [2J для урав­
нений 3 порядка. В примере 2, сосчитанном методоім итераций |1|, 
решение получено после 10 итераций. При решении же этого приме­
ра данным методом результат получен после 6 приближений с той же 
точностью.

Вывод

Определение интервала существования постоянных времени еще 
до расчета уменьшает количество итераций, делает расчет более 
целенаправленным.

Сходимость вычислений тем большая, чем сильнее неравенство
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