
В соответствии с современными представле�
ниями о процессе, выпуск сыпучего материала
(СМ) происходит в виде стохастических сдвигов
блоков вещества произвольной, постоянно изме�
няющейся формы с пониженной концентрацией
вещества на границах между ними [1–3]. Форми�
рующиеся при периодическом образовании и об�
рушении блоковых структур своды могут прини�
мать любые очертания, однако, среднестатистиче�
ская их форма должна быть достаточно гладкой.
Упрощенно процесс может быть представлен в ви�
де системы периодически возникающих и разру�
шающихся сводов, расположенных во всем объеме
материала. При этом обрушение нижележащих
сводов предшествует обрушению вышележащих, и,
таким образом, параметры процесса выпуска СМ
определяются, в основном, условиями образова�
ния свода над выпускным отверстием [1–5]. В свя�
зи с рассмотренным механизмом процесса истече�
ния представляется физически обоснованным
предположение о том, что движение вещества в ко�
нической части зоны выпуска происходит под дей�
ствием поля напряжений, возникающего вслед�
ствие открывания выпускного отверстия [2, 3, 6, 7].

Предметом данного исследования является ги�
дравлическая или массовая (в зарубежной термино�
логии «mass flow») форма истечения сыпучего мате�
риала. Такая форма характерна для хорошо сыпуче�
го вещества (как правило, имеющего низкую влаж�
ность и малое содержание тонких фракций), и при
ее наличии область неподвижного материала имеет
место только в нижней части емкости (зоны СЕМ и
NFD на рис. 1). В соответствии с предложенной рас�
четной схемой принято, что в верхней цилиндриче�
ской области ABCD скорость и объемная плотность
материала остаются постоянными и претерпевают
изменения лишь в конической части CMND зоны
выпуска. Справедливость такого предположения
подтверждена многочисленными эксперименталь�
ными данными различных авторов.

Для замыкания системы уравнений движения и
неразрывности установившегося осесимметрично�
го выпуска сжимаемого СМ в сферических коорди�
натах компоненты тензора напряжений предста�
влены в соответствии с гипотезой П.И. Лукьянова
[2] о перераспределении напряжений в слое СМ
при открывании выпускного отверстия, широко
используемой в настоящее время различными ав�
торами. В настоящей работе использовано выраже�

ние (1) [7], описывающее действие сил на слой ве�
щества, имеющий форму пространственного кону�
са, частным случаем которого и является соотно�
шение Буссинеска�Фрелиха [2]:

(1)

Здесь Δк – радиальное напряжение в массиве
материала; ν – коэффициент распределительной
способности; q – вертикальное напряжение, дей�
ствующее на уровне плоскости выпускного отвер�
стия; β – угол наклона стенок емкости к вертикали.

Рис. 1. Схема к расчету полей напряжений и скоростей дви#
жущегося слоя СМ

Учитывая результаты многочисленных исследо�
ваний, как теоретических, так и эксперименталь�
ных, показавших, что перемещение сыпучего мате�
риала вблизи выпускного отверстия по форме весь�
ма близко к радиальному [2–4, 6], систему можно
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значительно упростить. Вдоль линий с постоян�
ным значением угла θ для случая радиального дви�
жения получим следующую систему уравнений:

где f – коэффициент внутреннего трения сыпучей
среды.

С учетом условия равномерного движения нес�
жимаемого сыпучего материала до границы кони�
ческой зоны выпуска Vr=V0 и ρ=ρ0 при
r=D0/(2tgα3cosθ) значения искомых функций при�
мут следующий вид:

(2)

Здесь α3 – угол, определяющий зону ускорен�
ного движения СМ; d0 – диаметр выпускного
отверстия; D – диаметр массива.

Анализ полученных выражений (2) показывает,
что по мере приближения к выпускному отверстию
скорость движения частиц монотонно возрастает, а
величина объемной плотности имеет минимум при
r=D/(2expθ tgα3)exp[fρ0V0

2D2/(νd0
2qcosν–2θ tg2α3)–1/2].

Скорость перемещения СМ вблизи оси симметрии
выше, а объемной плотности несколько ниже, чем
в периферийной области. Это обстоятельство, а
также возрастание объемной плотности сыпучего
материала по мере приближения к поверхности
свода, образующегося над плоскостью выпускного
отверстия, соответствует современным представле�
ниям о процессе истечения сыпучего материала из
емкости [2–4, 6, 7] и экспериментальным данным
[2, 3, 7, 8]. Возрастание плотности материала по
мере приближения к поверхности свода может
быть объяснено стеснением потока в условиях ра�
диального движения.

Для получения численных значений V0 рассмо�
трим [7] напряженное состояние вещества в точке О"
(рис. 1). При открывании выпускного отверстия его
слой пластически деформируется и сыпучий матери�
ал приходит в движение. При этом, по нашему мне�
нию, значения объемной плотности, скорости пере�
мещения частиц и вертикального напряжения изме�
няются соответственно от ρ0, 0 и q для неподвижно�
го слоя до ρv, Vv и 0 для установившегося движения.

Отсюда, массовый расход материала можно в окон�
чательном виде представить следующим образом [7]:

(3)

Для практического использования соотношения
(3) необходимо оценить величину напряжений q на
уровне выпускного отверстия при образовании сво�
довой структуры и прекращении процесса истече�
ния. Изучение неподвижного слоя сыпучего матери�
ала в состоянии упругого равновесия представляет
собой весьма сложную проблему. Прямая постанов�
ка задачи теории упругости, предполагающая опре�
деление компонент перемещений, деформаций и
напряжений, как функций координат, в механике
сыпучих сред, как правило, заменяется более про�
стой, в которой деформации исключаются из рас�
смотрения, а дополнительно к уравнениям равнове�
сия вводится экспериментально обоснованное [2, 3,
9, 10] требование наличия в каждой точке рассматри�
ваемой области предельного напряженного состоя�
ния, то есть выполнение критерия Кулона�Мора.

Статически определимая система при этом зна�
чительно упрощается. Для плоской задачи она
имеет следующий вид:

(4)

Здесь σx, σy, τxy – компоненты напряжений в де�
картовой системе координат; H – временное сопро�
тивление растяжению; φ – угол внутреннего трения.

Практически все используемые в настоящее
время методы расчета распределения напряжений
в неподвижном слое сыпучей среды являются в той
или иной степени упрощениями системы диффе�
ренциальных уравнений предельного напряженно�
го состояния (4). Для анализа предельных состоя�
ний неподвижного слоя – активного и пассивного,
целесообразно использовать математически стро�
гий метод решения системы (4), детально разрабо�
танный для задач механики грунтов В.В. Соколов�
ским [10]. Им сформулированы основные краевые
задачи, выполнена постановка граничных условий,
разработано понятие об особых точках, в которых
локализуются условия разрушения и предложены
эффективные методы численного интегрирования
для самых разнообразных задач механики грунтов.
Однако, при применении указанного метода к рас�
чету поля напряжений в реальных связных матери�
алах, размещенных в емкостях, возникают опреде�
ленные сложности. В частности, в массиве веще�
ства, обладающего некоторым значением началь�
ного сопротивления сдвигу, кроме областей, где
СМ находится в предельно�напряженном состоя�
нии, существуют непредельные зоны, размеры и
характер распределения напряжений в которых до
конца не ясны. Сам метод не учитывает сжимаемо�
сти материала и влияния на формирование слоя
жесткого основания.
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В настоящей работе определены граничные
условия на поверхности СМ и предложен метод
расчета параметров непредельной области (разме�
ров, формы и распределения напряжений) для
связной несжимаемой и сжимаемой сыпучих сред
при наличии трения с ограждающими поверхно�
стями. Для описания сжимаемости угольных кон�
центратов различной влажности применяется вы�
ражение ρg=Aσy

2+Bσy+M, справедливость которо�
го показана в [11, 12].

Учет сил трения по стенкам выполним на осно�
ве анализа условий в особой точке Р (рис. 2). При
этом значение угла ϕ (между направлением σ1 и
осью x) изменяется от ϕ1=π/2 (для случая нагрузки)
или ϕ1=0 (для случая пассивного напряженного со�
стояния) до значения ϕw, зависящего от вида на�
пряженного состояния и угла отклонения приве�
денного напряжения по стенке бункера. Угол от�
клонения полагаем равным углу внешнего трения,
то есть касательные напряжения по стенке бункера
полагаем полностью развитыми. Эта гипотеза при�
нята во многих попытках улучшения формулы Ян�
сена [3, 13, 14], а также подтверждена эксперимен�
тально [3, 13]. Значение угла ϕ, как показано в ра�
боте [10], для случая активного напряженного со�
стояния в емкости по левой и правой стенкам рав�
но соответственно ϕw=β–1/2[arcsin(sinφw/sinφ)–φw]
и ϕw=β+1/2[arcsin(sinφw/sinφ)–φw]. Здесь β – угол
наклона стенки к оси OX, φw – угол внешнего тре�
ния.

Рис. 2. Расположение основных линий скольжения в пло#
ском симметричном бункере, заполненном СМ с го#
ризонтальной верхней поверхностью

Величина s вдоль отрезка P IP II для случая актив�
ного напряженного состояния определяется в со�
ответствии с выражением [10]:

(5)

Это значение меньше величины σ в точке P при
ϕ1=π/2, что приводит при определении компонен�
тов напряжений к получению отрицательных зна�
чений. Отсюда следует, что определение граничных
условий, а также параметров непредельного слоя
должно производиться с учетом выражения (5).

Из условия σx=0 и выражения (5) получим при�
веденное напряжение на границе двух зон (актив�
ный случай):

Высоту непредельной области (h0) OIP IPO
(рис. 2) определим из условия непрерывности вер�
тикальных напряжений (σy=ρgh0) для несжимаемо�
го сыпучего материала в точке P [15, 16]:

(6)

Для сжимаемого материала высоту непредель�
ной зоны OIP IPO находим из выражения:

где 

(7)

Из условия непрерывности компоненты и вы�
ражения σy=ρgh0

1 для несжимаемой сыпучей среды,
получим значение высоты непредельной области
при отсутствии трения с ограждающими стенками
(рис. 2) OIP IP IIOII [15, 16]:

(8)

Для сжимаемого материала высота этой зоны
определится выражением:

(9)

Распределение вертикальных напряжений для
несжимаемого и сжимаемого материалов соответ�
ственно в непредельной зоне OIP IPO (высота зоны
рассчитывается по выражениям (6) и (7)) и области
OPA11 определится следующим образом:

и
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Касательные напряжения в непредельной зоне
OIP IPO и области OPA11 отсутствуют (рис. 2). Гори�
зонтальные напряжения в верхней части OIP IP IIOII

(высота зоны рассчитывается по выражениям (8) и
(9)) равны нулю, в нижней же OPPIIOII (h0

2=h0=h0
1)

определение их величины производится по сле�
дующей формуле [19]:

Используя полученные результаты, зададим
граничные условия вдоль оси ОХ, расположенной
на глубине от поверхности материала [16]. Для слу�
чая горизонтальной верхней поверхности заполни�
теля в области OPA11 (рис. 2) сетку линий скольже�
ния образуют два семейства параллельных прямых.
Значение угла постоянно: при активном напря�
женном состоянии ϕ=π/2, а при пассивном напря�
женном состоянии ϕ=0. Распределение напряже�
ний в области OPA11 определяется для несжимаемо�
го материала при активном напряженном состоя�
нии формулой

Соотношение, показывающее распределение
напряжений в реальной сжимаемой среде:

где

В зоне A11PA22 одно семейство линий скольже�
ния представляет собой кривые, проходящие через
точку Р, а второе – логарифмические спирали.

Для вычисления значений x, y, σ и ϕ в конеч�
ном числе узловых точек Ai,j вдоль линий скольже�
ния по значениям их в соседних узловых точках
Ai–1, jAi, j–1 производные заменяются конечными раз�
ностями [10, 16]:

где C=yi,j–yi–1,j–tgφ(xi,j–xi–1,j), а D=yi,j–yi,j–1+tgφ(xi,j–xi,j–1).

Выполняя последовательно вычисления по схе�
ме первой краевой задачи, начиная с известных
значений искомых величин на границах, можно
найти их величины во всей интересующей области.

В точках касания линиями скольжения стенок
аппарата значения σ и y определяется по схеме вто�

рой краевой задачи по известным значениям x и ϕ
для активного напряженного состояния (вдоль оси
симметрии ϕ=π/2, x=0, а вдоль стенки
ϕw=β+1/2[arcsin(sinφw/sinφ)–φw], x=R). При этом
соответствующие выражения выглядят следующим
образом:

• вдоль стенки аппарата

(10)

• вдоль оси симметрии

(11)

Предложенный метод обеспечивает непрерыв�
ность компонент напряжений во всем массиве за�
полнителя. При использовании его для расчета
плоских конических аппаратов следует граничные
условия вдоль оси симметрии оставить без измене�
ния, а вдоль стенки записать ϕw=β+1/2[arc�
sin(sinφw/sinφ)–φw], y=tgβx. Подстановка данных
выражений в (10) и (11) приводит к получению
искомых результатов. В случае несимметричной
емкости граничные условия записываются вдоль
обеих ограждающих поверхностей и расчет ведется
для всего массива СМ.

Для учета сжимаемости сыпучего материала в
рекуррентные выражения (10) и (11) подставляем:

где 

где

Анализ результатов, полученных при использо�
вании описанного метода, показывает, что, как и в
приближенных методах [17, 18], с увеличением вы�
соты слоя материала величина монотонного прира�
щения давления постепенно снижается, а абсолют�
ное значение его стремится к пределу. Эти результа�
ты не согласуются с данными ряда эксперименталь�
ных исследований для емкостей конечной высоты,
показывающими, что эпюры давлений экстремаль�
ны с минимальными значениями у верха засыпки и
у основания подпорной стенки [14, 19]. Представля�
ется справедливым предположение авторов работы
[19], объясняющих несоответствие эксперименталь�
ных данных теоретическим расчетам отсутствием
учета влияния существенного фактора – жесткого
основания, ограничивающего засыпку снизу.

Для решения задачи следует рассмотреть усло�
вия формирования слоя материала вблизи днища
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отклоняется, значение ϕ несколько выше –
ϕw=b+1/2[arcsin(sinφw/sinφ)–φw] и остается по�
стоянным вплоть до переходной зоны, ограничен�
ной линией скольжения A44A24 (рис. 2). Здесь влия�
ние жесткого основания приводит к дополнитель�
ному изменению угла ϕ: со значения ϕ0, соответ�
ствующего началу переходной зоны y0 до ϕk=π/2+ε
(максимально возможная величина, определяюща�
яся положением линий скольжения первого семей�
ства) по параболическому закону [15].

Для реализации предложенного метода расчета
разработаны алгоритм и программное обеспече�
ние, апробированные на примере влажного угле�
родсодержащего материала. На рис. 3 представле�
но распределение величины объемной плотности
влажной угольной шихты (Wt

r=9 %) по данным [20]
и по нашим расчетам (значение физико�механиче�
ских характеристик приведено в работах [11, 12]
для емкости высотой 7 м).

Рис. 3. Распределение плотности обогащенного угля
(Wt

к=9,0 %) по высоте камеры коксования: 1) по экс#
периментальным данным; 2) с учетом влияния же#
сткого днища

Представленные данные использованы для опре�
деления конструктивных параметров конической
части аппаратов. Установлена зависимость безраз�
мерного расхода СМ от угла наклона стенок аппара�
та. По мере перехода от плоскодонного бункера к ко�
ническому с малым углом раскрытия конуса расход
возрастает, достигая максимального значения при�
мерно при значении 25°, затем снижается. Это сни�

жение скорости может быть объяснено сужением ак�
тивной зоны выпуска и, как следствие, уменьшению
ее пропускной способности. Качественное соответ�
ствие ее приведенным в работах [2–4] эксперимен�
тальным данным, использованным М.Б. Генерало�
вым для уточнения модели истечения материала из
бункера с плоским днищем, несомненно.

На рис. 4 приведены зависимости объемного
расхода хорошо сыпучей среды (f=0,577; ν=3;
α3=24°; ρ=3000 кг/м3) от диаметра выпускного
отверстия из цилиндрического аппарата диаме�
тром 0,5 м. Как следует из рисунка, расчетные дан�
ные находятся в хорошем соответствии с данными,
полученными экспериментально. Более подробно
сопоставление теоретических и опытных результа�
тов и оценка адекватности предложенной модели
приведены в работе [7].

Рис. 4. Зависимость объемного расхода металлических ша#
риков от диаметра выпускного отверстия: 1) расчет#
ные, 2) экспериментальные А.В. Каталымова. Расчет#
ные зависимости адекватно описывают эксперимент
при уровне значимости 0,05

Предлагаемый метод расчета напряжений и
объемных плотностей в неподвижном слое сыпуче�
го материала учитывает наличие характерных зон
(предельных и непредельных), влияние жесткого
основания и основан на математически строгой
теории предельного напряженного состояния. По�
лучаемые с его помощью результаты соответствуют
экспериментальным данным и современным пред�
ставлениям о характере распределения статических
напряжений в хранилищах сыпучих материалов.
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Введение

Согласно действующей нормативной докумен�
тации контроль радионуклидного состава и актив�
ности твердых радиоактивных отходов (ТРО) явля�
ется обязательной процедурой [1]. При определе�
нии указанных характеристик для средне� и высо�
коактивных ТРО возникает ряд трудностей, кото�
рые обусловлены с одной стороны необходимо�
стью выполнять все операции дистанционно и при
минимальном вмешательстве персонала [1, 2]. С
другой стороны, измеряемые объекты (счетные об�
разцы) часто имеют сложную геометрическую фор�
му, а также неравномерное распределение материа�
ла и активности по объему счетного образца. Это
приводит к значительной неопределенности ре�
зультатов при контроле активности ТРО.

Целью настоящей работы являлась разработка
гамма�спектрометрического метода контроля ак�
тивности и нуклидного состава средне� и высоко�
активных ТРО, включающего соответствующее ме�
тодическое и метрологическое обеспечение.

Гамма9спектрометрический метод контроля 

активности и нуклидного состава 

средне9 и высокоактивных ТРО

Разработанный метод основан на непосред�
ственном измерении активности и нуклидного со�
става отходов на гамма�спектрометре с расширен�
ной неопределенностью (Р=0,95) не более 60 % в
энергетическом диапазоне от 80 до 3000 кэВ и ди�
апазоне активности ТРО от 106...1012 Бк/кг. Измере�
ния проводятся в геометрии, соответствующей ку�
зову автомобиля, предназначенного для перевозки
отходов данного класса.

Сущность предложенного способа измерений
заключается в регистрации и последующем анализе
аппаратурного спектра гамма�излучения счетного
образца ТРО с помощью метода Монте�Карло [3, 4].
На первом этапе на основе аппаратурных спектров
образцовых стандартных источников гамма�излуче�
ния определяется зависимость эффективности ре�
гистрации гамма�излучения от его энергии в геоме�
трии «точка». В дальнейшем, используя расчетную
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