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Известно достаточно большое количество работ
[1–4], посвященных проблеме синтеза регуляторов
для систем с интервально�заданными параметра�
ми. Большинство методов синтеза робастных регу�
ляторов, предложенных в последнее время, осно�
ваны на оптимизации по различным критериям и
имеют ряд недостатков [3, 4]:

• требуют большого объема вычислений;

• приводят к получению регуляторов высокого
порядка;

• позволяют проводить синтез интервальной си�
стемы не более чем по двум параметрам регуля�
тора.

Известно, что динамика любой линейной си�
стемы с постоянными коэффициентами главным
образом зависит от расположения ее доминирую�
щих полюсов [5, 6]. Поэтому для обеспечения га�
рантированных динамических свойств интерваль�
ных систем (ИС) предлагается использовать прин�
цип доминантного размещения полюсов. В соот�
ветствии с данным принципом для получения тре�
буемого качества ИС доминирующие полюсы
необходимо расположить желаемым образом, а
остальные (свободные) полюсы разместить значи�
тельно левее доминирующих.

Решение задачи размещения доминирующих
полюсов стационарных систем в заданных точках
комплексной плоскости рассматривается в ряде
работ и решается различными методами: с помо�
щью полиномиальных уравнений синтеза, интер�
поляционного метода назначения доминирующих
полюсов [6] и на основе метода D�разбиения [5].

Поскольку коэффициенты характеристическо�
го полинома ИС имеют фиксированные пределы
изменения, то полюсы системы являются локали�
зованными в некоторых замкнутых областях, кото�
рые желательно размещать требуемым образом.
Желаемое размещение доминирующих и свобод�
ных полюсов предполагает, что области их локали�
зации не должны выходить за допустимые границы
при любых значениях интервальных параметров.

В работе [7] предложен способ размещения
областей локализации полюсов ИС, гарантирую�
щий ее допустимые колебательность и степень
устойчивости. Данный способ позволяет распола�
гать области локализации доминирующих полюсов
ИС в заданном усеченном секторе, а свободные по�
люсы – в требуемой области. Однако применение
данного метода ограничено условием

(1)

где Θ0 – угол, определяющий допустимую колеба�
тельность ИС, i – индекс интервального коэффи�
циента, i=1,n

⎯
, n – порядок полинома.

В работе предлагается метод, позволяющий разме�
щать области локализации доминирующих полюсов
ИС в усеченном секторе при любом значении угла Θ0.

Постановка задачи

Пусть характеристический полином ИС пред�
ставлен в виде:
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(3)

где k
–

– вектор настраиваемых параметров регуля�
тора, линейно входящих в коэффициенты полино�
ма (2), ai(k

–
) – интервальные коэффициенты, р –

оператор Лапласа.

Ставится задача: найти такие значения параме�
тров ki, i=1,2,...,r, чтобы при возможных вариациях
интервальных коэффициентов полинома (2) в ди�
апазонах (3), области доминирующих полюсов рас�
полагались в заданном усеченном секторе, а сво�
бодные полюсы были локализованы в заданной
области (рис. 1).

Рис. 1. Области расположения полюсов ИС

Так как в выражение (2) входят интервальные
коэффициенты, то оно соответствует семейству
полиномов. По корням каждого из этих полиномов
можно определить колебательность и степень
устойчивости соответствующей стационарной си�
стемы. Для оценки корневых показателей качества
ИС желательно не рассматривать все семейство по�
линомов, а выделить из них только те, которые бу�
дут определять максимальную колебательность и
минимальную степень устойчивости ИС при за�
данных параметрах регулятора. При этом искомые
полиномы должны быть вершинными, т. е. зада�
ваться набором предельных значений интерваль�
ных коэффициентов. В работе [7] поставленная за�
дача решена с использованием только одного вер�
шинного полинома. Однако недостатком такого
решения является невозможность применения раз�
работанного подхода для всех значений Θ0, за�
дающих допустимую колебательность. Поэтому в
данной работе предлагается методика параметри�
ческого синтеза робастного регулятора, лишенного
указанного выше ограничения.

Выбор вершинных полиномов

Для расширения области применения методики
предлагается при синтезе регулятора использовать
два вершинных полинома, один из которых – R v

b1(p)
определяет минимальную степень устойчивости
ИС, а второй – R v

b2(p) задает максимальную колеба�
тельность. При этом необходимо одновременное
выполнение двух условий (рис. 2): Θ0<Θi

q<Θ0+π для
корня p0 и π/2<Θi

w<2π/2 для корня p'0.

Рис. 2. Корни полиномов R v
b1(p), Rv

b2(p), определяющие каче�
ство ИС

Исходя из результатов работы [7], получим
условия формирования R v

b1(p) и R v
b2(p). 

Для полинома R v
b1(p):

Если Θ0(i–1)∈(π/2;3π/2], то ai=aimax=ai
–

и max�
Ci=Θ0(i–1)–π/2.

Если Θ0(i–1)∈(–π/2;π/2], то ai=aimax=ai–
и max�

Ci=Θ0(i–1)+π/2.

Величина maxCi необходима для определения гра�
ницы области размещения свободных полюсов: 

где m – количество сво�

бодных полюсов, α2, β2 – координаты доминирующе�
го корня найденного полинома R v

b1(p), d0 – прямая,
левее которой размещается область свободных полю�
сов. Если свободные полюсы не будут размещаться в
этой области, то найденный полином не будет опре�
делять минимальную степень устойчивости ИС.

Для полинома R v
b2(p):

Если iΘ'0∈(π;2π], то ai=aimax=ai
–

и maxCi=iΘ'0–π.

Если iΘ'0∈(0;π], то ai=aimax=ai–
и maxCi=iΘ'0.

Так как величина Θ'0 неизвестна, то условиями
для формирования полинома R v

b2(p) воспользовать�
ся нельзя. Пусть полиномы R v

b1(p) и R v
b2(p) являются

вершинными полиномами одной реберной ветви и
поэтому отличаются пределом только одного коэф�
фициента. Тогда для определения R v

b2(p) необходи�
мо найти такой коэффициент полинома R v

b1(p), пре�
дел которого изменится на противоположный при
изменении угла сектора от Θ0 до Θ'0 и при измене�
нии условия направления векторов выхода ребер�
ных ветвей. Для этого после формирования поли�
нома R v

b1(p) определяются Θ'0 в соответствии с пре�
делами коэффициентов ai, полученных при каждом
i из условий: iΘ'0∈(π;2π] при ai

–
или iΘ'0∈(0;π] при ai–

.
Если при коэффициенте с индексом i не выполня�
ется условие Θ0<Θ'0<π, то R v

b2(p) будет отличаться от
R v

b1(p) пределом этого коэффициента. 

Рассмотрим способ выбора параметров регуля�
тора при двух определяющих вершинных полино�
мах. Пусть характеристическое уравнение линейной
непрерывной системы управления приведено к виду

(4)
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где ki, i=1,2,...,r – параметры, значения которых
необходимо выбрать так, чтобы обеспечить требу�
емое качество управления, Ai(p), i=1,2,...,r, B(p) –
полиномы.

Пусть корень p0 лежит на прямой
Λ(α)=–α+jβ(α), определяющей максимальную
колебательность ИС. Если β(α)=α.tg(π–Θ0), то
Λ(α)=–α+jα.tg(π–Θ0).

При подстановке в (4) 

p(α)=Λ(α)=–α+jβ=–α+jα.tg(π–Θ0) 

получаем

(5)

Уравнения (5) связывают варьируемые параме�
тры ki, i=1,...,r с корнями λj(α), j=1,...,l. Представим
систему уравнений (5) в матричной форме

(6)

где

Для размещения свободных полюсов в задан�
ной области сделаем в (4) подстановку
p=–δ(ω)+jω. В результате получим:

(7)

В матричной форме (7) имеет вид

(8)

где

Для определения уравнения границы D�разбие�
ния объединим (6) и (8) в одну систему уравнений

(9)

Из первого уравнения системы (9) имеем

(10)

После подстановки (10) во второе уравнение
системы (9), получим искомое уравнение границы
D�разбиения

(11)

Далее, задаваясь значениями ω в пределах от
–∞ до ∞ и вероятными значениями α, строим на
основании (11) границы D�разбиения на ком�
плексной плоскости. Они разделяют плоскость па�
раметра k1 на ряд областей, среди которых необхо�
димо выделить (если она имеется) область, соот�
ветствующую требуемому расположению свобод�
ных полюсов системы.

После выбора значения k1 на основании выра�
жения (10) рассчитываются функции значений за�
висимых параметров k2(α),..., kr(α).

Пусть второй корень p0' лежит на прямой
Λj'(β')=–α'+jβ', параллельной мнимой оси и опреде�
ляющей минимальную степень устойчивости ИС.

Подстановка pj(β')=Λj'(β')=–α'+jβ', j=1,...,l в (4)
дает уравнений

(12)

Эти уравнения связывают варьируемые пара�
метры ki, i=1,...,r с корнями, лежащими на прямой
Λj'(β'), j=1,...,l.

Представим систему уравнений (12) в матрич�
ной форме

(13)

где

Для определения уравнения границы D�разбие�
ния объединим (8) и (13) в одну систему уравнений

(14)

Из первого уравнения системы (14) имеем:

(15)

После подстановки полученного выражения
(15) для вектора g2 зависимых варьируемых параме�
тров во второе уравнение системы (14), получим
искомое уравнение границы D�разбиения:

(16)
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После выбора значения k1 из найденной области
D�разбиения на основе (15) рассчитываются функ�
ции значений зависимых параметров k2(β'),...,kr(β').

Решая систему из r–1 уравнений ki(α),...,ki(β'),
i=2,r
⎯

, находим αи β'. Подставляя найденные значения
α и β' в (15), получаем значения настроек регулятора.

Методика размещения полюсов 

по двум вершинным полиномам

На основании проведенных исследований раз�
работана методика размещения полюсов ИС в за�
данном усеченном секторе по двум вершинным по�
линомам, включающая следующие этапы.

1. Задаются желаемые показатели качества ИС:
максимальная колебательность и минимальная
степень устойчивости.

2. Из условия формирования полинома R v
b1(p)

определяется минимальное значение maxCi и
соответствующий набор пределов коэффициен�
тов полинома R v

b1(p).

3. В соответствии с пределами коэффициентов ai

полинома R v
b1(p) из условий iΘ'0∈(π;2π] при ai=ai

–

и iΘ'0∈(0;π] при ai=ai—
определяются Θ'0. Если

при некотором коэффициенте не выполняется
условие Θ0<Θ'0<π, то R v

b2(p) будет отличаться от
R v

b1(p) пределом этого коэффициента.

4. Определяется уравнение прямой d0.

5. Задается прямаяΛj(α)=–α+jα.tg(π–Θ0+0), опре�
деляющая максимальную колебательность ИС и
строятся границы D�разбиения в пространстве
параметра k1 при различных значениях α.

6. Задается прямая Λj'(β')=–α'+jβ', определяющая
минимальную степень устойчивости ИС и стро�
ятся границы D�разбиения в пространстве па�
раметра k1 при различных значениях β.

7. Из областей D�разбиений, полученных в пп. 5, 6
методики, выбирается значение k1 и определя�
ются функции значений зависимых параметров
k2(α),..., kr(α) и k2(β'),..., kr(β').

8. Решая систему из r–1 уравнений ki(α),..., ki(β'),
i=2,r
⎯

, находим значения α и β', и определяем
настройки регулятора.

9. Проверяется расположение областей локализа�
ции доминирующих и свободных полюсов ИС с
найденными настройками. В случае выхода
областей за заданные границы следует увели�
чить число настраиваемых параметров либо из�
менить требования к системе.

Пример

Рассмотрим пример поиска настроек регулятора
ИС для размещения двух доминирующих полюсов,
обеспечивающих минимальную степень устойчиво�
сти, равную 1, в усеченном секторе с углом Θ0=±7π/9,
задающем максимальную колебательность.

Пусть объект управления и регулятор описыва�
ются соответственно передаточными функциями:

(17)

(18)

На основании (17) и (18) получим характери�
стическое уравнение системы:

где a2=b2+k3, a1=b1+k2, a0=k1, a4=[0,7;0,8], a3=[17;19],
b2=[198;200], b1=[1025;1026].

Из условий формирования Rb
v(p) определим

пределы коэффициентов полинома, соответствую�
щих сектору Θ0=±7π/9. При этом наименьшее зна�
чение maxCi=maxC2=5π/18. Полученный полином
имеет пределы: a0

–a1–
a2
–a3–

a4–
, где

Найдем пределы коэффициентов второго вер�
шинного полинома, определяющего степень устой�
чивости: a0

–a1–
a2
–a3–

a4
–

. Зададим границы размещения
корней, определяющих максимальную колебатель�
ность и минимальную степень устойчивости:

Для нахождения прямой d0 зададим некоторые
предполагаемые максимальные значения α2 и β2

Для обеспечения принципа доминирования за�
дадим границу свободных полюсов ИС X(jβ)=–8,
–∞<β<∞. Далее, задаваясь значениями ω в преде�
лах от –∞ до ∞, вероятными значениями α∈(1;1,15)
и β'∈(0;0,84), на комплексной плоскости строятся
границы двух областей D�разбиения (рис. 3, 4).

Рис. 3. Области D�разбиения по k1(α)

Рис. 4. Области D�разбиения по k1(β ')

2
0 2

1.1 1,2 3,5.
tg((max ) / ) tg((5 /18) / 2)i

bd a
C m π

= + = + =

2( ) tg( ), ' ( ') 1 '.9j jj jα α α π β βΛ = − + ⋅ Λ = − +

4 3 2 3 1 20,7, 17, 200 , 1025 .a a a k a k= = = + = +

4 3 2
4 3 2 3 1 2 1( ) ( ) 0,a p a p b k p b k p k+ + + + + + =

2
3 2 1

p ( ) .k p k p kW p p
+ +

=

0 3 2
4 3 2 1

1( ) ;W p
a p a p b p b

=
+ + +
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Рис. 5. Расположение областей локализации полюсов ИС

Рис. 6. Расположение области локализации доминирующе�
го полюса ИС

При выбранном из них общем значении k1=200
получаем k2=–762,6 и k3=–49,7. Для данных на�
строек регулятора построены области локализации
полюсов ИС, изображенные на рис. 5, 6.

Из рис. 5, 6 можно заключить, что найденные
настройки регулятора обеспечивают заданное ка�
чество в ИС.

Заключение

Предложенный подход позволяет размещать
области локализации доминирующих полюсов си�
стемы с интервальными коэффициентами характе�
ристического полинома в заданном усеченном сек�
торе с любым углом Θ0, т. е. обеспечивать гаранти�
рованные колебательность и степень устойчивости
ИС.

Предлагаемая методика не требует большого
объема вычислений и позволяет проводить параме�
трический синтез регуляторов пониженного по�
рядка.
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