
 
 
 
 
 
 

Секция 2: Математическое моделирование прикладных задач 

 90

ИСПОЛЬЗОВАНИЕ МЕТОДА ДИСКРЕТНЫХ ЭЛЕМЕНТОВ ПРИ ИССЛЕДОВАНИИ 
ДИЛАТАНСИОННЫХ ХАРАКТЕРИСТИК СЫПУЧЕЙ СРЕДЫ 

А.Ф. Ревуженко *, д.т.н., С.В. Клишин *, д.т.н., В.Ю. Бегляков **, к.т.н.  
* Институт горного дела им. Н.А. Чинакала СО РАН, 
630091, г. Россия, Новосибирск, Красный проспект, 54 

** Юргинский технологический институт (филиал) Национального исследовательского 
Томского политехнического университета 

652055, Кемеровская обл., г. Юрга, ул. Ленинградская, 26 
E-mail: begljakov@rambler.ru 

В настоящее время метод дискретных элементов приобретает все большую популярность и 
используется для решения ряда задач геомеханики. Суть его состоит в том, что реальная среда заме-
няется некоторой упаковкой дискретных частиц, между которыми постулируются те или иные зако-
ны взаимодействия[1, 2]. Формы частиц также представляют собой свободный многомерный пара-
метр, который должен быть выбран из дополнительных соображений. Этот метод является принци-
пиальной альтернативой классическим методам, основанным на традиционных представлениях ме-
ханики сплошных сред.  

Как известно, преимущества метода дискретных элементов заключаются в следующем. В рам-
ках данного метода не возникает дополнительных трудностей при решении задач с большими де-
формациями и поворотами. Кроме того, можно без принципиальных усложнений описывать локали-
зацию сдвигов и физически нелинейные эффекты[3, 4]. При этом никаких данных о континуальных 
определяющих уравнениях среды не требуется.  

Роль последнего обстоятельства неоднозначна. Фактически это обстоятельство означает сле-
дующее: решая задачу методом дискретных элементов, у нас нет полного представления о том, для 
какой, собственно, среды мы ее решаем. Это означает, что в вопросе о степени адекватности полу-
ченных результатов, также ясности может не быть.  

Действительно, задать начальную упаковку частиц и законы взаимодействия между частицами 
— это совсем не то же самое, что задать определяющие уравнения деформирования среды. В опреде-
ляющих уравнениях содержится информация о поведении элементарных объемов среды. В пределах 
элементарного объема распределение напряжений и деформаций можно считать постоянными, а 
распределение скоростей и перемещений — линейными по координатам(градиентные модели ис-
ключим.) Таким образом, располагая определяющими уравнениями,мы ясно представляем себе мак-
росвойства среды, с которой имеем дело. Кроме того, в нашем распоряжении оказывается и весь ар-
сенал средств, который выработан в континуальной механике за последние 200 лет. Он включает в 
себя средства для анализа типа уравнений, определения скоростей различных типов волн, теоремы о 
предельных нагрузках, критерии устойчивости и многое другое. Иными словами, еще до решения 
конкретной задачи, мыуже основные черты решения знаем заранее. Это существенно облегчает как 
поиск адекватных постановок задач, так и интерпретацию полученных решений.  

При использовании метода дискретных таких возможностей уже нет. Поэтому возникает не-
обходимость в «наведении моста» между двумя указанными выше подходами. Конечная цель «соз-
дания моста» состоит в том, чтобы соединить вместе преимущества метода дискретных элементов и 
методов механики сплошных сред.  

В работе [1] это предлагается сделать следующим образом. Вначале задаются форма частиц, 
их грансостав и алгоритм формирования начальной упаковки частиц. Задаются также условия взаи-
модействия между частицами. Далее (до исследования основной задачи) предлагается решение серии 
вспомогательных задач. Цель решения данных задач состоит в том, чтобы понять, каким именно оп-
ределяющим уравнениям соответствуют выбранные упаковки частиц и законы взаимодействия меж-
ду ними. Поэтому вспомогательные задачи ставятся таким образом: выбирается подходящая область 
V, ограниченная поверхностью S. На поверхности S задаются скорости или смещения, линейные по 
координатам. Коэффициенты, которые фигурируют в линейных зависимостях, однозначно опреде-
ляют деформации, скорости деформаций, повороты и скорости поворотов элементарного объема 
сплошной среды, если его отождествить с объемом V. Данные коэффициенты могут зависеть только 
от времени и не должны зависеть от координат. Смещения на границе S вызывают силы реакции ме-
жду частицами, а также на самой границе S. Осредняя эти силы по соответствующим сечениям тела 
V, можно получить тензоры средних напряжений и их скоростей. В результате можно найти связь 
напряжений и деформаций для некоторой траектории нагружения. Такая связь относится уже к опре-
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деляющим уравнениям среды. В вырожденном случае в уравнении могут содержаться либо только 
напряжения, либо только деформации, либо их скорости. В первом случае речь идет об условии пре-
дельного состояния среды, во втором — о её дилатансионных характеристиках.  

 

 

а) б) 
Рис. 1. Схема численного эксперимента: засыпка дискретных элементов в контейнер под 

действием силы тяжести (а); схема нагружения (б)
 
В целом описанная выше программа является весьма обширной, и описание ее результатов 

выходит за рамки одной статьи. Поэтому ниже ограничимся описанием макросвойств только одного 
типа упаковок сферических частиц. Кроме того, ограничимся монотонными нагружениями без пово-
рота осей тензора деформации. Отношение максимального радиуса частицы к минимальному равня-
лось 2. Общее количество частиц в численных экспериментах составляло порядка 70 000, распреде-
ление радиусов в указанном диапазоне выбиралось на основе равномерного закона. Данными части-
цами заполнялась область в виде кубаc длиной ребра l0 = 1. Формирование упаковки осуществлялось 
путем создания начального распределения всего набора из первоначально не контактирующих меж-
ду собой частиц на определенной высоте над неподвижной нижней гранью z = 0 и последующей их 
усадке под действием силы тяжести с учетом контактного взаимодействия друг с другом и граница-
ми емкости (контейнера) (рис. 1а). По достижению состояния равновесия частицы, у которых верти-
кальная координата центра тяжести не удовлетворяла соотношению zi 1, удалялись. Значения угла 
сухого трения φij между частицами с номерами i и составляли 10°и 30°. Трение между частицами и 
границей отсутствует. Плотность частиц ρi = 2500 кг/м3, модуль упругости Ei = 10 ГПа (i , j= 1, …, N), 
вязкость отсутствует. 

Нагружение осуществлялось следующим образом. Боковые грани куба симметрично смеща-
лись в направлении осей 0x и 0y (рис. 1б). Программа нагружения выбиралась таким образом, чтобы 
площадь камеры в плане оставалась неизменной: 

lx · ly = const, lx=AC,ly=BD. 
В процессе нагружения, значение  lx  монотонно увеличивалось от 1, а значение  ly– уменьша-

лось. В данных условиях область ABCD будет испытывать большие сдвиги и на всей траектории на-
гружения ее площадь ABCDбудет оставаться постоянной. Именно такой сдвиг был экспериментально 
реализован в работе [5]. Представленная схема нагружения удобна для исследования дилатансии в 
сыпучем материале, которую можно сразу вычислить по изменению высоты образца. 

Боковые поверхности емкости предполагались абсолютно жесткими и гладкими. На верхней 
грани задавались либо нулевые касательные и постоянные нормальные напряжения (условие при-
грузки), ибо нулевые значения касательных напряжений и нулевые вертикальные компоненты сме-
щений. Последнее соответствует условиям, когда положительная дилатансия материала подавляется 
фиксированной жесткой гладкой плитой. 



 
 
 
 
 
 

Секция 2: Математическое моделирование прикладных задач 

 92

В процессе численного счета выводились параметры образца 

0

0

0

0

0

0 ,,
l

ll
l

ll
l

ll z
z

y
y

x
x








 , 

и напряжения  


 





yx N

i
iy

zx
y

N

i
ix

zy
x F

ll
F

ll 1
,

1
,

1
,

1  , 

где Fx,iи Fy,i— горизонтальная и вертикальная компонента вектора контактной силы, дейст-
вующей на стенку со стороны i-й частицы соответственно. Как отмечалось l0 = 1 — начальная длина 
ребер области. Суммирование производилось только по частицам, находящимся в контакте с грани-
цей; Nxи Ny — количество контактов частиц и соответствующей границы; lz — текущая высота образ-
ца. По напряжениям на боковых гранях, можно вычислить величину ξ = σx / σy — коэффициент боко-
вого распора. 

Следует подчеркнуть, что здесь значения ξ вычисляются методом дискретных элементов, не 
прибегая ни к каким уравнениям континуальной механики. С другой стороны, из континуальной тео-
рии предельного равновесия следует, что значение коэффициента бокового распора должно равняться 
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2tg , где Ф – эффективный угол внутреннего трения среды. Поэтому по значениям ξ можно 

определить эфективное значение угла Ф, которое должно фигурировать в континуальной модели. 
На рис. 2а показана дилатансионная кривая, а на рис. 2б — коэффициент бокового распора ξ 

при постоянной пригрузке на верхней грани области σz = const. Сплошная линия соответствует зна-
чению угла сухого трения между частицами φij = 10°, а штриховой — значению φij = 30°. Видно, что 
на начальном этапе деформирования происходит уплотнение материала, а затем — разрыхление. Это 
качественно соответствует экспериментальным данным, представленным в [5, 6] для песка (то есть 
для материала с несферическими частицами и другим грансоставом). 

Из диаграммы на рис. 2б видно, что материал переходит в предельное состояние при 2.0x .  

В экспериментах все диаграммы приводились как функции угла  (см. рис. 1б). Легко показать, что 
α=90° – 2 arctg(1+εx)

–2. 

Следовательно, значению 2.0x  отвечает угол сдвига, который равняется 20 . 

 

 

а) б) 
Рис. 2. Результаты численного эксперимента при постоянной пригрузке на верхней границе 
(σz = const): дилатансионная кривая (а); коэффициент бокового распора ξ (б). Сплошная ли-
ния соответствует значению угла сухого трения между частицами φij = 10°, штриховая — 
φij = 30° 

 
На рис. 3 представлена величина ξ в случае фиксированной верхней границы(εz = 0). Здесь, в 

отличие от предыдущего условия, значения ξ для φij = 10° превышают значения данной величины для 
угла сухого трения между частицами, равного 30°. 
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Рис. 3. Коэффициент бокового распора ξ в численном эксперименте с фиксированной верхней 
границей. Сплошная линия соответствует значению угла сухого трения между частицами 

φij = 10°, штриховая — φij = 30° 
 
При таком краевом условии объем образца остается неизменным, то есть дилатансия подавля-

ется за счёт увеличения напряжений на границе образца (рис. 4).  
 

а) б) 
Рис. 4. Напряжения, действующие на границах образца при фиксированной верхней грани 
(εz = 0 при z = l0): угол сухого трения между частицами φij = 10° (а); 30° (б) 

 
Выводы 
Таким образом, до величины сдвигов порядка 0.2 (α ~ 20°) состояние образца можно отнести к 

допредельному. При больших сдвигах образец переходит в предельное состояние. Полученные чис-
ленные данные можно использовать в соответствующих континуальных моделях сплошной среды. 
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