
Введение

Многие задачи механики приводятся к диффе�
ренциальным уравнениям в частных производных
с авторегулированием. Этот раздел остается пока
малоизученным. Доказаны только теоремы суще�
ствования и единственности таких уравнений. В
предлагаемой работе построено приближенное ре�
шение интегро�дифференциального уравнения в
частных производных с авторегулированием типа
Барбашина сочетанием методов последовательно�
го приближения и осциллирующих функций, дока�
зана сходимость построенного процесса к точному
решению исходной задачи.

Основные результаты

В ряде работ Е.А. Барбашина и его учеников [1]
обстоятельно изучались интегро�дифференциаль�
ные уравнения в частных производных, когда опе�
рации дифференцирования и интегрирования про�
водились по различным аргументам. Такие уравне�
ния называются уравнениями типа Барбашина. В
упомянутых работах изучались разрешимость не�
которых задач для уравнений типа Барбашина,
устойчивость относительно постоянно действую�
щих возмущений, существование решений с напе�
ред заданными свойствами.

Вопросы приближенного решения дифферен�
циальных и интегро�дифференциальных уравне�
ний в частных производных типа Барбашина почти
не разработаны.

Рассмотрим интегро�дифференциальное ура�
внение в частных производных с авторегулирова�
нием типа Барбашина вида

(1)

с условиями: 

(2)

где функции F(x,t,u,v,w), K(x,t,s,u), τ(x,t,u)≥0 опре�
делены и имеют ограниченные частные производ�
ные по всем своим аргументам в области

а начальная функция φ(x,t) определена и имеет
ограниченные частные производные в области
E0=[a,b]×(–∞,0].

Вопросы существования и единственности ре�
шения подобных задач рассматривались Б. Шабык�
еевым. Поэтому предположим, что решение задачи
(1), (2) существует и единственно в области E0×D.

Теорема.
1. Если функции F(x,t,u,v,w),K(x,t,s,u),τ(x,t,u)≥0

определены и имеют ограниченные производные
по всем аргументам в области D;

2. Если начальная функция ϕ(x,t) определена и име�
ет ограниченные частные производные в области Е0,
тогда задача (1), (2) имеет единственное решение, кото�
рое можно построить сочетанием методов последова�
тельных приближений и осциллирующих функций.

Приближенное решение будем строить сочета�
нием методов последовательных приближений и
осциллирующих функций. Полагаем, что

удовлетворяют уравнению

и условиям (2).

Каждое последовательное приближение un(x,t)
строим методом осциллирующих функций. Для
этого отрезок [0,T] разделим на N частей, причем в
число точек деления включаем точки метода ша�
гов, определяемые запаздыванием τ(s,t,un–1(s,t)).

Пусть 

При n=1 из ур. (3) имеем:

(4)
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с начальным условием u0(x,t)=φ(x,t),(x,t)∈[a,b]×[0,T].

В области D0=[a,b]×[0,t1] приближенное решение
(4) строим в виде осциллирующей функции, то есть

(5)

Имеем un0
(x,0)=b0(x)=φ(x,0). Функцию a0(x) най�

дем из условия осциллируемости по t невязки ψ0(x,t),
которая получается при подстановке в уравнение (4)
приближенного решения (5), т. е. из уравнения:

Для нахождения a0(x) (5) подставляем в (4), тог�
да будем иметь:

после некоторых выкладок получаем дифферен�
циальное уравнение второго порядка:

(6)

с условиями

(7)

где

Если краевая задача (6), (7) разрешима, и реше�
ние может быть построено точно, то в области D0:
un0

(x,t)=a0(x)t+φ(x,0).

Если же краевая задача (6), (7) разрешима, но
точное решение задачи затруднительно, то его
можно решить одним из приближенных методов.
Мы его строим приближенно методом осцилли�
рующих функций и стрельбы, разбивая отрезок
[a,b] на L0 частей и строя решение в виде:

(8)

При этом получается оценка погрешности:

В этом случае решением уравнения (4) в обла�
сти D0 будет:

(9)

Аналогично в области Dk=[a,b]×[tk,tk+1] прибли�
женное решение строим в виде:

(10)

где bk=u1nk
(x,tk)=u1nk–1

(x,tk) в силу непрерывности при�
ближенного решения. Функцию ak(x) найдем из
условия осциллируемости по t невязки ψk(x,t), кото�
рая получается при подстановке в уравнение (4)
приближенного решения (13), то есть из уравнения:

Для нахождения ak(x) получим дифференциаль�
ное уравнение второго порядка вида:

(11)

с краевыми условиями:

(12)

Если решение краевой задачи (11), (12) суще�
ствует, но его построение затруднительно, то реше�
ние строим методом осциллирующих функций, со�
четанием метода шагов. Для разности |ak(x)–a~k(x)|
имеем:

Итак, в области Dk, если краевая задача (11),
(12) допускает точное решение, то

если краевая задача (11), (12) решается методом ос�
циллирующих функций, то

В предположении, что уравнение вида (11), (12)
допускает точное решение, оценим погрешность
приближенного решения. Обозначим через
wn(x,t)=nn(x,t)–nnN

(x,t), где

Вычитая из уравнения (4) результат подстанов�
ки в него приближенного решения будем иметь:
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Введем обозначения:

Имеем:

где G(x,t,ξ,η) – функция Грина для уравнения

с краевыми условиями: wn(a,t)=wn(b,t)=0.

Оценивая, как обычно, невязку ψnN
(x,t) полу�

чим, что |wn|≤o(h2).

Пусть теперь уравнение вида (14), (15) решается
приближенно методом осциллирующих функций, то
есть приближенное решение задачи будет иметь вид:

В этом случае для разности |un(x,t)–u~n(x,t)| имеем
неравенства:

Всегда можно выбрать так, чтобы hk≤h, поэтому:
|unN

(x,t)–u~nN
(x,t)|≤o(h3).

Оценим теперь |u(x,t)–un(x,t)|. Вычитая из ура�
внения (1) почленно уравнение (3) и интегрируя от
0 до t, получаем оценку:

Из полученной оценки видно, что приближен�
ное решение сходится к точному решению задачи
(1), (2) при h→0.

Заключение

Применение предлагаемого метода сводится к
определению коэффициента осциллирующей
функции с помощью обыкновенного дифферен�
циального уравнения с краевым условием, которое
обобщает ранее известные результаты Н.В. Воро�
ниной.

Предлагаемый метод применим и для решения
различных классов уравнений в частных производ�
ных с авторегулированием.
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