
Численный эксперимент является эффектив�
ным инструментом исследований в области физи�
ки высоких плотностей энергии. Наиболее широ�
кое применение нашли конечно�разностные мето�
ды решения дифференциальных уравнений дина�
мики сплошной среды. В их основе лежит аппрок�
симация непрерывных термодинамических функ�
ций сеточными аналогами на дискретных про�
странственной и временной сетках.

Импульсное внешнее воздействие на среду, на�
пример твердотельных ударников, продуктов дето�
нации взрывчатых веществ и потоков плазмы, пуч�
ков заряженных частиц, вызывает возбуждение в
среде ударных волн. По определению ударная вол�
на – это разрыв термодинамических функций. В
общем случае законы сохранения массы, импульса
и энергии, которые положены в основы уравнений
динамики сплошной среды, не предусматривают
обязательную непрерывность полей термодинами�
ческих параметров. Эти законы были сформулиро�
ваны в форме дифференциальных уравнений про�
сто потому, что с самого начала предполагалась не�
прерывность течения [1].

В практике численного решения задач гидрога�
зодинамики часто не удается получить приемлемое
численное решение при наличии в среде разрывов
– ударных волн. Вместо характерного для стацио�
нарной ударной волны распределения параметров
разностное решение представляет собой пилооб�
разное распределение параметров с резко выра�
женными минимумами и максимумами, меняю�
щимися местами всего за один шаг по времени. Та�
кой характер разностного решения говорит о по�
явлении неупорядоченного колебательного про�
цесса дискретного аналога сплошной среды и о
проявлении некой неустойчивости разностной схе�
мы [2]. Классическим способом решения данной
проблемы является использование однородных
разностных схем с псевдовязкостью (искусствен�
ной вязкостью). Применение искусственной вяз�
кости приводит к «размыванию» фронта ударной
волны по аналогии с реальной резкостью и преоб�
разованию кинетической энергии колебательного
движения дискретного аналога сплошной среды в
его внутреннюю тепловую энергию (рис. 1).

Рис. 1. Численный фронт ударной волны (с псевдовязко�
стью сплошная линия; без псевдовязкости – пунктир)

Таким образом, численный аналог фронта удар�
ной волны в отличие от теоретического фронта не
является разрывом, а имеет конечную ширину,
определяемую параметрами расчетной сетки и ис�
кусственной вязкостью реализованной в числен�
ной схеме. При этом численный фронт должен
обладать свойствами теоретического ударного
фронта, в частности весь фронт должен распро�
страняться с постоянной скоростью, равной скоро�
сти ударного фронта, которая определяется соот�
ношением.

где σ – полное напряжение, включающее термоди�
намическое давление; V=1/ρ – удельный объем;
ρ – плотность вещества; индексы «0» соответству�
ют параметрам перед фронтом ударной волны; ин�
дексы «1» – параметрам за фронтом.

Исследовалось распространение в модельной
среде фронта волны относительно небольшой ин�
тенсивности, сгенерированной воздействием на
металлическую преграду плоского ударника. При
таком нагружении мишени в начальных условиях
имеем произвольный гидродинамический разрыв,
который распадается на две расходящиеся ударные
волны [1]. Следовательно, мы имеем дело с числен�
ным аналогом разрыва термодинамических пара�
метров во фронте распространяющегося возмуще�
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ния. Численные эксперименты выполнялись в
рамках модели упругопластической среды, реали�
зующей метод Уилкинса [3, 4].

При движении ударной волны небольшой ин�
тенсивности в объеме металлической преграды,
вследствие различия скоростей распространения
упругого и пластического возмущений (упругая
волна распространяется быстрее), происходит рас�
щепление начальной волны на два последователь�
ных фронта (рис. 1). Тогда рассматриваемая удар�
ная волна распространяется по веществу, предва�
рительно сжатому адиабатической звуковой вол�
ной до перехода металла в текучее состояние. Хотя
степень сжатия во фронте упругой волны (отноше�
ние плотности сжатого вещества к плотности в не�
возмущенном состоянии) относительно мала
(~1,005), полное напряжение за ее фронтом равня�
ется динамическому пределу упругости σT, т. е. по�
рядка 109 Па. Изменение параметров вещества во
фронте ударного возмущения будем измерять от�
носительно параметров металла на переходе в теку�
чее состояние.

При исследовании скорости распространения
возмущений в численном фронте использовались
прямые измерения координат xф фиксированных
значений полного напряжения σф в различные мо�
менты времени tn (рис. 2, а). Так как численное ре�
шение для функции σ(x) является сеточной функ�
цией, то для определения координаты xф использо�
валась линейная интерполяция между двумя узла�
ми расчетной сетки. Полученные линии на плоско�
сти x,t (рис. 2, б) являются фазовыми траекториями
(для волны, распространяющейся вправо, линии
принадлежат C+�семейству). Следовательно, ско�
рость распространения возмущений D ф, соответ�
ствующих каждому фиксированному σф, опреде�
лится как производная dxф/dt.

Для однозначности рассмотрим численный
ударный фронт с заданной интенсивностью ≈6σT.
На рис. 3 представлены участки фазовых траекто�
рий, соответствующие фиксированным значениям
полного напряжения 1,5σT и 5,5σT. Расчетные зна�
чения xф показаны точками. Так же показаны пря�
мые линии, полученные линейной аппроксимаци�
ей численных данных методом наименьших ква�
дратов. Оценка графика показывает, что получен�
ные фазовые траектории можно интерпретировать
как параллельные прямые. Это соответствует пред�
положению о равенстве скоростей распростране�
ния возмущений на фронте. Однако численный
расчет производных от полученных фазовых траек�
торий проявляет погрешности как численной реа�
лизации модели сплошной среды, так и численно�
го определения координат возмущения при интер�
поляции между узлами расчетной сетки. Вычисле�
ние численных значений производных dxф/dt дают
хаотическое изменение значений скоростей рас�
пространения возмущений в каждый момент вре�
мени (рис. 4). При этом расчетные значения Dф

имеют некоторое неравномерное распределение

относительно среднего значения. Своим поведение
зависимость Dф(t) сходна с поведением случайной
величины. Отличие заключается в том, что «выбо�
рочные» значения скоростей распространения воз�
мущений при повторении вычислений будут теми
же самыми, как и в предыдущем расчете. Будем
считать Dф для каждого фиксированного σф непре�
рывной псевдослучайной величиной, проявляю�
щей свойства физических случайных величин –
измеряемых параметров физического эксперимен�
та.

Рис. 2. Численное измерение скорости распространения
возмущений

Рис. 3. x,t�диаграмма, иллюстрирующая численный расчет
характеристик фронта ударной волны

Численный эксперимент позволяет получить
достаточно большое количество статистического
материала для достоверного анализа эмпирическо�
го распределения случайной величины и его срав�
нения с теоретическим. Для нахождения закона ра�
спределения D ф использовался метод моментов. По
одномерным статистическим совокупностям, най�
денным для последовательности значений σф на
численном фронте ударной волны, рассчитыва�
лись нецентральный момент 1�го порядка (среднее
значение совокупности) и центральные моменты
2�го (среднее квадратичное отклонение) и более
высоких порядков.
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Рис. 4. Распределение расчетных значений скоростей рас�
пространения возмущений на фронте волны относи�
тельно средних значений

В исследовании использовали методики и реко�
мендации, предложенные в [5]. В частности, для
проверки нулевой гипотезы о том, что закон ра�
спределения D ф является нормальным, вычисля�
лись асимметрия A и эксцесс E эмпирических ра�
спределений по соотношениям

где μ3
э(D ф) и μ4

э(D ф) – центральные моменты 3�го и
4�го порядка эмпирического распределения; σэ –
дисперсия или среднеквадратичное отклонение
эмпирического распределения. Асимметрия и эк�
сцесс нормального распределения равны нулю.

Таблица. Параметры эмпирических распределений Dф для
последовательности значений σф

В таблице представлены расчетные параметры
эмпирических распределений. Величина среднего
квадратичного отклонения показывает, что рассея�
ние значений Dф мало. В интервале от D

–
ф–σэ до

D
–

ф+σэ содержится более 70 % всего статистическо�
го материала. Относительно малые значения асим�
метрии подтверждает предположение о равноверо�
ятности отклонения выборочных значений от сред�
него в ту или другую стороны. Переменность знака
асимметрии для различных фиксированных значе�
ний σф дополнительно подтверждает симметрич�
ность эмпирического закона распределения скоро�
сти распространения возмущений. В ряде случаев
эксцесс не может считаться малым. Это означает,
что в эмпирическом законе распределения вблизи
центра наблюдается тенденция превышения плот�
ности вероятности по сравнению с нормальным.

Проведена проверка нулевой гипотезы о том,
что закон распределения скорости распростране�
ния возмущений в численном эксперименте явля�
ется нормальным. Здесь для сравнения наблюдае�
мого эмпирического распределения с нормальным
приравнивались моменты до 2�го порядка включи�
тельно. При помощи параметров теоретического
распределения вычислялись вероятности того, что
случайная величина примет значения, меньше гра�
ниц интервалов аргумента распределения. Эта ве�
роятность P(λ) определялась по таблице для крите�
рия А.Н. Колмогорова [5]. Аргумент критерия λ
определялся по соотношению

где Nk
(c) и Nk – значения теоретической и эмпириче�

ской функции распределения соответственно; n –
общее число элементов статистической совокупно�
сти. Для всей последовательности фиксированных
значений σф вероятность P(λ) не ниже 0,84 (таблица).
Следовательно, нулевая гипотеза не противоречит
эмпирическим данным, а закон распределения ско�
рости распространения возмущений удовлетвори�
тельно описывается нормальным распределением.

Рис. 5. Изменение наиболее вероятных значений скорости
распространения возмущений по высоте фронта: а) с
наличием псевдовязкости в разностной схеме; б) без
псевдовязкости

Подтвердив нулевую гипотезу, далее принима�
ли, что для сравнения значений скоростей распро�
странения возмущений на численном фронте удар�
ной волны необходимым является выбор довери�
тельной вероятности 0,999, которая обеспечивает�
ся доверительным интервалом D

–
ф±3,291σэ. На

рис. 5, а, показаны изменения значений D
–ф по

«высоте» численного фронта ударной волны с гра�
ницами доверительных интервалов. Очевидно, что
возмущения на численном фронте ударной волны
распространяются с одинаковой скоростью (дове�
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рительные интервалы скоростей всех возмущений
пересекаются). При этом наблюдается устойчивая
тенденция монотонного уменьшения средних зна�
чений скорости распространения возмущений во
фронте. Такое поведение не может быть интерпре�
тировано с физической точки зрения (в реальной
среде скорость распространения возмущений с ро�
стом напряжения или давления должна возра�
стать). На рис. 5, б, показано такое же изменение
D
–

ф по «высоте» фронта, которое получено при ана�
лизе возмущения, распространяющегося в модель�
ной среде без псевдовязкости. Здесь хаотическое
изменение D

–
ф по высоте относительно теоретиче�

ского значения скорости фронта ударной волны
указывает на то, что нефизическое поведение ско�
рости распространения возмущений в первом слу�
чае обусловлено проявлением искусственных дис�
сипативных свойств модельной среды. Именно та�
кое поведение скорости распространения возму�
щений в псевдовязкой среде определяет «размыва�
ние» фронта ударной волны, тем самым уменьшая
градиент давления во фронте, что положительно
влияет на сглаживание термодинамических пара�
метров среды за фронтом возмущения.

Выводы

1. Показано, что измеряемые в численном экспери�
менте параметры фронта ударной волны, в частно�
сти скорости распространения возмущений, про�
являют свойства случайной величины. При этом
они являются псевдослучайными, т. е. выборочные
значения, составляющие статистическую совокуп�
ность, повторяются при повторении расчета.

2. Эмпирическое распределение скорости распро�
странения возмущений удовлетворительно опи�
сывается нормальной функцией распределения.

3. Возмущения на численном ударном фронте
распространяются в модельной среде с одина�
ковыми скоростями с точностью в пределах ста�
тистического разброса.

4. Введение в модельную среду искусственной
псевдовязкости обуславливает уменьшение ско�
рости распространение возмущений (среднего
значения статистической совокупности) по «вы�
соте» фронта. Это уменьшение не выходит за
пределы доверительного интервала, что опреде�
ляет рост погрешности численного измерения
скорости от середины фронта в направлении
увеличения и уменьшения полного напряжения.
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