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В статье [1]  описан эксперимент, в котором наблюдается движение тороидальной катушки с 
током вдоль своей оси в поле магнитной пары. Рассмотрена задача о собственных колебаниях торои-
да на упругой подвеске с учетом продольной электромагнитной силы. Исследовано влияние индук-
тивности тороида на  квазиупругие свойства системы, а, следовательно, и на ее собственные частоты. 
Исследована возможность резонансной настройки системы за счет изменения индуктивного пара-
метра, включенного в цепь тороида.  

В данной работе предлагается использовать этот эффект для гашения колебаний в системе с 
двумя степенями свободы. Цель исследования заключается в  расчете индуктивности тороида, при 
которой обеспечивается полное гашение вынужденных колебаний основного тела. 
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Рассмотрим случай, когда система состоит из основного тела массой   1m  и тороидальной ка-

тушки, соединенных упругими связями (пружинами) (рисунок 1)  Жесткости пружин  обозначены с1, 
с2, с3 .  На основной груз действует периодическая вынуждающая внешняя сила с частотой р: 

 
  ptFF sin0 .                                                                   (1) 

 
Рис. 1. Схема колебательной системы 

 
Пусть цилиндрический тороид имеет размеры:  внешний радиус ммR 10т  , внутренний ра-

диус ммr 5т  , высота ммh 10 . Двухслойная бифилярная обмотка (с целью компенсации «набе-

гающего» витка) состоит из 30 витков  медного провода диаметром 1 мм.  В качестве основы тороида 
используется пластиковый полый цилиндр. Тороид подвешивается над линией соединения двух пло-
ских магнитов, каждый их которых имеет размеры: мм502010  . На торцах магнитной пары (ввер-
ху и внизу) образуются области, в которых создается магнитное поле, обладающее потенциальными 

свойствами  [2]. Индукция этой компоненты магнитного поля  описывается скалярной функцией  *B , 
поэтому  используется термин «скалярное магнитное поле» (СМП). Как следует из эксперимента, в 
положительном СМП магнитная сила направлена по внутреннему току тороида, а в отрицательном – 
против этого тока.  Представление  об  СМП позволяет теоретически рассчитать силу, действующую 
на тороид с током, помещенный во внешнее СМП [2]. 

Запишем дифференциальные уравнения вынужденных продольных колебаний  системы при  
cссс  321  [3]: 

   

   









tFzzczm

ptFzzczm

*
1222

02111

2

sin2



 
,                                                           (2) 

где 1z , 2z  - горизонтальные перемещения центров основного тела 1 и тороида  2 соответст-

венно от состояния равновесия, в котором пружины не деформированы,  tF* - продольная магнит-

ная сила. 
Рассчитаем продольную магнитную силу, действующую на  тороид.  Используем закон без-

вихревой электромагнитной индукции [2]: 

dt

d *
* 
 . 

Здесь * - аналог потока магнитной индукции: 

    222
** dztzzBd  , 

 tz2  - закон движения центра тороида. 

В каждом витке обмотки тороида индуцируется напряжение. Витки соединены последова-
тельно, поэтому: 

  

z0   

L 

 с1 с2 с3 

)(* 2zB  
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   
2

1

22
*





dzzBtwVU L ,                                                                         (3) 

где w - число витков в обмотке тороида,    tztV 2  - скорость тороида, 

2
,

2 2221
h

z
h

z    - координаты торцов тороида,  h - высота тороида.  

Рассмотрим конкретный пример. Пусть закон распределения СМП будет симметричен отно-
сительно точки равновесия тороида: 

  2
2

*
02

* zBzB  ,                                                                            (4) 

где 
0B  - максимальное значение СМП,   - постоянная величина. 

Пусть   24 /102 мТл , максимальное значение ТлB 1*
0  ,   мz 005,0max2  .  
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Рис. 2. График распределения СМП 

 
Тогда закон (3) запишется в виде: 

  















  12

2
2
2022

2
2

*
02

2

1

h
zhhBzwdzzBzwU L 





 . 

Cвязь между напряжением и током J выражается законом электромагнитной индукции:  

dt

dJ
LU L  . 

где  L – индуктивность в цепи торода. 
Считаем, что собственная индуктивность тороида включена в L. Запишем выражение для силы тока:  

  
t

L dt
L

U
tJ

0

,                                                                       (5)    

Преобразуем (5) с учетом (4):  

  .
3

1

12

11 3
22

3
0

0







 






   hzzhhB

L

w
dtU

L
tJ

t

L                                      (6)     

Если пренебречь активным сопротивлением, то ток смещен по фазе относительно напряжения 
на 2 . Поэтому при 0z   ток равен нулю: 00 zJ . Максимальное значение ток имеет при 

maxzz  (когда напряжение  равно нулю). 

Считаем, что условие, при котором можно пренебречь активным сопротивлением, при вынуж-
денных колебаниях выполняется: 

RpL  . 

 2
* zB  

2z
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Запишем выражение продольной магнитной силы, действующей  тороид:    

     
2

1

22
**





dzzBtwJtF .                                                                        (7)  

С учетом (4) и (6) получаем: 

  .
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
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




   h

zhhBhzzhhB
L

w
zF                              (8) 

 
Магнитная сила   2zF   нелинейно зависит от координаты z2. График зависимости представ-

лен на рисунке 3. 
 

 
 

Из графика (рис.3) видно, что в пределах 003,02 z характеристика практически линейная, 

то есть в этих пределах задачу можно линеаризовать.   
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
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    ,                                                           (9) 

где    
2

3
0

2
*

12

1






   hhB

L

w
c                                                                              (10) 

- дополнительная жесткость. 
Запишем дифференциальные уравнения (2) в виде: 

   

 









.02

,sin2

2
*

1222

02111

zczzczm

ptFzzczm



 
                                                              (11) 

 
Из второго уравнения (11) видно, что  магнитная сила в данной системе является квазиуару-

гой. Следовательно, с ее помощью можно дистанционно, не останавливая процесс колебаний систе-
мы, влиять на режим движения. Решим вопрос о гашении колебаний основного тела. 

Ищем частное решение этой системы уравнений в  виде: 
 

   .sin,sin 2211   ptAzptAz                                            (12) 

 
Из уравнений (11) с учетом (12) получаем значения амплитуд вынужденных колебаний: 
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Рис. 3. График восстанавливающей магнитной силы  2zF   
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Для гашения колебаний основного тела  01 A  необходимо и достаточно, чтобы выполня-

лось условие:  

02 *2
2  cpmc , 

то есть 

cpmc 22
2

*  .                                                                          (14) 

 
Используя выражение (10) для дополнительной жесткости, получаем соотношение: 
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из которого определяется значение индуктивности, при которой обеспечивается динамическое 

гашение колебаний основного тела: 
2

3
02

2

2

12

1

2






 


  hhB

cpm

w
L  .                                                          (15) 

Рассмотрим численный пример при следующих значениях: ТлB 10    - индукция СМП, 

2
4102
м

Тл
 - постоянная величина, мh 01,0  - высота тороида, кгm 007,02  - масса тороида, 

125  cp - частота вынуждающей силы, 
2

5,1
с

кг
с   - жесткость пружин. 

Для гашения колебаний основного тела необходимо включть в цепь тороида индуктивность 

величиной: 
ГнL 045,0 . 

В качестве вывода отметим, что при помощи регулировки индуктивности в цепи тороида 

можно изменять квазиупругие свойства системы и настраивать ее в режим гашения колебаний ос-

новного тела. 
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