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Гиперграф и ассоциированные с ним графы

Гиперграф – это такое обобщение обыкновен�
ного графа, когда ребрами могут быть не только
двухэлементные, но и любые подмножества конеч�
ного множества вершин, включая пустые и одноэл�
ементные. Интерес к подобным математическим
объектам связан с тем, что они естественным обра�
зом возникают в конструкторском проектирова�
нии радиоэлектронной и вычислительной аппара�
туры, лингвистической трансляции, исследовании
слабоструктурированных систем, анализе и синте�
зе распределенных реляционных баз данных, фор�
мировании трафика компьютерных сетей и др.
[1, 2]. Для разных приложений желательны те или
иные структурные свойства гиперграфа. Так, в про�
изводстве интегральных схем важна топологич�
ность гиперграфа – реализуемость на плоскости.
Математически обосновано, что в общем случае за�
дача распознавания возможности реализации ги�
перграфа на плоскости является NP�полной [3]. В
данной статье выделяется класс планарных гипер�
графов и доказывается, что для него данная задача
полиномиально разрешима.

Введем необходимый минимум понятий теории
гиперграфов, сохраняя терминологию и обозначе�
ния, принятые А.А. Зыковым в работе [4]. Пусть X
– некоторое конечное множество, а U – конечное
семейство подмножеств множества X. Пара
H=(X,U) называется гиперграфом с множеством
вершин X и множеством ребер U, при этом
H=(∅,∅) считается пустым гиперграфом. Если
вершина x∈X принадлежит ребру u∈U, то говорят,
что они инцидентны. Сопоставим каждой вершине

x∈X гиперграфа H множество U(x) всех инцидент�
ных ей ребер, а каждому ребру u∈U – множество
X(u) всех инцидентных ему вершин. Две вершины
x1,x2∈X являются смежными в H, если существует
ребро u∈U, которое содержит обе эти вершины,
т. е. x1,x2∈X(u). Аналогичным образом, два ребра
u1,u2∈U смежные в H, если X(u1)∩X(u2)≠∅. Число
|U(x)| определяет степень вершины x, а число |X(u)|
– степень ребра u. Если |U(x)|=0, то вершина x на�
зывается изолированной. Ребро степени 0 считает�
ся пустым. Элемент гиперграфа степени 1 именует�
ся висячим.

Если X={x1,x2,...,xn}, n≥1, U={u1,u2,...,um}, m≥1, то
гиперграф H=(X,U) однозначно описывается ма�
трицей инциденций A(H)={aij}: aij=1 при xiI X(uj);
aij=0 при xi∈X(uj); i=1,2,...,n; j=1,2,...,m. Гиперграф
H*=(X*,U*) с матрицей инциденций A(H *) = AT(H) –
двойственный (симметричный) гиперграф для
H=(X,U). Для изучения структурных особенностей
гиперграфов используются вспомогательные
обыкновенные графы: L(H) – реберный граф или
граф смежности ребер гиперграфа; L(2)(H) – граф
смежности вершин гиперграфа; K(H) – кенигово
представление или граф инциденций. Двойствен�
ный гиперграф H * по определению сохраняет отно�
шение смежности и инцидентности между элемен�
тами гиперграфа H. Оттого он наследует все свой�
ства гиперграфа H, основанные на этих отноше�
ниях. Справедливо отношение равенства между
графами смежности для H и H* [5]: L(H)=L(2)(H *),
L(2)(H)=L(H). Кенигово представление гиперграфа
H=(X,U) – двудольный граф K(H), отражающий от�
ношение инцидентности элементов гиперграфа, с
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множеством вершин X∪U и долями X, U. Этот граф
несет полную информацию о гиперграфе H и од�
нозначно его определяет. Кроме того, K(H)=K(H*).
Поэтому некоторые свойства гиперграфа устана�
вливаются через одноименные свойства графа
K(H) [4, 6].

Существует еще один обыкновенный граф, ко�
торый представляет гиперграф, – это его реализа�
ция. Реализацией ребра u∈U гиперграфа H=(X,U)
называется любой связный граф G(u), заданный на
множестве вершин X(u). Реализация гиперграфа H
– граф G(H)=(X,E), полученный объединением не�
которых реализаций G(u) всех его ребер. По опреде�
лению граф G(H) удовлетворяет следующим усло�
виям: множество его вершин совпадает с множе�
ством вершин гиперграфа H; всякое его ребро e∈E
содержится в некотором ребре u∈U гиперграфа H;
порожденный подграф G(u) связен для каждого
u∈U. Ясно, что для гиперграфа может существовать
несколько различных реализаций. Например, граф
L(2)(H) – реализация гиперграфа H=(X,U), где каж�
дое ребро u∈U представлено полным графом по�
рядка |X(u)|. Планарные реализации – реализации,
допускающие плоскую укладку. Подобные реализа�
ции востребованы при производстве интегральных
схем, т.к. допускают их однослойность.

Плоский гиперграф и планарные реализации 

Гиперграф H называется плоским или планар�
ным, если K(H) – планарный граф. Связность ги�
перграфа H также определяется через аналогичное
свойство графа K(H). Поскольку K(H*)=K(H), то
справедливо высказывание: гиперграф H является
плоским (связным) тогда и только тогда, когда
двойственный гиперграф H* – плоский (связный).
Свойство α полагается симметричным, если из то�
го, что гиперграф H обладает свойством α, следует,
что двойственный гиперграф H* также обладает эт�
им свойством. Таким образом, планарность и связ�

ность – симметричные свойства гиперграфов. При
рассмотрении вопросов, касающихся планарности,
как правило, ограничиваются связными графами и
гиперграфами. Это не нарушает общности рассуж�
дений, т. к. граф (гиперграф) планарен тогда и толь�
ко тогда, когда планарна каждая его компонента
связности.Примечательно, что в связных гипергра�
фах нет изолированных вершин и пустых ребер.

Свойство α принято считать монотонным, если
из того, что гиперграф H обладает свойством α,
следует, что всякий его полнореберный или полно�
вершинный подграф также обладает этим свой�
ством. Напомним, что гиперграф H'=(X',U') – часть
(или подграф) гиперграфа H=(X,U) (обозначается
H'⊆H), если X'⊆X и U'⊆U и сохранено отношение
инцидентности элементов гиперграфа H. Часть
H'IH называется полнореберным подграфом ги�
перграфа H, если U'=U. Иными словами, полноре�
берный подграф образуется (при X'⊂X) слабым уда�
лением из исходного гиперграфа H всех вершин,
принадлежащих множеству X\X'. При этом под сла�
бым удалением вершины xIX подразумевается уда�
ление вершины x из множества X и всех ребер, в ко�
торые входит эта вершина. Часть H'⊆H называется
полновершинным подграфом гиперграфа H, если
X'=X. Другими словами, гиперграф H' образуется
(при U'⊂U) слабым удалением из H всех ребер,
принадлежащих U\U'. Слабое удаление ребра u∈U
из гиперграфа H=(X,U) – это удаление ребра u
только из U, при этом все инцидентные данному
ребру вершины остаются в X.

В теории графов доказано, что любой подграф
обыкновенного планарного графа всегда планарен
[6]. Следовательно, планарность – монотонное
свойство графа (гиперграфа). Кроме того, это поли�
номиально проверяемое свойство, поскольку из�
вестны алгоритмы, позволяющие получить пло�
скую укладку или установить, что исследуемый
граф (в данном случае K(H)) непланарен. Определе�
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Рис. 1. Непланарный гиперграф H1 и его кенигово представление K(H1), совпадающее с K33

Рис. 2. Различные планарные реализации гиперграфа H1



ние планарности гиперграфа H через планарность
обыкновенного графа K(H), с одной стороны, по�
зволяет для проверки данного свойства использо�
вать все имеющиеся в арсенале теории графов мето�
ды и средства (критерии планарности, алгоритм
плоской укладки и др.), а с другой – ничего нового
не вносит в теорию гиперграфов. Гораздо больший
интерес представляют планарные реализации ги�
перграфов. Однако здесь имеется ряд проблем. Во�
первых, не всякий гиперграф имеет планарную реа�
лизацию. Например, если гиперграф совпадает с
полным двудольным графом Куратовского K33, то
данный гиперграф допускает лишь единственную
реализацию, совпадающую с ним самим, которая
не является планарной. Между тем, как показывает
пример гиперграфа H1 на рис. 1, для непланарного
гиперграфа могут существовать планарные реали�
зации (рис. 2). Во�вторых, как было уже указано, за�
дача распознавания реализуемости произвольного
гиперграфа на плоскости является NP�полной.

Известные достаточные условия существования 

планарных реализаций 

В следующих утверждениях отражены извест�
ные к настоящему времени достаточные условия
реализуемости гиперграфа на плоскости в терми�
нах его структуры и ассоциированных с ним обык�
новенных графов.

Утверждение 1 [3, 6]. Если гиперграф H=(X,U)
удовлетворяет ослабленному условию Хелли и его
реберный граф L(H) хордовый, то существует реа�
лизация H планарным графом.

Заметим, что гиперграф H=(X,U) удовлетворяет
ослабленному условию Хелли, когда для любого
подсемейства его попарно смежных ребер U'⊆U
имеются две вершины x1,x2∈X такие, что
X(u)∩{x1,x2}≠∅ для любого u∈U'. Хордовость L(H)
свидетельствует об отсутствии в L(H) простых ци�
клов длины k≥4.

Утверждение 2 [3, 6]. Если для гиперграфа
H=(X,U) реберный граф L(H) планарен, то для H
существует планарная реализация.

Условия утверждений 1, 2 независимы между со�
бой и не являются необходимыми. Например, ги�

перграф H2 с рис. 3 не подчиняется требованиям
утверждений 1, 2 (его реберный граф L(H2) нехордо�
вый и непланарный), но при этом имеет планарную
реализацию (рис. 4). Сам гиперграф H2 планарен.

Рис. 4. Планарная реализация гиперграфа H2

Достаточным условиям, определенным утвер�
ждением 1, явно присуща неполиномиальную
сложность. Полиномиальных алгоритмов провер�
ки для них пока неизвестно. Между тем установить
справедливость требований утверждения 2 можно с
полиномиальной сложностью. Для этого достаточ�
но построить реберный граф L(H) и применить к
нему алгоритм плоской укладки, который за время
O(mc), где m=|U| и c – некоторая положительная
константа, построит плоскую укладку или устано�
вит, что L(H) непланарен [6].

Важно отметить, что условия утверждений 1, 2
ориентированы лишь на распознавательную задачу
и не указывают способа построения требуемой ре�
ализации, если она существует. Кроме них для про�
верки реализуемости гиперграфа на плоскости ис�
пользуют также критерии древовидности. Гипер�
графы, которые реализуются деревьями, называют
древовидными. Задача распознавания свойства
древовидности гиперграфа полиномиально разре�
шима.

Утверждение 3 [5, 7]. Связный гиперграф
H=(X,U) допускает реализацию деревом тогда и
только тогда, когда двойственный к нему гипер�
граф H *=(X *,U *) является M�ациклическим.

В работе [5] доказано, что гиперграф H *=(X *,U *)
M�ацикличен тогда и только тогда, когда гипер�
граф H=(X,U) обладает свойством Хелли, а его ре�
берный граф L(H) хордовый. Считается, что семей�
ство U'={u1,u2,...,ul}⊆U попарно смежных ребер ги�
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Рис. 3. Гиперграф H2, реберный граф L(H2) которого нехордовый и непланарный



перграфа H удовлетворяет условию Хелли при
X(u1)∩X(u2)∩...∩X(ul)≠∅. Если любое семейство
U'⊆U попарно смежных ребер гиперграфа H отве�
чает данному условию, то гиперграф в целом обла�
дает свойством Хелли. Известно, что свойство Хел�
ли немонотонное, несимметричное и труднопрове�
ряемое. Между тем для гиперграфов с хордовыми
реберными графами наличие или отсутствие дан�
ного свойства можно установить за полиномиаль�
ное время [7]. Очевидно, что если гиперграф обла�
дает свойством Хелли, то он также удовлетворяет
ослабленному условию Хелли. Значит, при выпол�
нении положений утверждения 3 постоянно будут
справедливы требования утверждения 1. Это впол�
не естественный факт, поскольку дерево всегда
планарно. Далее выводятся полиномиально прове�
ряемые достаточные условия существования пла�
нарных реализаций, независимые от требований
утверждений 1, 2 и охватывающие более широкий
класс гиперграфов, нежели класс древовидных ги�
перграфов.

Построение планарных реализаций 

плоского гиперграфа 

Определим для связного гиперграфа H=(X,U)
следующую процедуру очистки: слабое удаление из
X висячих вершин; слабое удаление из U висячих
ребер. Многократное применение к гиперграфу H
этих операций приводит к гиперграфу clear(H), ко�
торый является частью H. Так, для гиперграфа H1 с
рис. 1 имеет место равенство clear(H1)=H1, а резуль�
татом очистки гиперграфа H2 (рис. 3) служит граф
clear(H2), изображенный на рис. 5. Очевидно, что
clear(H)=(∅,∅), если H не содержит циклов. Здесь
под циклом гиперграфа H понимается чередую�
щаяся последовательность его вершин и ребер, по�
рождающая простой цикл графа K(H).

Лемма 1. Для всякого связного гиперграфа
H=(X,U) гиперграф H'=clear(H) является либо пу�
стым, либо таким, что K(H') есть вершинно�1�связ�
ный и реберно�2�связный граф.

Рис. 5. Результат очистки гиперграфа H2

Справедливость леммы 1 непосредственно вы�
текает из определений планарности гиперграфа и
операции очистки. Заметим, что в вершинно�1�
связных и реберно�2�связных графах любые две
различные вершины принадлежат циклу (не обяза�
тельно простому), т. е. в них нет мостов, но могут
быть точки сочленения. А такие графы представи�
мы в виде объединения блоков.

Если лемма 1 характеризует структурные осо�
бенности кенигова представления гиперграфа cle�
ar(H), то дальнейшие леммы утверждают, что ги�
перграф clear(H) наследует свойство планарности
исходного гиперграфа H .

Лемма 2. Гиперграф H'=clear(H) планарен тогда
и только тогда, когда H планарен.

Доказательство. Пусть исходный гиперграф H
планарен. Тогда его кенигово представление K(H) –
планарный граф. Граф K(H') – подграф графа K(H),
поэтому он также планарен. Следовательно, очи�
щенный гиперграф H'=clear(H) планарен. Предпо�
ложим обратное. Пусть гиперграф H'=clear(H) и ас�
социированный с ним граф K(H') планарны. По
лемме 1 либо граф K(H') пуст, либо он есть объеди�
нение блоков. Очевидно, что кенигово представле�
ние K(H) исходного гиперграфа H можно восстано�
вить из графа K(H') путем добавления блоков, пред�
ставляющих собой деревья порядка 2, которые в
свою очередь – планарные части K(H). Таким обра�
зом, граф K(H) и гиперграф H планарны.

Лемма 3. Если H'=(X',U') – очищенный планар�
ный гиперграф, то для него всегда существует пла�
нарная реализация.

Доказательство. По определениям планарности
гиперграфа, кенигова представления и лемме
1 граф K(H') является плоским, вершинно�1�связ�
ным, реберно�2�связным и двудольным, с множе�
ством вершин X'∪U' и долями X', U'. Поместим его
на плоскости, используя известный алгоритм пло�
ской укладки двусвязных графов [6]. К полученной
укладке многократно применим операцию стяги�
вания ребра, инцидентного какой�либо вершине uI
U' графа K(H'). Операция стягивания всякого ребра
{x, u} предполагает следующие действия:

• ребро {x, u} удаляется, а вершины x, u отождест�
вляются, т. е. заменяются одной вершиной, ко�
торую обозначают xu;

• вершина xu объявляется смежной с каждой вер�
шиной y (y≠x, y≠u), если ранее y была смежна с
x или u. Отношение смежности других вершин
не изменяется.

Обозначим через темные вершины исходные
вершины графа K(H'), а через светлые – вершины,
полученные в результате отождествления. Данную
процедуру завершим в тот момент, когда в графе
K(H') не останется темных вершин uI U'. Пусть ре�
зультат выполнения процедуры стягивания – граф
G(H')=(X',E). Этот граф очевидно планарен, т. к.
операция стягивания ребра планарного графа ни�
когда не нарушает его планарности.

Осталось показать, что граф G является реали�
зацией гиперграфа H'. Действительно, множество
вершин графа G совпадает с множеством вершин
гиперграфа H', поскольку стягиваются только ре�
бра, инцидентные вершинам u∈U', и постепенно
все вершины u∈U' отождествляются с вершинами
из X'. Проверим условия, накладываемые опреде�
лением реализации на ребра графа G. По постро�

Известия Томского политехнического университета. 2009. Т. 314. № 2

18



ению две вершины x,y∈X' смежны в G только в том
случае, когда они обе были смежны с некоторой
вершиной u∈U' графа K(H') (или инцидентны ре�
бру u∈U' гиперграфа H'). Значит, всякое ребро {x,y}
графа G содержится в ребре u гиперграфа H'. Теперь
выберем в H' произвольное ребро u∈U'. Пусть X(u)
– множество вершин гиперграфа H, инцидентных
ребру u. Применительно к графу K(H') множество
X(u) определяет все вершины, смежные с верши�
ной u. Тогда для любой пары вершин a,b∈X(u) в
K(H') существует цепь, соединяющая вершины a и
b. Это означает, что подграф K(u) графа K(H'), по�
рожденный множеством вершин X(u)∪u, является
связным. Отождествление вершины u с одной из
вершин множества X(u) не может нарушить связ�
ности K(u). Следовательно, граф G=(X',E) – пла�
нарная реализация гиперграфа H'. Заметим, что
многообразные стратегии выбора отождествляе�
мых вершин могут приводить к различным планар�
ным реализациям гиперграфа H'=clear(H). Кроме
того, в G возможно появление кратных ребер, но
эта кратность легко устраняется.

Из лемм 1–3 непосредственно вытекает спра�
ведливость следующей теоремы.

Теорема. Всякий планарный гиперграф реали�
зуем на плоскости.

Данная теорема определяет достаточные усло�
вия существования планарной реализации гипер�
графа H=(X,U), которым свойственна полино�
миальная сложность проверки. Лемма 3 указывает
полиномиальный алгоритм построения такой реа�
лизации. В самом деле, если граф K(H') задан ма�
трицей инциденций A(K), то эта матрица имеет до
n+m строк и nm столбцов, где n=|X |, m=|U|. Стяги�
вание ребра {x, u} в K(H') ведет к удалению в A(K)
соответствующего столбца, на что необходимо
O(n+m) условных единиц времени. Трудоемкость

формирования строки в A(K) для вершины xu со�
ставляет O(nm). В худшем случае (при стягивании
всех возможных ребер графа K(H')) процедура стя�
гивания требует O[nm((n+m)+nm)]=O(n2m2) време�
ни. Трудоемкость построения гиперграфа H'=cle�
ar(H) и восстановления планарной реализации для
H по планарной реализации для H' составляет так�
же не более чем O(n2m2). Значит, проверить условия
теоремы и построить планарную реализацию, если
она существует, можно за полиномиальное время.

В качестве примера рассмотрим гиперграф cle�
ar(H2) с рис. 5, который очевидным образом плана�
рен. Процедура пошагового стягивания ребер его
кенигова представления K(clear(H2)) представлена
на рис. 6. Граф G – результат выполнения процеду�
ры стягивания – планарен и дает плоскую укладку
гиперграфа clear(H2). Поскольку для clear(H2) суще�
ствует только единственная планарная реализация,
то любой порядок стягивания ребер здесь будет
приводить к одному и тому же результату.

Рис. 7. Непланарный гиперграф, для которого не существует
планарная реализация

Условия приведенной выше теоремы не явля�
ются необходимыми. Например, непланарный ги�
перграф H1 c рис. 1 допускает реализацию на пло�
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Рис. 6. Пошаговое стягивание K(clear(H2)). Темные точки – исходные вершины графа, светлые – вершины, полученные в ре�
зультате отождествления. Пунктиром выделены стягиваемые ребра



скости. Кроме того, условия этой теоремы незави�
симы от требований утверждений 1, 2. Это демон�
стрирует гиперграф H2, изображенный на рис. 3.
Для него требования утверждений 1, 2 не выполня�
ются, но он планарен и поэтому имеет планарные
реализации. Одна из таких реализаций приведена
на рис. 4. Примечательно, что существуют гипер�
графы, которые не являются плоскими и не допу�
скают реализацию планарным графом. Такой ги�
перграф H3 изображен на рис. 7.

В общем случае из существования реализации
гиперграфа планарным графом не следует суще�
ствование таких реализаций для его подграфов.
Так, гиперграф H4 с рис. 8 реализуется на плоско�
сти. Если из H4 слабо удалить вершину x7, то он
превращается в граф Куратовского K33, который до�
пускает только единственную реализацию, совпа�
дающую с ним самим и являющуюся непланарным

графом. Ситуация меняется, если мы имеем пла�
нарный гиперграф.

Следствие 1. Планарный гиперграф не только
сам, но все его полновершинные и полнореберные
подграфы допускают реализацию на плоскости.

Справедливость следствия 1 вытекает из опре�
деления планарности гиперграфа H (через планар�
ность кенигова представления K(H)), доказанной
выше теоремы и того факта, что всякий подграф
планарного графа всегда планарен. С учетом ра�
венства K(H*)=K(H) верно также высказывание.

Следствие 2. Для двойственного гиперграфа H*

всякого планарного гиперграфа H существует пла�
нарная реализация.

Таким образом, для планарных гиперграфов
свойство реализуемости на плоскости монотонное
и симметричное.
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Рис. 8. Непланарный гиперграф H4 и его планарная реализация
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