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Задачи рассеяния электромагнитного поля на
структурах, состоящих из диэлектрического тела и
тонких проводников, возникают в различных обла�
стях науки и техники, например, в антенной техни�
ке и радиолокации. Тонкие проводники часто ис�
пользуют в качестве передающих и приёмных ан�
тенн. При расположении таких антенн вблизи диэ�
лектрических тел возникает проблема оценки влия�
ния диэлектрических тел на параметры антенны,
решение которой требует решения поставленной
задачи рассеяния. В радиолокации при оценке ра�
диолокационной заметности сложного объекта ча�
сто возникает ситуация, когда часть объекта – это

диэлектрическое тело с расположенными вблизи
него тонкими проводниками. Расчет бистатическо�
го сечения рассеяния (БСР) такой части объекта
также требует решения поставленной задачи. Если
расстояние между диэлектрическим телом и про�
водниками меньше или сравнимо с длиной волны,
то корректная постановка исследований подобного
рода приводит к необходимости решения гранич�
ных задач теории рассеяния с учетом электромаг�
нитного взаимодействия между рассеивателями.
Существующие численные методы [1] позволяют
решать подобные задачи. Применительно к зада�
чам, рассматриваемым в данной статье, из наиболее
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популярных методов предпочтительным является
метод интегральных уравнений [2, 3]. Однако соот�
ветствующие вычислительные алгоритмы получа�
ются чрезвычайно емкими по затратам компьютер�
ной памяти и времени вычислений.

В последние годы для решения задач электро�
магнитного рассеяния на структурах, состоящих из
взаимодействующих тел, начали использовать ме�
тод вспомогательных источников [3, 4]. В частно�
сти, в [3] предложен вариант этого метода для чи�
сленного решения задач электромагнитного рассе�
яния, составленных из конечного числа трехмер�
ных идеально проводящих тел.

Данная статья является продолжением серии
работ, посвященных применению метода вспомо�
гательных источников к анализу рассеяния на
структурах из нескольких тел. В ней предложен ва�
риант метода вспомогательных источников для чи�
сленного решения задач электромагнитного рассе�
яния на структурах, состоящих из диэлектрическо�
го эллипсоида и расположенных вблизи него тон�
ких проводников конечной длины. Дана математи�
ческая формулировка метода и краткое описание
возможностей реализованной на его основе про�
граммы для расчёта компонент рассеянного поля.
Приведены примеры численных результатов, ха�
рактеризующих влияние тонких проводников на
БСР диэлектрического эллипсоида.

1. Формулировка задачи и метод её решения

Геометрия задачи показана на рис. 1. Будем рас�
сматривать стационарную задачу рассеяния элек�
тромагнитного поля {E

6
0,H
6

0} на структуре, состоя�
щей из объемного диэлектрического тела Di, огра�
ниченного поверхностью S, с диэлектрической εi и
магнитной μi проницаемостями и U тонких про�
водников, ограниченных поверхностями Su

`

(u=1,2,...,U) и расположенных произвольным об�
разом по отношению к телу Di (зависимость рассе�
яния от времени выбрана в виде exp(–iωt)). Под
объемным телом будем понимать тело, максималь�
ный и минимальный поперечный размеры которо�
го сравнимы между собой, а под тонким проводни�
ком – идеальный проводник круглого сечения, ди�
аметр которого мал по сравнению с длиной про�
водника и длиной волны. Эта структура размещена
в однородной безграничной среде De с диэлектри�
ческой и магнитной проницаемостями εe, μe в де�
картовой системе координат с центром, выбран�
ным внутри диэлектрического тела. Требуется най�
ти рассеянное поле {E

6
e,H
6

e}.

Математическая постановка задачи имеет сле�
дующий вид:

(1), ,
e i

e e e i i i

e e e i i iD D

E i H E i H

H i E H i E

ωμ ωμ

ωε ωε

∇× = ∇× =

∇× = − ∇× = −

G G G G

G G G G
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Рис. 1. Геометрия задачи



(2)

(3)

где E
6

e,H
6

e, и E
6

i,H
6

i – поля в областях De и Di, n
6 – еди�

ничный вектор нормали к поверхности S, n6u – еди�
ничные векторы нормалей к поверхностям Su' тон�
ких проводников; R=(x2+y2+z2)1/2 – расстояние от
рассматриваемой точки до центра системы коорди�
нат, a6×b

6
– векторное произведение.

Решение сформулированной выше задачи по�
лучим следующим образом. Построим модель рас�
сеянного поля. Аналогично тому, как это сделано в
работе [5], введем (рис. 1) две вспомогательные по�
верхности Si и Se, подобные поверхности диэлек�
трического тела S в смысле гомотетии с центром в
точке O, расположенной внутри тела и являющей�
ся началом системы координат. Если поверхность S
является центральной, то центр гомотетии выбира�
ем так, чтобы он совпадал с центром поверхности.
Поверхность Se=KeS расположена внутри диэлек�
трического тела и характеризуется коэффициентом
гомотетии (подобия) Ke, меньшим единицы; по�
верхность Si=KiS расположена вне тела и характе�
ризуется коэффициентом подобия Ki, большим
единицы. Если Ke=Ki=1, вспомогательные поверх�
ности Se и Si совпадают с S.

Выберем на вспомогательной поверхности Se

конечную совокупность точек {Mn,e}
Ne
n=1, в каждой из

которых разместим пару независимых элементар�
ных электрических диполей с моментами
p6τ1

n,e=pτ1
n,ee6τ1

n,e и p6τ2
n,e=pτ2

n,ee6τ2
n,e, а на вспомогательной по�

верхности Si – конечную совокупность точек
{Mn,i}

Ni
n=1, в каждой из которых разместим пару неза�

висимых вспомогательных электрических диполей
с моментами p6τ1

n,i=pτ1
n,ie6τ1

n,i и p6τ2
n,i=pτ2

n,ie6τ2
n,i. Единичные

векторы e6τ1
n,e, e6τ2

n,i выбраны в плоскости, касатель�
ной к Se в точке Mn,e, а единичные векторы e6τ1

n,i, e6τ2
n,i

– в плоскости, касательной к Si в точке Mn,i. Пред�
полагается, что диполи, размещенные на Se, излу�
чают в однородную среду с параметрами εe, μe, а ди�
поли, размещенные на Si, – в однородную среду с
параметрами εi, μi .

Внутри каждого из тонких проводников на оси
разместим непрерывно распределенный вспомога�
тельный ток J

6
u.

Представим неизвестное рассеянное поле
{E
6

e,H
6

e} в De в виде суммы полей вспомогательных
диполей, расположенных на вспомогательной по�
верхности Se, и вспомогательных токов:

(4)

а поле E
6

i,H
6

i, в Di – в виде суммы полей вспомога�
тельных диполей, расположенных на вспомога�
тельной поверхности Si:

(5)

В представлениях (4), (5)

RMMn,e и RMMl,u – расстояния от точки Mn,e на вспомо�
гательной поверхности Se и точки Ml,u на оси про�
водника с номером u до точки наблюдения M в De;
RMMn,i – расстояние от точки Mn,i на вспомогатель�
ной поверхности Si до точки M в Di; p6τ1

n,e, p6τ2
n,e

(n=1,2,...,Ne) и p6τ1
n,i, p6τ2

n,i (n=1,2,...,Ni) – неизвестные
дипольные моменты; Ne и Ni – числа точек разме�
щения диполей на вспомогательных поверхностях
Se и Si;  J

6
u (u=1,2,...,U) – неизвестные осевые вспо�

могательные токи; интегрирование в (4) проводит�
ся вдоль осей проводников lu.

Представления (4), (5) удовлетворяют уравне�
ниям Максвелла (1) и условиям излучения (3). Для
того, чтобы удовлетворить граничным условиям
(2), необходимо соответствующим образом вы�
брать значения дипольных моментов p6τ1

n,e, p6τ2
n,e

(n=1,2,...,Ne) и p6τ1
n,i, p6τ2

n,i (n=1,2,...,Ni) и распределе�
ния осевых токов  J

6
u (u=1,2,...,U).

Введем кусочно�постоянную аппроксимацию
осевых токов. Разобьем линию lu каждого тока  J

6
u на

Nu малых участков, в пределах каждого из которых
ток можно считать постоянным. Тогда выражение
для П

6
u в (4) приближенно можно записать в виде

(6)

где Ju,i – величина тока на i�м участке проводника с
номером u; e6u,i – единичный вектор, направление
которого совпадает с направлением касательной в
средней точке рассматриваемого участка. При та�
ком подходе нахождение неизвестных распределе�
ний осевых токов сводится к нахождению значе�

ний элементов тока.
1

U

u
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N
=

∑
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Для определения величин дипольных моментов и
элементов тока используем граничные условия (2), удо�
влетворяя им в соответствии с методом коллокаций.
Пусть Mj (j=1,2,...,L) – точки коллокации на поверхно�
сти диэлектрического тела S, а Mj'(j=1,2,...,Lu) – точки
коллокации на поверхности проводников Su'; L – число
точек коллокации на S, а Lu – число точек коллокации
на Su'. В силу предположения о малости диаметра про�
водника по сравнению с длиной проводника и длиной
волны будем считать, что вкладом в рассеянное поле
азимутальных составляющих токов на поверхностях
тонких проводников можно пренебречь. Тогда для на�
хождения неизвестных p6τ1

n,e, p6τ2
n,e (n=1,2,...,Ne), p6τ1

n,i, p6τ2
n,i

(n=1,2,...,Ni) и Ju,i (u=1,2,...,U, i=1,2,...,Nu) получим сле�
дующую систему линейных алгебраических уравнений:

(7)

где n6j – значение единичного вектора нормали в
точке Mj на поверхности диэлектрического тела;
E
6

e
j, H
6

e
j , и E

6
i
j, H
6

i
j , – значения компонент внешнего

и внутреннего полей в точке Mj; E
6

0
j, H
6

0
j, – значения

компонент возбуждающего поля в этой же точке;
E j

e,u,l и E j
0,u,l – значения составляющих рассеянного и

возбуждающего полей вдоль оси проводника с но�
мером u в точках коллокации на его поверхности.

Отметим, что в отличие от обычно используе�
мых систем линейных алгебраических уравнений
метода дискретных источников [6], элементы ма�
триц которых выражены в конечном виде, 

элементов матрицы системы

(7) содержат интегралы, которые возникают при
применении в соответствии с (4) необходимых
дифференциальных операторов к функции П

6
u (это

элементы матрицы, стоящие перед Ju,i).

Решение системы (7) определяется путем мини�
мизации функционала

(8)

После решения задачи минимизации (опреде�
ления неизвестных дипольных моментов p6τ1

n,e, p6τ2
n,e

(n=1,2,...,Ne), p6τ1
n,i, p6τ2

n,i (n=1,2,...,Ni) и элементов тока
Ju,i (u=1,2,...,U, i=1,2,...,Nu) необходимые характе�
ристики рассеянного поля определяются из (4).

Контроль точности модели (4), (5) осуществляется
путем вычисления относительного значения функ�
ционала (8) на сетке точек, промежуточных по отно�
шению к точкам коллокации, выбираемых как на по�
верхности диэлектрического тела S, так и на поверх�
ностях Su' всех проводников, входящих в структуру:

где Ф' – значение функционала (8) на указанной вы�
ше совокупности точек; Ф0 – значение соответствую�
щей нормы падающего поля на этой же совокупности
точек; L' – число промежуточных точек на поверхно�
сти диэлектрического тела; Lu' – число промежуточ�
ных точек на поверхности проводника с номером u.

2. Численные результаты

На основании изложенной выше модели созда�
на программа для расчета компонент рассеянного
поля и контроля точности полученного решения.
Диэлектрическое тело может быть трехосным элли�
псоидом. Максимальное число тонких проводни�
ков в структуре, предусмотренное программой, рав�
но трем. Предполагается, что все проводники явля�
ются прямолинейными. Положение проводников
относительно диэлектрического тела, а также их
длина определяются заданием координат началь�
ной и конечной точек проводника. Ниже приведе�
ны некоторые результаты, касающиеся влияния
тонких проводников на БСР диэлектрических тел.

Методика исследований заключалась в сравне�
нии БСР структур, состоящих из диэлектрического
тела и тонких проводников, с БСР одиночного ди�
электрического тела. Сравнение проводилось для
структур, содержащих один проводник, располо�
женный со стороны падения возбуждающей волны
(рис. 2) и в «зоне тени» эллипсоида (рис. 3).

Рис. 2. Структура, состоящая из эллипсоида и тонкого про�
водника, расположенного на расстоянии Δz со сто�
роны падающей волны
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Рис. 3. Структура, состоящая из эллипсоида и тонкого про�
водника, расположенного на расстоянии Δz в «зоне
тени» эллипсоида

Рис. 4 относится к структуре, представленной
на рис. 2, а рис. 5 – к структуре на рис. 3. Геометри�
ческие параметры эллипсоида следующие:
kea=keb=3, kec=4; относительная диэлектрическая
проницаемость эллипсоида εi/εe выбрана равной 4;
относительная магнитная проницаемость μi/μe вы�
брана равной 1. Длина проводника равна 0,9λ, ра�
диус проводника r равен 0,02λ. Кривые 1 на этих
рисунках – это БСР одиночного эллипсоида, кри�
вые 2 – БСР структуры из эллипсоида и проводни�
ка, когда последний расположен на расстоянии
Δz=0,01λ от эллипсоида, кривые 3 – те же характе�
ристики, когда проводник расположен на расстоя�
нии Δz=0,1λ от эллипсоида. БСР приведены в
E�плоскости – плоскости, в которой лежат векто�
ры E

6
0 и k

6
e падающей волны.

При получении результатов, представленных на
рис. 4, 5, число элементов разбиения осевого тока
проводника N выбрано равным 35, число точек
коллокации на поверхности проводника – равным
140. Параметры подобия вспомогательных поверх�
ностей выбраны следующими: Ke=0,6, Ki=4, коли�
чества точек размещения диполей на внутренней и
внешней вспомогательных поверхностях выбраны
одинаковыми: Ne=Ni=484; распределены эти точки
следующим образом. В каждом из 22 полусечений
ϕ=const, отстоящих одно от другого на угловое рас�
стояние Δϕ=16,36°, равномерно по углу θ выбраны
22 точки размещения диполей. Число точек колло�
кации L на поверхности эллипсоида выбрано рав�
ным 968; алгоритм их размещения по углу θ выбран
таким же, как для точек размещения диполей, но
располагаются эти точки как в полусечениях

ϕ=const точек размещения диполей, так и в полусе�
чениях, проведенных посередине между ними.

Рис. 4. БСР в E�плоскости эллипсоида с параметрами
kea=keb=3, kec=4, εi/εe=4, μi/μe=1 и структуры, со�
стоящей из такого же эллипсоида и расположенного
со стороны падения возбуждающей волны провод�
ника длиной l=0,9λ. Кривая: 1) одиночный эллипсо�
ид, 2) эллипсоид и проводник, Δz=0,01λ, 3) эллипсо�
ид и проводник, Δz=0,1λ

Рис. 5. БСР в E�плоскости эллипсоида с параметрами
kea=keb=3, kec=4, εi/εe=4, μi/μe=1 и структуры, со�
стоящей из такого же эллипсоида и расположенного
в «зоне тени» проводника длиной l=0,9λ. Кривая:
1) одиночный эллипсоид, 2) эллипсоид и проводник,
Δz=0,01λ, 3) эллипсоид и проводник, Δz=0,1λ

Показано, что для эллипсоида с диэлектриче�
ской проницаемостью εi/εe=4 присутствие тонкого
проводника в наименьшей степени влияет на сече�
ние рассеяния в направлениях 70°<θ<100°, приле�
гающих к направлению бокового рассеяния θ=90°.
Проводник, расположенный в «зоне тени» эллипсо�
ида, влияет на БСР диэлектрического тела в мень�
шей степени, чем такой же проводник, расположен�
ный на таком же расстоянии со стороны падения
возбуждающей волны. Это объясняется тем, что в
последнем случае токи, наводимые на проводнике
падающей волной, больше по величине, чем токи,
наводимые на проводнике ближним рассеянным
полем эллипсоида, когда проводник находится в
«зоне тени». Как показывает сравнение кривых 1–3
на рис. 4, 5 между собой, величина сечения рассея�
ния существенно зависит от расстояния между по�
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верхностью эллипсоида и проводником. Например
(см. рис. 4), при расположении проводника на рас�
стоянии 0,01λ от поверхности эллипсоида сечение
рассеяния в направлении θ=140° равно –9 дБ, а при
расположении этого же проводника на расстоянии
0,1λ равно –19 дБ (уменьшилось на 10 дБ).

Выводы

На основе метода вспомогательных источников
получено решение задачи рассеяния электромаг�

нитных волн на трехмерном магнитодиэлектриче�
ском теле при наличии вблизи него тонкого про�
водника, расположенного в «зоне тени» и со сторо�
ны падения возбуждающего поля. Построенный
алгоритм реализован в виде компьютерной про�
граммы для расчета характеристик рассеяния
структур, отличающихся взаимным расположени�
ем входящих в них тел. Исследовано и показано су�
щественное влияние тонких проводников на би�
статические сечения рассеяния диэлектрического
эллипсоида.
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Введение

Одна из наиболее острых современных проблем
– износ машин и механизмов – связана с трением.
Трудности в изучении процессов трения и изнаши�
вания во многом обусловлены тем, что они пред�
ставляют собой сложное существенно динамиче�
ское явление. Так, непрерывное измерение коэф�
фициента трения скольжения показывает, что эта
характеристика пары не является постоянной ве�
личиной даже при установившемся режиме, а пе�
риодически изменяется, достигая максимумов и

минимумов [1, 2]. Проявлением динамической
сущности трения является также возникновение
акустических колебаний, которые играют важную
роль в поведении взаимодействующих тел, в том
числе в их изнашивании. Срок службы деталей уз�
лов трения можно существенно повысить только за
счет гашения этих колебаний демпферами, нанесе�
нием поверхностных слоев или за счет подбора гео�
метрии деталей таким образом, чтобы возника�
ющие при трении колебания опасной частоты бы�
стро затухали [3].
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ФАКТОРЫ, ОПРЕДЕЛЯЮЩИЕ ГЕНЕРАЦИЮ УПРУГИХ ВОЛН ПРИ ТРЕНИИ. 

МОДЕЛИРОВАНИЕ НА ОСНОВЕ ДИСКРЕТНО7КОНТИНУАЛЬНОГО ПОДХОДА
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На основе дискретно�континуального подхода рассмотрена модель механического взаимодействия в пятне контакта при трении
скольжения. Проанализирован частотный спектр возникающих упругих волн, показано наличие частот, зависящих от шерохова�
тости профиля взаимодействующих поверхностей. Анализ, выполненный с помощью Фурье� и вейвлет�преобразований, позво�
лил выявить сложную структуру возникающих при трении упругих волн. Сделан вывод о том, что закономерности процесса из�
нашивания могут быть изучены на основе анализа соответствующих акустических спектров.
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