
1. Восстановление сингулярной фазы. 

Современные методы решения проблемы

Для получения фазового профиля оптического
излучения обычно используется датчик Гартмана [1,
2], прибор в котором волновой фронт разделяется на
отдельные пучки матрицей фокусирующих микро�
линз. Каждой микролинзе ставится в соответствие
участок светочувствительного элемента, в пределах
сформированной таким образом субапертуры вычи�
сляются смещения «центра тяжести» образованного
при делении пучка. Затем, по измерениям смещений
вычисляются локальные наклоны волнового фрон�
та, из которых на основе специального алгоритма
восстанавливается фазовый профиль излучения.

Конечные размеры каждой из субапертур при�
водят к ограничениям описанной выше методики.
Локальные наклоны могут быть измерены только в
пределах площадки, поставленной в соответствие
микролинзе. При выходе сфокусированного пучка
из этой области возникают ошибки измерения на�
клонов, приводящие к погрешностям восстановле�
ния фазы.

Динамический диапазон прибора может быть рас�
ширен при использовании операции сканирования. В
этом случае в каждый момент времени открыта толь�
ко одна из микролинз, остальные элементы матрицы
экранированы. При выполнении измерений линзы
последовательно открываются. В построенном таким
образом сканирующем датчике наклоны вычисляют�
ся не в пределах субапертуры, а во всей светочувстви�
тельной области, что означает значительное расшире�
ние пределов измерения. Основными недостатками
сканирующего датчика является его малое быстро�
действие и сложность аппаратной реализации.

Для обоих типов датчиков восстановление фазы
значительно осложняется при появлении в пучке ди�
слокаций (оптических вихрей), точек в которых ин�
тенсивность равна нулю и интеграл по контуру, охва�
тывающему такую точку, принимает значения ±2π.

К настоящему времени построено несколько
алгоритмов, предназначенных для регистрации
сингулярной фазы [3, 4], изучены особенности их
применения [5, 6], проведен сравнительный анализ
точности [7], опубликован ряд экспериментальных
результатов по реконструкции волнового фронта
вихревого излучения [8]. Несмотря на большое ко�
личество публикаций, проблему невозможно счи�
тать решенной полностью. Необходимо отметить,
что в теоретических исследованиях [3–6] фаза вос�
станавливалась из градиентов, полученных анали�
тически или при численном дифференцировании,
а это означает, что ограничения, свойственные ре�
альному прибору учтены не были. В эксперимен�
тальных исследованиях [8] демонстрировалась
лишь принципиальная возможность регистрации,
т. к. волновой фронт пучка включал только одну
дислокацию.

Предметом исследований, описанных в данной
статье, являлось изучение особенностей работы
датчика Гартмана при увеличении числа дислока�
ций до ста и более, а также при увеличении поряд�
ка особых точек. Наклоны волнового фронта были
получены в численных экспериментах с использо�
ванием модели, соответствующей реальному
прибору, т. е. с учетом ограничений датчика. Вос�
становление фазы выполнялось на основе алгорит�
ма, предложенного Д. Фридом [4] и двух алгорит�
мов, построенных авторами статьи.
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Представлены результаты восстановления сингулярной фазы когерентного излучения из наклонов волнового фронта, получен�
ных с использованием численной модели датчика Гартмана. Восстановление выполнялось для случаев, когда волновой фронт
пучка включал большое число (более ста) особых точек или особые точки высоких (более десятого) порядков. Показано, что на�
ибольшую точность реконструкции в данных условиях обеспечивает алгоритм, разработанный на основе предложенной Д. Фри�
дом методики. Также установлено, что дальнейшее увеличение точности может быть получено за счет использования в оптиче�
ской схеме датчика операции сканирования.
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2. Алгоритмы реконструкции

Один из алгоритмов (комплексный экспонен�
циальный реконструктор со взвешиванием диспер�
сии), использованных нами для восстановления
сингулярной фазы из наклонов волнового фронта,
был построен на основе методики, предложенной
Д. Фридом [4]. В алгоритме Фрида задача восстано�
вления фазы сводится к задаче реконструкции в
поперечном сечении пучка распределения «фазо�
ров» – комплексных чисел, задаваемых формулами
Δxu≡A.exp(iΔxϕ) и Δyu≡B.exp(iΔyϕ), где Δxϕ, Δyϕ –
разности фаз излучения между соседними узлами
расчётной сетки, A, B – амплитуды фазоров.

Особенностью рассматриваемого алгоритма яв�
ляется использование единичных векторов Δxu и
Δyu (комплексных чисел с единичным модулем),
для получения которых амплитудам A и B присваи�
ваются значения, равные единице. Можно предпо�
ложить, что при выполнении этой операции теря�
ются данные, т. к. амплитуды дифференциальных
«фазоров» несут информацию об ошибках измере�
ния разностей фаз в конкретном эксперименте. С
учетом этого предположения была предпринята
попытка модификации алгоритма, которая со�
стояла в исключении операции формирования
единичных комплексных векторов.

Как известно, качество восстановления сингу�
лярной фазы снижается с увеличением количества
вихрей Ndsl, содержащихся в волновом фронте излу�
чения. При этом характеристикой, влияющей на
точность, является плотность вихрей Ndsl/Ng (где
Ng – число ячеек расчётной сетки). С увеличением
плотности увеличивается средний по поперечному
сечению модуль градиента фазы ∇S⊥ и возникают
погрешности интегрирования.

Для того, чтобы повысить качество реконструк�
ции сингулярной фазы и увеличить отношение чи�
сла регистрируемых дислокаций к общему числу
особых точек, был разработан комбинированный
алгоритм, в котором составляющая градиента фа�
зы, обусловленная вихрями, положение и заряд ко�
торых был определен, вычиталась из общего поля
градиентов. После выполнения операции вычита�
ния количество вихрей уменьшается, за счет этого
авторы надеялись уменьшить погрешности восста�
новления.

Для исследования точности работы перечи�
сленных выше алгоритмов использовалась модель
датчика Гартмана, описанная в наших предыдущих
публикациях [9]. Модель точно соответствовала
оптической схеме реального прибора, локальные
наклоны в ней вычислялись по смещениям энерге�
тических центров тяжести пучков, сфокусирован�
ных набором микролинз. В расчетной схеме также
была предусмотрена возможность изменения фо�
кусного расстояния и размерности растра и изме�
нение размерности светочувствительного элемента
(фактически, это было изменение размерности
расчетной сетки). Полученные в численных экспе�
риментах результаты представлены ниже.

3. Восстановление фазы из наклонов, 

измеренных датчиком Гартмана

Точность восстановления фазы из наклонов
волнового фронта, полученных с использованием
модели датчика Гартмана, иллюстрируется на
рис. 1, где представлена зависимость критерия
Штреля Sh от числа особых точек первого порядка,
введенных в волновой фронт плоской волны.

Рис. 1. Зависимость критерия Штреля Sh от числа дислокаций
Ndsl, введенных в фазовый профиль пучка. Регистра�
ция наклонов выполняется датчиком Гартмана с раз�
мерностью линзового растра 32×32 (а) и 64×64 (б)

Результаты получены для модели, работающей
на основе алгоритма Фрида (кривая 1), модифици�
рованного алгоритма Фрида (2) и комбинированно�
го алгоритма (3). Также на рисунке приведены дан�
ные, полученные с использованием сканирующего
датчика (кривая 4). Различие между рис. 1, а и б, со�
стоит в использовании растров микролинз различ�
ной размерности. Можем видеть, что во всех слу�
чаях с увеличением числа дислокаций точность вос�
становления уменьшается. Для датчика с растром
32×32 алгоритм Фрида работает неустойчиво при
10 и более дислокациях, применение растра 64×64
обеспечивает устойчивость в интервале от 0 до
50 дислокаций, т. е. за счет увеличения размерности
диапазон возможного применения датчика значи�
тельно расширяется.

Модифицированный и комбинированный ал�
горитмы позволяют получить приблизительно оди�
наковые и значительно более высокие результаты,
по сравнению с оригинальным алгоритмом Фрида.
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Представленные данные позволяют заключить, что
два возможных метода увеличения точности датчи�
ка – это увеличения размерности растра и оптими�
зация алгоритма реконструкции фазы.

Точность работы датчика уменьшается также
при увеличении порядка особых точек. Это осо�
бенность иллюстрируется результатами численных
экспериментов по регистрации волнового фронта,
включающего одну дислокацию, порядок которой
изменялся (данные помещены в таблице).

Здесь приводится полутоновое изображение за�
данного фазового профиля, изображение профиля,
восстановленного с использованием датчика Гарт�
мана, работающего на основе модифицированного
алгоритма Фрида, и с использованием сканирую�
щего датчика. Можно видеть, что во всех случаях
отличие полученной фазы от заданной увеличива�
ется с ростом порядка особой точки.

Увеличение отклонения достаточно просто
объяснить для обычного датчика. В окрестностях

дислокации сфокусированные набором микролинз
пучки попадают в области соседних субапертур.
Это видно на гармтаннограммах, полученных для
дислокаций 7�го и 14�го порядков (рис. 2). В ре�
зультате локальные наклоны определяются непра�
вильно, и фаза восстанавливается неточно. Но в
чем источник ошибок, характерных для сканирую�
щего датчика, где смещения центроидов определя�
ются на всей плоскости регистрации?

Пучки, сфокусированные 4�я центральными су�
бапертурами сканирующего датчика, показаны на
рис. 3 (дислокация 14�го порядка находится в цен�
тре). Очевидно, что источником ошибок в этом слу�
чае является деформация сфокусированных пуч�
ков, т. е. отличие их амплитудного распределения от
правильного круга. Координаты центров тяжести
отличаются от координат, вычисленных для пучков
правильной формы, что и ведет к появлению по�
грешностей. Таким образом, использование скани�
рующего датчика не позволяет получить радикаль�
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Таблица. Восстановление сингулярной фазы, включающей дислокацию высокого порядка на основе модифицированного ал�
горитма Фрида. Размерность линзового растра 32×32, размерность расчетной сетки 256×256

Порядок особой точки 7 14

Заданный профиль

Полученный профиль 

(обычный датчик)

Полученный профиль 

(сканирующий датчик)



ного увеличения точности регистрации фазы пучка,
несущего вихрь высокого порядка. Недостатки
прибора, такие, как малое (по сравнению с обыч�
ным датчиком) быстродействие и сложность прак�
тической реализации не компенсируются повыше�
нием качества реконструкции волнового фронта.

Рис. 3. Пучки, сфокусированные центральными субаперту�
рами сканирующего датчика. Размерность растра
32×32. Дислокация 14�го порядка помещена в центр
области исследования

Количественные характеристики точности вос�
становления приводятся на рис. 4 в виде зависимо�
стей критерия Штреля от порядка особой точки;
восстановление фазы из наклонов осуществляется
на основе модифицированного алгоритма Фрида.
При выборе размерности растра 32×32 размерность
расчетной сетки составляла 256×256; увеличение
размерности растра до значений 64×64 сделало
необходимым увеличение размерности расчетной
сетки до 512×512.

По результатам, представленным на рис. 4,
можно заключить, что как для обычного, так и для

сканирующего датчика точность регистрации фазы
уменьшается с ростом порядка особой точки (кри�
вые 1 и 2 на рис. 4). Отличие состоит в том, что ска�
нирующий датчик работает более устойчиво, не�
предсказуемых колебаний критерия Штреля не на�
блюдается.

Рис. 4. Зависимость критерия Штреля от порядка дислока�
ции, введенной в фазовый профиль пучка. Регистра�
ция наклонов выполняется датчиком Гартмана с раз�
мерностями линзового растра 32×32 (кривая 1) и
64×64 (3), а также сканирующим датчиком с ра�
стром 32×32 (2)

Увеличить точность регистрации возможно при
увеличении разрешения светочувствительного эл�
емента обычного датчика, при увеличении размер�
ности его растра, или при уменьшении фокусного
расстояния микролинз. Данные выводы следуют из
анализа прибора с размерностью растра 64×64 и
уменьшенным фокусным расстоянием (кривая 3 на
рис. 4). Увеличению разрешения в этом случае со�
ответствует увеличение размерности расчетной
сетки до значений 512×512. Полученные значения
критерия выше, чем для обычного и сканирующего
датчиков меньшей размерности.
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Рис. 2. Центральная область гартманограмм, полученных при введении в фазовый профиль дислокации 7�го (а) и 14�го (б)
порядков. Размерность линзового растра датчика 32×32



Заключение

Выполнен анализ точности восстановления
сингулярного волнового фронта из локальных на�
клонов, полученных с использованием моделей
обычного и сканирующего датчиков Гартмана. Для
восстановления использовался алгоритм Фрида,
его модификация, разработанная авторами, и ком�
бинированный алгоритм. Показано, что во всех
случаях точность уменьшается при увеличении чи�
сла особых точек или их порядка, причем лучшие
результаты получены при использовании модифи�
цированного и комбинированного алгоритмов,

обеспечивающих приблизительно одинаковое ка�
чество восстановления.

Повысить точность возможно также за счет уве�
личения разрешения светочувствительного эл�
емента датчика, размерности его растра и при уме�
ньшении фокусного расстояния микролинз.

Использование сканирующего датчика расши�
ряет диапазон условий для применения прибора,
но и в этом случае наблюдаются ошибки восстано�
вления фазовых профилей, включающих дислока�
ции высоких порядков или большое количество
дислокаций первого порядка.
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