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Введение

В работе численными методами исследуется
двумерная модель динамики роста популяции ми�
кроорганизмов с нелокальным взаимодействием.

Моделирование двумерной динамики предста�
вляет особый интерес, что связано с условиями
экспериментальных исследований роста бакте�
риальных или клеточных популяций. Обычно та�
кие исследования проводятся в чашке Петри, пло�
ское круговое дно которой заполняется тонким
слоем питательной среды, а небольшое количество
культуры вносится (инокулируется) в центр, рав�
ноудаленный от границы чашки. Результаты мно�
гочисленных экспериментальных и теоретических
исследований показали [1–5], что популяции ми�
кроорганизмов представляют собой организован�
ное сообщество (колонию), более устойчивое к
влиянию неблагоприятных воздействий, чем про�
стая совокупность особей. Непосредственно на�
блюдаемым проявлением колониального поведе�
ния популяции микроорганизмов является форми�
рование неоднородных пространственных струк�
тур (морфогенез) в процессе роста популяции.

Одной из фундаментальных проблем математи�
ческого моделирования популяционной динамики
является описание морфогенеза колоний микроор�

ганизмов. Для решения этой проблемы пробуются
различные подходы и типы моделей (непрерывные
и дискретные, локальные и нелокальные, детерми�
нистические и стохастические и др.), так как пове�
дение колоний микроорганизмов является много�
факторным.

В данной работе исследуется влияние нелокаль�
ного нелинейного взаимодействия в популяции на
процесс формирования двумерной пространствен�
но неоднородной структуры в рамках реакционно�
диффузионной модели, обобщающей известную
модель Фишера–Колмогорова–Петровского–Пис�
кунова (ФКПП) [6, 7]. Нелокальное обобщение
уравнения ФКПП рассматривалось в [8–10]. Дина�
мическое уравнение модели в двумерном случае за�
писывается в виде:

(1)

Здесь u(x,y,t) – кинетическая переменная (мас�
совая плотность популяции или число организмов
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данного вида, приходящаяся на единицу площади)
– зависит от времени t и пространственных коор�
динат x, y. В данной модели учитываются: процесс
диффузии с постоянным коэффициентом диффу�
зии D; процесс производства бактерий с темпом
роста (мальтузианским параметром) a(x,y,t) и ква�
дратичными по плотности потерями с функцией
влияния b(x,y,x1,y1,t), моделирующей конкуренцию
за ресурс; процессы метаболизма и лизиса; таксис
микроорганизмов; �– параметр нелинейности. За�
висимость коэффициентов a(x,y,t) и b(x,y,x1,y1,t) от
пространственных координат (x,y,x1,y1) и времени t
позволяет учитывать пространственную неодно�
родность и нестационарность условий протекания
популяционных процессов, обусловленных внеш�
ними факторами. Будем также считать величины,
входящие в уравнение (1), безразмерными.

Для одномерного случая уравнение (1) с гауссо�
вой функцией влияния b(x,y,t)=exp(–(x–y)2/�2)
изучалась в [10]. Численное моделирование одно�
мерной динамики показало, что локализованное
начальное распределение распространяется вдоль
оси x в обе стороны от центра локализации с обра�
зованием серии локальных максимумов, что мож�
но рассматривать как процесс формирования по�
пуляционной структуры в одномерном случае
[8, 10].

В двумерном случае при определенном выборе
параметров модели (коэффициентов уравнения,
начальных и граничных условий) данная модель
описывает формирование пространственно нео�
днородной диссипативной популяционной струк�
туры. В формирование структуры существенный
вклад вносит нелокальная часть уравнения (1), ко�
торую можно рассматривать как математическое
описание коллективного поведения большого чи�
сла особей в популяции и эффектов самоорганиза�
ции в колонии бактерий.

Численное решение уравнения модели

В работе [10] для численного решения уравне�
ния (1) в одномерном случае применялись явная и
неявная численные схемы, а также метод конечных
элементов. Для численного решения уравнения (1)
в данной работе использовался метод конечных эл�
ементов [11].

Начальные условия u(x,y,0) выбирались в фор�
ме функций, локализованных в малой окрестности
начала координат (x=0, y=0). Решения строились
на таком временном интервале (0,T0), когда за рас�
четное время T0 ненулевые значения искомой
функции u(x,y,t), распространяясь от начала по
всем направлениям, не достигали границ области
изменения пространственных переменных x, y:
–Lx<x<Lx, –Ly<y<Ly. Эти условия соответствуют
убыванию решения на бесконечности. Начальную
функцию u(x,y,0) выберем в форме гауссова ра�
спределения с дисперсией �0 и амплитудой f0:

(2)

Здесь параметры f0 и �0 характеризуют макси�
мум численности популяции и степень локализа�
ции. Дисперсию �0 следует выбирать достаточно
малой, чтобы начальное распределение можно бы�
ло считать локальной инокуляцией.

Функцию конкурентных потерь b(x,y,t) выбе�
рем в виде

(3)

Здесь b0 – параметр, характеризующий степень
влияния нелокального взаимодействия на динами�
ку популяции, а � – характерный размер области
нелокального взаимодействия.

Эти параметры при выборе ядра интегрального
оператора в виде (3) отвечают за образование спе�
цифических кольцеобразных структур в колонии
бактерий.

На рис. 1–3 приведены результаты численного
решения уравнения (1) с начальным условием (2) и
функцией влияния (3). Параметры уравнения вы�
браны в виде: D=0,001, a=2, �=2, f0=8, �0=0,1, b0=2,
�=0,6.

Рис. 1. Сечение начального (t=0) распределения (2) с пара%
метрами f0=8, �0=0,1, что соответствует инокуляции
в начале координат (x=0, y=0) (а); сечение функции
uI в момент времени t�1,5 при f0=8, �0=0,1 (б)

На указанных рисунках начальное возмущение
не достигает пространственных границ расчетной
области, что соответствует асимптотическим нуле�
вым граничным условиям u(x,y,t)x�±�=0,
u(x,y,t)y�±�=0. В процессе формирования диссипа�
тивной популяционной структуры можно выде�
лить следующие стадии.

На первой стадии начальное распределение u0

вида (2) (сечение которого плоскостью, проходя�
щей через оси u и x, показано на рис. 1, а) преобра�
зуется в аксиально симметричное распределение uI

с максимумом в начале координат x=0, y=0, сече�
ние которого показано на рис. 1, б.

Проведенные расчеты показали, что функции
u=uI при различных значениях параметров f0, �0 на
первой стадии незначительно отличаются друг от
друга. На рис. 1, б, показано сечение распределе�
ния при f0=8, �0=0,1; аналогичный вид имеет ра�
спределение с параметрами f0=4, �0=0,05.
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Отметим также, что сечения распределений,
рис. 1, при соответствующем выборе параметров
мало отличаются от одномерных распределений,
рассмотренных в [10].

На второй стадии вокруг центрального макси�
мума распределения образуется аксиально симме�
тричное кольцевое распределение плотности u=uII,
(таксисное кольцо [12]), локализованное в окрест�
ности некоторой окружности (рис. 2), радиус кото�
рой зависит от функции влияния b, а также от па�
раметров D и a.

Рис. 2. Сечение функции uII в момент времени t=11

На третьей стадии аксиально симметричное ра�
спределение первого таксисного кольца трансфор�
мируется в неоднородное вдоль кольца распределе�
ние с периодически расположенными локальными
максимумами. Со временем радиус кольца и поло�
жение локальных максимумов на кольце остаются
практически неизменными. На рис. 3 показано ра�
спределение с шестью локальными максимумами.
Эти локальные максимумы со временем растут по
величине и достигают значения, равного значению
центрального максимума (рис. 4).

Рис. 3. Пространственное распределение функции uIII в мо%
мент времени t=12

На следующей, четвертой, стадии образуется
второе кольцо локализации плотности u, распреде�
ление на котором формируется по тому же сцена�
рию, как и на первом кольце. Образование второго
кольца распределения иллюстрирует рис. 4, на ко�
тором расположены 12 локальных максимумов.
Подчеркнем, что второе кольцо, изображенное на
рис. 4, не сформировалось окончательно. Кроме то�

го, предварительные расчеты показали, что со вре�
менем начинает формироваться следующее кольцо.

Рис. 4. Пространственное распределение функции uIV в мо%
мент времени t=19

Описанный выше процесс продолжается до тех
пор, пока формирующаяся колония микроорга�
низмов не достигнет границы занимаемой ей обла�
сти. Взаимодействие с границей вносит изменения
в распределение популяции. На рис. 5 показан вид
пространственного распределения популяции,
инокулированной в центр круговой области (моде�
лирующей дно цилиндрической чашки Петри) и
достигшей границы области, заполненной пита�
тельным веществом. Расчет проведен для периоди�
ческого по радиусу граничного условия. С увеличе�
нием времени функция u(x,y,t) переходит в стацио�
нарное состояние u(x,y,t)t���ust(x,y), рис. 5.

Рис. 5. Пространственное распределение функции u с уче%
том влияния границы в момент времени t=30

Число формирующихся на границе локальных
максимумов (на рис. 5 их число равно 14) отличает�
ся от числа максимумов соответствующего таксис�
ного кольца, удаленного от границы (на рис. 4 их
число равно 12). Как показывают расчеты, число
локальных максимумов на границе зависит от па�
раметров уравнения, а также от соотношения меж�
ду радиусом границы области (радиус дна чашки
Петри) и радиусом таксисного кольца, достигаю�
щего границы.
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Заключение

В работе построены численные решения ура�
внения (1), соответствующие нулевым граничным
условиям на бесконечности. Анализ численных ре�
шений, полученных для начального распределения
(2) с различными параметрами f0 и �0 с функцией
конкурентных потерь вида (3), показал, что в про�
цессе эволюции проходит 4 характерные стадии,
примеры которых приведены на рис. 1–4. Прове�
денные расчеты показали, что первая стадия дина�
мики, на которой формируется аксиально симме�
тричное кольцевое распределение uI, слабо зависит
от значения максимума и формы аксиально симме�
тричного, но достаточно узкого начального ра�
спределения u0. Эта стадия подобна первой стадии,
полученной для одномерного случая [10]. В после�
дующих стадиях характерным является последова�
тельное возникновение таксисных колец с по�
стоянными радиусами вокруг начальной инокуля�
ции и формированием на этих кольцах периодиче�
ски расположенных стационарных пиков. Анало�
гичные результаты получены в [13] при описании
динамики колоний бактерий в рамках другой мате�
матической модели.

Выводы

1. Двумерная реакционно�диффузионная модель
популяционной динамики с квадратично�нели�
нейным нелокальным взаимодействием, обоб�
щающая модель Фишера–Колмогорова–Пе�
тровского–Пискунова, применена для анализа
роста колонии бактерий и формирования дис�
сипативной структуры.

2. Для описания нелокального взаимодействия
использовалось ядро, представляющее собой
упрощение гауссовой функции, применявшей�
ся ранее в одномерных нелокальных моделях.

3. Численными методами исследовано влияние
нелокальных эффектов на динамику популяции
микроорганизмов на плоскости.

4. Показано, что уравнение модели при выбран�
ных в работе параметрах описывает сценарий
формирования диссипативной популяционной
структуры в виде последовательного возникно�
вения и роста стационарных таксисных колец.

Работа выполнена при частичной финансовой поддержке
АВЦП ФАО Министерства образования и науки РФ
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