
лов. Разработана методика, позволяющая опреде�
лять частоту, амплитуду и направление внешнего
инерционного сигнала. Результаты исследования

предложено использовать при проектировании
прибора, способного регистрировать сильные
инерционные воздействия.
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Введение
Естественная конвекция, вызванная наличием

градиента температуры в поле действия массовых
сил, во многих технологических системах является
определяющим механизмом переноса тепла [1–3].
Степень воздействия естественно�конвективного
теплопереноса на режимы течения и транспорта
энергии повышается при наличии теплопроводных
стенок конечной толщины [4, 5]. Учет последнего
фактора имеет существенное значение при созда�
нии современной электронной компонентной ба�
зы, в условиях оптимизации технологического

процесса выращивания объемных монокристал�
лов, при проектировании эффективных систем ох�
лаждения на тепловых и атомных электростанциях
[6–8]. Наиболее полный анализ режимов конвек�
тивного теплопереноса в таких технологических
системах требует применения подходов математи�
ческого моделирования на основе уравнений мате�
матической физики, описывающих исследуемые
механизмы переноса в областях различной формы.

Целью настоящей работы является обобщение
двухполевого метода решения плоских сопряженных
задач конвективного теплопереноса в декартовых
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Проведено численное исследование режимов термогравитационной конвекции в замкнутом вертикальном цилиндре с тепло!
проводными стенками конечной толщины при наличии локального источника тепла в основании области в условиях конвектив!
ного теплообмена с окружающей средой. Математическая модель сформулирована в безразмерных переменных «функция то!
ка – вектор завихренности скорости – температура» в цилиндрической системе координат. Проанализировано влияние числа
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координатах [9, 10] на класс задач в цилиндрической
системе координат и проведение численного анали�
за режимов нестационарной сопряженной термогра�
витационной конвекции в типичном элементе тех�
нологической системы цилиндрической формы при
наличии источника тепла в условиях конвективного
теплообмена с внешней средой. Настоящее исследо�
вание представляет собой расширение сферы анали�
за (увеличение диапазона возможных геометриче�
ских объектов исследования) сопряженных задач
естественной конвекции в замкнутых областях.

Постановка задачи
Рассматривается краевая сопряженная задача

нестационарного теплопереноса в замкнутом вер�
тикальном цилиндре (рис. 1).

Рис. 1. Область решения задачи: а) трехмерный объект ис!
следования, б) сечение объекта �=const (1 – стенки;
2 – газ; 3 – источник тепловыделения)

Область решения представляет собой замкну�
тый цилиндр с теплопроводными стенками конеч�
ной толщины, заполненный вязкой, несжимаемой,
теплопроводной, ньютоновской жидкостью. В ос�
новании газовой полости (2 на рис. 1) находится
источник тепловыделения постоянной температу�
ры. Предполагается, что внешние поверхности го�
ризонтальных стенок являются адиабатическими,
а на внешних границах вертикальных стенок реа�
лизуются условия конвективного теплообмена
с окружающей средой. Рассматриваемая геометрия
задачи и граничные условия позволяют исключить
влияние угла � и проанализировать процесс пере�
носа массы, импульса и энергии в сечении �=const
(рис. 1, б). При проведении вычислительных экс�
периментов предполагалось, что теплофизические
свойства материала стенок и газа не зависят
от температуры, а режим течения является лами�
нарным. Газ считался вязкой, теплопроводной, нь�
ютоновской жидкостью, удовлетворяющей при�
ближению Буссинеска.

Процесс переноса массы, импульса и энергии
в газовой полости в цилиндрических координатах
в предположении V�=0 и �/��=0 описывается сле�
дующими уравнениями [11]:

(1)

(2)

(3)

(4)

а также нестационарным двумерным уравнением
теплопроводности для элементов ограждающей
стенки [12]:

(5)

где r, z – координаты цилиндрической системы ко�
ординат; t – время; Vr и Vz – составляющие скоро�
сти в проекции на оси r, z соответственно; р – да�
вление; �2 – плотность газа; � – кинематический
коэффициент вязкости; T – температура; T0 – на�
чальная температура в области решения; g – уско�
рение свободного падения; � – термический коэф�
фициент объемного расширения; a1 и a2 – коэффи�
циенты температуропроводности материала твер�

дых стенок и газа; – опера�

тор Лапласа.
Для исключения поля давления с целью сокра�

щения времени вычислений вводятся переменные
функция тока � и вектор завихренности скорости
� по следующим соотношениям:

Сформулируем математическую модель в без�
размерных переменных «функция тока – вектор за�
вихренности скорости – температура». В качестве
масштабов расстояния, скорости, времени, темпе�
ратуры, функции тока и завихренности были вы�
браны Lr, 	



g��T



Lr



, 	


Lr/(g


��
T)



, �T=Ths–T0, 	


g��T



Lr

5

,

	


g��
T/Lr



. Безразмерные переменные имели вид:

где Lr – размер газовой полости по оси r (рис. 1);
Ths – температура источника тепла; R, Z – безраз�
мерные координаты, соответствующие координа�
там r, z; U, V – безразмерные скорости, соответ�
ствующие скоростям Vr, Vz; � – безразмерное время;

 – безразмерная температура; � – безразмерный
аналог функции тока; � – безразмерный аналог
вектора вихря.
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На основе уравнений (1)–(5), переходя к пере�
менным «функция тока – вектор завихренности
скорости», получим следующую систему диффе�
ренциальных уравнений:
• для газа (2 на рис. 1)

(6)

(7)

(8)

• для твердых стенок (1 на рис. 1)

(9)

Здесь Ra=g��TLr
3/�a2 – число Рэлея; Pr=�/a2 –

число Прандтля; a1,2=a1/a2 – относительный коэф�
фициент температуропроводности; 

– безразмерный оператор Лапласа.
Начальные и граничные условия для сформули�

рованной задачи (6)–(9) записываются следующим
образом.

Начальное условие:
�(R, Z,0)=�(R, Z,0)=
(R, Z,0)=0,

за исключением источника тепла, на котором в те�
чение всего процесса 
=1.

Граничные условия:
• на границе R=r1/Lr моделировался конвектив�

ный теплообмен с внешней средой 

• на границах Z=0, z1/Lr для уравнения энергии
заданы условия теплоизоляции

• на оси симметрии R=0 реализуются условия ви�
да [13]:

• на границе раздела твердого материала и газа
R=1:

• на внутренних границах раздела твердого мате�
риала и газа, параллельных оси R:

Здесь Bi=�Lr/�1 – число Био материала твердой
стенки; � – коэффициент теплообмена между вне�
шней средой и рассматриваемой областью реше�
ния; 
e – безразмерная температура окружающей
среды; �2,1=�2/�1 – относительный коэффициент

теплопроводности; �1 и �2 – коэффициенты тепло�
проводности материала твердой стенки и газа.

Краевая задача (6)–(9) с соответствующими на�
чальными и граничными условиями решена мето�
дом конечных разностей [14, 15] на равномерной
сетке 100�200 с использованием неявной двух�
слойной схемы. Для аппроксимации конвективных
слагаемых применялась схема второго порядка
точности, позволяющая учесть знак скорости [13],
для диффузионных слагаемых – центральные раз�
ности. Уравнения параболического типа решались
на основе локально одномерной схемы А.А. Са�
марского [15]. Аппроксимация ур. (6) проводилась
с помощью пятиточечного шаблона «крест». Полу�
ченное разностное уравнение было решено мето�
дом последовательной верхней релаксации. Опти�
мальное значение параметра релаксации подбира�
лось на основе вычислительных экспериментов.

Анализ полученных результатов
Численные исследования краевой задачи

(6)–(9) проведены при следующих значениях без�
размерных комплексов: 104�Ra�106; Pr=0,7;
0���300; �2,1=5,7.10–4, 4,3.10–2; r1/z1=0,25 и h/Lr=0,1;
0,2, отражающих рабочие режимы технологиче�
ских систем в условиях свободноконвективного те�
плопереноса. Основное внимание уделялось ана�
лизу влияния числа Рэлея, фактора нестационар�
ности, а также относительного коэффициента те�
плопроводности �2,1 и толщины ограждающих сте�
нок на распределения локальных характеристик
и интегральных параметров.

На рис. 2 представлены линии тока и поля тем�
пературы, соответствующие различным значениям
числа Рэлея.

Увеличение числа Рэлея, обусловленное ростом
температуры источника энергии, приводит как к
повышению средней температуры в области реше�
ния, так и к ослаблению интенсивности конвек�
тивного течения в газовой полости. Последнее свя�
зано с уменьшением градиента температуры с ро�
стом � в восходящем и нисходящем потоках газа.
Необходимо также отметить смещение ядра кон�
вективной ячейки к источнику энергии и значи�
тельное падение �max:

Такие изменения гидродинамической структу�
ры определяются также и полем температуры
(рис. 2, 3), которое при малых значениях Ra отра�
жает влияние окружающей среды, поскольку тем�
пература внешней среды меньше начальной темпе�
ратуры области решения. При Ra=104 в верхнем
правом углу газовой полости заметно продвижение
фронта пониженной температуры, которое и при�
водит к интенсификации конвективного течения.
Дальнейший рост числа Рэлея проявляется в фор�
мировании термического факела над источником
тепла и росте температуры на оси симметрии
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(рис. 3). Вблизи поверхности правой стенки с ро�
стом Ra заметно ускорение нисходящих газовых
потоков, а также уменьшение толщины теплового
пограничного слоя, что подтверждается положени�
ем изотермы 
=0,3. В условиях вытеснения фрон�
та пониженной температуры из газовой полости
в верхних частях области решения при увеличении
Рэлея происходит смещение зоны охлаждения
твердой стенки к основанию области. Такая дина�
мика позволяет утверждать, что интенсивности
конвективного теплопереноса в газовой полости
и кондуктивного теплообмена в твердой стенке
значительно отличаются.

Рис. 3 отражает рост температуры в сечении
Z=3,0 как в газе, так и в твердой стенке, а также
неустойчивую стратификацию среды в вертикаль�
ном направлении.

Увеличение Ra приводит к понижению скоро�
сти потока на оси симметрии в сечении Z=3,0:
V|Ra=104=0,49>V|Ra=105=0,44>V|Ra=106=0,37 на 24 %. Вы�
равнивание профиля вертикальной компоненты
скорости с ростом Рэлея обусловлено падением
градиента температуры с ростом � и, соответствен�
но, уменьшением скорости конвекции 	



g��T



Lr



.

При Ra=106 наблюдалось наиболее значительное
понижение модуля скорости как на оси симме�
трии, так и вблизи вертикальной стенки.

Проведен анализ влияния числа Рэлея, толщи�
ны вертикальной стенки и �2,1 на среднее число
Нуссельта на поверхности источника тепла 

(рис. 4). С повышением Ra

наблюдается значительный рост обобщенного ко�
эффициента теплообмена. Увеличение относитель�
ного коэффициента теплопроводности, обусло�
вленное уменьшением �1, отражается также на по�
вышении среднего числа Нуссельта, что связано
с более интенсивным отводом тепла от поверхности
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Рис. 3. Профили температуры при �2,1=5,7.10–4, �=300, h/Lr=0,2: а) Z=3,0; б) R=0
       

Рис. 2. Линии тока и поля температуры при �2,1=5,7.10–4,
�=300, h/Lr=0,2: а) Ra=104; б) Ra=105; в) Ra=106

      



источника энергии. При этом увеличение толщины
стенки приводит к уменьшению Nuavg. Степень по�
нижения обобщенного коэффициента теплообмена
зависит и от теплопроводности материала стенок.

Рис. 4. Зависимость среднего числа Нуссельта от числа Рэ!
лея, толщины стенки и относительного коэффициен!
та теплопроводности при �=300

Фактор нестационарности в сопряженных зада�
чах конвективного теплопереноса определяет
не только этапы развития вихревых структур в га�
зовой полости, но и термическую инерционность
ограждающих твердых стенок.

На рис. 5 представлены профили температуры
в различные моменты времени. С увеличением
времени до �=9 наблюдался рост масштабов ос�
новной конвективной ячейки и диссипация вто�
ричной рециркуляции. Последнее связано с увели�

чением размеров термического факела и повыше�
нием средней температуры в полости. Необходимо
отметить, что изменение безразмерного времени
в диапазоне 3���300 приводит к увеличению зна�
чения |�|max на 7 %, отражающего интенсивность
течения. Основные преобразования поля течения
связаны с ростом масштабов конвективной ячей�
ки. Увеличение � также сказывается на прогреве
верхней стенки, что приводит к смещению фронта
пониженной температуры.

Необходимо отметить, что увеличение безраз�
мерного времени проявляется в уменьшении сред�
него числа Нуссельта на поверхности источника те�
пловыделения, что связано с постепенным пони�
жением градиента температуры вблизи нагревателя,
вследствие прогрева этой зоны. При Ra=104, 105 на�
блюдался монотонный выход обобщенного коэф�
фициента теплообмена на стационарные значения,
а при Ra=106 появлялись колебания в распределе�
нии Nuavg на начальном временной участке.

Заключение
1. Численно решена нестационарная сопряжен�

ная задача термогравитационной конвекции
в типичном элементе технологической системы
цилиндрической формы с соотношением сто�
рон r1/z1=0,25 при наличии источника тепловы�
деления постоянной температуры, расположен�
ного в основании полости, в условиях конвек�
тивного теплообмена с окружающей средой
на боковой поверхности объекта исследования.

2. Установлено, что увеличение числа Рэлея при�
водит к смещению ядра конвективной ячейки к
источнику энергии, а также отражает степень
воздействия конвективного теплопереноса в га�
зовой полости на распределение температуры
в твердой стенке.
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Рис. 5. Профили температуры при �2,1=5,7.10–4, Ra=105, h/Lr=0,1: а) Z=1,0; б) R=0
       



3. Показано, что увеличение толщины стенки ска�
зывается на уменьшении среднего числа Нуссель�
та на поверхности нагревателя. Степень пониже�
ния обобщенного коэффициента теплообмена за�
висит и от теплопроводности материала стенок.

Работа выполнена в рамках реализации ФЦП «Научные
и научно�педагогические кадры инновационной России»
на 2009–2013 гг. (ГК № П2225), а также при финансовой под�
держке Президента Российской Федерации (МК�396.2010.8).
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Задача расчета процесса однократной перегон�
ки часто формулируется следующим образом: дан
исходный раствор известного состава, требуется
отогнать от него определенную долю легколетучего
компонента и рассчитать, каковы должны быть со�
ставы образующихся фаз и температура процесса
[1]. Состав равновесных фаз, отвечающих заданной
степени отгона, чаще всего определяется путем

совместного решения уравнений материального
баланса и фазового равновесия.

Прогнозирование необходимой температуры для
отгона легколетучего компонента представляется
возможным, если использовать диаграмму y–x–t [1].
Данный графический способ не дает решение поста�
вленной задачи относительно времени проведения
процесса перегонки до необходимой температуры.
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Составлен тепловой баланс заводского перегонного аппарата АРНП!2 с экспериментальными замерами величин, входящих
в корреляции по определению фактически используемых теплот. Проведен анализ эмпирически полученных термограмм одно!
компонентных и бинарных водных жидкостей в процессе нагрева и охлаждения в ходе, которого выявлены границы интерва!
лов изменения температур в зависимости от состава разгоняемых веществ. Найдены корреляции изменения температуры паро!
вой фазы в процессе прогрева (I интервал) и охлаждения (V интервал) при простой перегонке веществ.
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