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1. Аналитический аппарат

Обозначения и терминология в данной статье
соответствуют принятым в [1−8].

Рассматривается четырехмерное евклидово про�
странство E4, отнесенное к подвижному ортонор�
мальному реперу  R={A

−
,e−j} (j,k,l=1,2,3,4)  с дериваци�

онными формулами и структурными уравнениями:

(1.1)

Здесь 1�формы ωk
j удовлетворяют соотношениям

(1.2)

которые с учетом (1.1) вытекают из условия орто�
нормальности репера R:

где символом {a−,b
−

} обозначается скалярное произ�
ведение векторов a− и b

−
пространства E4.

В пространстве E4 рассматривается многообразие
V 1

2,2 − двумерное многообразие центрированных дву�
мерных плоскостей L1

2, в каждой из которых задано по
одной точке M, называемой центром. К многообразию
V 1

2,2 присоединим ортонормальный репер R так, чтобы

(1.3)

Здесь и в дальнейшем символом Lp=(A
−

,e1
*− ,...,ep

*− )
обозначается p�плоскость (p�мерное линейное
подпространство), проходящее через точку A парал�
лельно линейно независимым векторам e1

*− ,e2
*− ,...,ep

*− .
Из (1.3) в силу (1.1) следует, что дифференциальные
уравнения многообразия V 1

2,2 запишутся в виде:

(1.4)

(α,β,γ =1,2;α̂ ,β̂ ,γ̂ =3,4). Здесь 1�формы ωa приняты
за базисные, а величины Aα̂

α и Aα̂
αβ удовлетворяют

структурным уравнениям:

(1.5)
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В четырехмерном евклидовом пространстве E4 рассматривается двумерное многообразие  V 1
2,2 плоскостей L2

1, в каждой из кото�
рых задано по одной точке A (центр плоскости). С этим многообразием ассоциируется двумерное многообразие V 2

2,2 плоскостей
L2

2, ортогональных соответствующим плоскостям L2
1 в точках A и являющихся оснащающими плоскостями многообразия V 1

2,2. Воз�
никают отображения между соответствующими плоскостями L1

2∈V 1
2,2 и L2

2∈V 2
2,2, каждое из которых определяется системой двух

неоднородных квадратичных функций с двумя неизвестными или соответствующей комплексной функцией. Выясняется геомет�
рический смысл этих отображений и рассматриваются частные случаи, когда указанные функции являются дифференцируемы�
ми в смысле Коши�Римана или Даламбера�Эйлера или гармоническими в некоторых или во всех точках соответствующих плос�
костей L2

1 или L2
2. Доказывается существование всех указанных частных случаев. Все рассмотрения носят локальный характер, а

функции, встречающиеся в статье, предполагаются аналитическими.
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Замечание 1.1. Из (1.2), (1.3) и (1.4) следует, что

(1.6)

геометрически это означает, что с многообразием
V 1

2,2 в E4 инвариантным образом ассоциируется дву�
мерное многообразие V 2

2,2, элементом которого яв�
ляется плоскость L2

2, A∈L2
2:

(1.7)

2. Отображение  f1:L1
2→L2

2

Каждой точке A∈E4 сопоставим отображение f1

плоскостей L1
2  и L2

2, которое каждую точку X∈L1
2 с

радиус�вектором

(2.1)

переводит в соответствующую точку Y∈L2
2 с радиус�

вектором

Это отображение определяется следующим образом:

(2.2)

где величины Bα̂
αβ определяются по формулам

(2.3)

и в силу (1.5) удовлетворяют структурным уравнениям:

(2.4)

Заметим, что, отображение плоскостей L1
2  и L2

2,
отвечающее точке A, определяется двумя соответ�
ствующими функциями двух аргументов. Поэтому
в соответствии с [6, с. 43−44] получаем, что каждое
из указанных отображений определяется соответ�
ствующей комплекснозначной функцией: 

(2.5)

где

(2.6)

При этом плоскость L1
2 объявляется комплексной

плоскостью (z)(z=x1+ix2,z−=x1−ix2), а плоскость L2
2 счи�

тается комплексной плоскостью (w)(w=y3+iy4). Заме�
тим, что плоскость L1

2 является областью определения
функций (2.5), а плоскость L2

2 − областью их значений.
Выясним геометрический смысл отображения

f1:L1
2→L2

2.
Рассмотрим кривую K0(t), описываемую точкой

A∈E4 и определяемую дифференциальными урав�
нениями:

(2.7)

Из (1.1) в силу (1.5) следует, что прямая

(2.8)

касается кривой K0(t) в точке A.
В силу (1.4, 1.7) и (2.8) замечаем, что прямая

t̂ =(A
−

,ea
−)t a является прL2

2

L1
2
t − проекцией прямой t на

плоскость L1
2 в направлении плоскости L2

2.
Определение 2.1. Точка X∈L1

2 с радиус�вектором
(2.1), отвечающая точке A∈E4, и кривая K0(t) назы�
ваются соответствующими, если прямая АХ парал�
лельна прямой t.

Из (2.7, 2.8) и определения (2.1) замечаем, что
точка X∈L1

2 и кривая K0(t) будут соответствующими
тогда и только тогда, когда

(2.9)

Из (2.1) в силу (1.1) и (1.4) получаем

Поэтому в силу (2.3, 2.7, 2.8) и определения
(2.1) прямая, определяемая векторным параметри�
ческим уравнением

(2.10)

где yα̂ определяются по формулам (2.2), есть пересе�
чение плоскости L2

2 с трехмерным пространством,
проходящим через плоскость L1

2 и касательную к ли�
нии, описываемой точкой X∈L1

2 вдоль соответству�
ющей кривой K0(t) в смысле определения 2.1. При
этом предполагается, что точка X не является фоку�
сом плоскости L1

2 в смысле [7], а кривая K0(t) не яв�
ляется соответствующей фокальной кривой. Таким
образом, в силу (2.9) и (2.10) отображение f1:L1

2→L2
2

геометрически характеризуется тем, что оно любую
точку X∈L1

2, отвечающую точке A∈E4, переводит в
прямую (2.8) в L2

2, проходящую через точки A и Y.
Поэтому отображение f1 определяется геометричес�
ки с точностью до ненулевого параметра λ.

3. Отображение  f2:L2
2→L1

2

Будем предполагать, что на многообразии V 0
2,2

величина
(3.1)

в каждой точке A∈E4. Тогда из (1.4) получаем

(3.2)

где (3.3)

С помощью величин (3.3) и (1.6) построим ве�
личины

(3.4)

Из (1.5) с учетом (3.1−3.4) получаем, что величины
Bα

α̂ и Bα
α̂β̂ удовлетворяют квадратичным уравнениям:

l l l
l

l
l

ll � l l
�

l � l
�

ll

l

( ) 0,

( ) 0.

dB B B

dB B B B
α β γ β α γ α β

α α β β α α
βα β α α
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βα β
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ω ω ω ω

− + ∧ =

− − + ∧ =

ll l l( )
1 .
2

B A B
α β

α α β
αβ β

=

4 3 4 3
1 1 2 22 2 1 1
3 4 3 4, , , .A A A A

B B B B
a a a a

= = − = − =

l
l
,Bα α α

αω ω=

3 4 4 3
1 2 1 2 0a A A A A≡ − ≠

l
l,Y A y eα
αλ= +

l l
l( ) ( ) .dX e A x A eα α α α β

α β αβ αω= + +"

1 2

1 2
, ( 0).t x

x x

α αω ω λ λ= ⇔ = ≠

l
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g B B h B B
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→ = =
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l

( ) 0.dB B B Bα α γ α γ β α β
αβ γβ α αγ β αβ βω ω ω ω− − + ∧ =

l l l1 ( )
2

B A Aα α α
αβ αβ βα= +

l l l1 2
1 2 2: ,f L L y A x B x xα α α α α β

α αβ→ ⇔ = +

l
l.Y A y eα
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X A x eα
α= +
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α αβα α αβ αβω ω ω ω= − ⇒ = = −, ;A A A



Известия Томского политехнического университета. 2004. Т. 307. № 4

12

Величины (3.3) и (3.4) определяют отображение
f2:L2

2→L1
2, которое точке Y∈L2

2 с радиус�вектором 
Y
−

=A
−

+y âe−â сопоставляет точку X∈L1
2 с радиус�векто�

ром (2.1), по формуле:

(3.5)

Как и во втором пункте показывается, что отоб�
ражение (3.5) определяется комплекснозначной
функцией вида:

(3.6)

где

(3.7)

Заметим, что геометрическая интерпретация
отображения (3.6) аналогична геометрической ин�
терпретации отображения (2.2). При этом линия,
описываемая точкой A, определяется дифференци�
альными уравнениями

а прямая t*=(A,e−α̂ +Bα
α̂ e−α)tα̂ касается K

*

0(t) в точке A.

4. Гармонические и аналитические отображения fa

В соответствии с [6. С. 75−76] и с учетом 
(2.3−2.6) и (3.5−3.7) получаем, что каждая из комп�
лекснозначных функций будет дифференцируемой
в соответствующей точке Fαd (α=1,2;F1d∈L1

2;F2d∈L2
2)

тогда и только тогда, когда координаты
(x1;x2)⇔z=x1+ix2 и (y3;y4)⇔w=y3+iy4 каждой из этих
точек удовлетворяют системам, соответственно:

(4.1)

Заметим, что дважды непрерывные функции
y=y(x1,x2) и x=x(y3,y4) в соответствующих точках
плоскостей L1

2 и L2
2 будут гармоническими тогда и

только тогда, когда 

Поэтому каждая из систем функций (2.2) и (3.5)
будет состоять из гармонических функций тогда и
только тогда, когда 

(4.2)

Введем следующие определения.
Определение 4.1. Каждое из отображений fα (α=1,2),

отвечающих точке A∈E4, называется дифференцируе�

мым или d�отображением в соответствующей точке Fαd

и обозначается fαd, если определяющие их функции
двух переменных дифференцируемы в этой точке.

Определение 4.2. Если отображения f1:L1
2→L2

2,
f2:L2

2→L1
2  отвечающие точке A∈E4, являются d�отоб�

ражениями во всех точках плоскостей L1
2 и L2

2, то
они называются аналитическими отображениями
и обозначаются fαa (α=1,2).

Определение 4.3. Отображения fα (α=1,2), отве�
чающие точке A∈E4, называются гармоническими
и обозначаются fαr, если определяющие их функции
двух переменных являются гармоническими.

Замечание 4.1. Символом gα→gαs будем обозначать
отображение плоскостей L1

2 и L2
2 в каждой точке A∈E4,

которое является отображением gαs (α=1,2;s=d,a,r) в
смысле определений (4.1−4.3), соответственно.

Из определений (4.1−4.3) и в силу (4.1, 2.6, 3.3)
и (3.4) следует, что каждое из соотношений опреде�
ляют гармонические отображения f1r, f2r, соответ�
ственно, а соотношения

(4.3)

определяют аналитические отображения f1a, f2a, со�
ответственно.

Замечание 4.2. Из соотношений (4.3) вытекают,
в частности соотношения (4.2), соответственно.
Это, как и следовало ожидать, означает справедли�
вость утверждения: fα→fαa⇒fα→fαr (α=1,2).

Определение 4.4. Многообразием Vαr
2,2 (α=1,2; 

α − фиксировано) называется такое многообразие
Vα

2,2, у которого в каждом его элементе отображение
fα (f1:L1

2→L2
2; f2:L2

2→L1
2) является отображением fαr в

смысле определения (4.3): fα→fαr. Многообразием Vαa
2,2

называется такое многообразие Vα
2,2, у которого в каж�

дом его элементе отображение fα (f1:L1
2→L2

2; f2:L2
2→L1

2)
является отображением fαa в смысле определения
(4.2): fα→fαa. Многообразиями V 12a

2,2 и V 12r
2,2 называются

многообразия вида:

(4.4)

Замечание 4.3. Многообразие V 1a
2,2 определяется

первой группой соотношений (4.3), а многообразие
V 2a

2,2 − второй группой из соотношений (4.3). Поэто�
му многообразие V 12a

2,2 определяется одновременно
первой и второй группами соотношений в (4.3).

5. Геометрические свойства отображений  fαr, fαa

В этом пункте будут выяснены геометрические
свойства всех отображений, о которых шла речь в
предыдущих пунктах.

Найдем некоторые инвариантные геометрические
образы, ассоциированные с многообразием V1

2,2, кото�
рые дадут дополнительные геометрические результаты.

Если X
−

=A
−

+xαeα
− − радиус�вектор фокуса в плос�

кости L1
2 в смысле [7] вдоль соответствующего фо�

кального направления, то из

12 1 2
2,2 2,2 2,2

12 1 2
2,2 2,2 2,2

,

.

a a a

r r r

V V V

V V V

=

=

∪
∪

l l l l

4 3 3 4 3 4 4 3
1 2 1 2 1 1 2 1 2

2 1 1 2 3 4 4 3
2 1 2 1 24 3 4 3

: 0, 0, , 0;

: 0, 0, , 0

a

a

f B B B B A A A A

f B B B B A A A A

β β β β
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Естественные науки

с учетом (1.1, 1.4, 2.3) и (3.1−3.4) находим, что мно�
жество всех фокусов плоскости L1

2 представляет со�
бой конику K2

12, определяемую в локальных коор�
динатах ортонормального репера R системой

(5.1)

Аналогичным образом получаются уравнения
коники K2

34:

(5.2)

Пусть Z1
−

=A
−

+tz1
αe−α и Z2

−
=A

−
+τz1

α̂e−α̂ − векторные пара�
метрические уравнения прямых z1∈L1

2 и z2∈L2
2, про�

ходящих через точку A, и имеющих направляющие
векторы z1

−=z1
αe−α и z2

−=z1
α̂e−α̂, соответственно. Тогда с

учетом (2.2) и (3.5) в плоскостях L1
2 и L2

2 получаются
следующие коники, отвечающие каждой из задан�
ных прямых и определяемые соответствующими
алгебраическими уравнениями:

(5.3)

(5.4)

Из (4.1−4.4) и (5.1−5.4) вытекает справедли�
вость следующих утверждений.
Теорема 5.1. 1) f1→f1r⇔A − центр коники K2

34⊂L2
2,

2) f2→f2r⇔A − центр коники K2
12⊂L1

2,
3) fα→fαr⇔ асимптотические направ�

ления коник Fα(zβ) (α,β=1,2; α≠β) взаимно ортого�
нальны в соответствующих плоскостях L1

2 или L2
2.

Замечание 5.1. Из определения (4.4) и замечания
(4.2) следует, что многообразие V2,2

12a является част�
ным случаем соответствующего многообразия V2,2

12r.
Замечание 5.2. Геометрические свойства много�

образий V2,2
12r и V2,2

12a вытекают из теоремы 5.1 с учетом
определения (4.4) и замечаний (4.2) и (5.1).

6. Существование многообразий Vαr
2,2, V2,2

12r, Vαa
2,2 и V2,2

12a

Теорема 6.1. Каждое из многообразий Vαr
2,2, V2,2

12r,
Vαa

2,2, V2,2
12a существует.

Доказательство. Из определения (4.4) с учетом
(4.3) следует, что многообразие V2,2

12a характеризуется
соотношениями:

(6.1)

(α,β=1,2;α̂,β̂=3,4). Из (1.5) с учетом (1.4) получаем

(6.2)

Проведем с учетом (6.2) и (6.1) такую канониза�
цию ортонормального репера R, при которой

тогда из (6.2) получаем

(6.3)

Поэтому в соответствии с [8] указанная канони�
зация репера R существует.

Обозначим V
.

2,2
12a − многообразие V2,2

12a, на котором
выполняются соотношения:

(6.4)

которые с учетом (6.3) и (1.4) приводят к диффе�
ренциальным уравнениям:

(6.5)

(по α не суммировать).
Из (1.1) следует, что дифференциальные урав�

нения (6.5) замкнуты относительно операции
внешнего дифференцирования. Это означает, что
многообразие  V

.
2,2
12a, являющееся подклассом много�

образий V2,2
12a, существует. Поэтому многообразия

Vαr
2,2, V2,2

12r, Vαa
2,2 и V2,2

12a  существуют.
Теорема 6.1 доказана.
Замечание 6.1. Соотношения (6.1) тождествен�

но выполняются с учетом (6.4), при этом неравен�
ство (3.1) выполняется, поскольку в силу (6.4) a=1.

Замечание 6.2. В случае многообразия V
.

2,2
12a отоб�

ражение f1:L1
2→L2

2 в силу (2.2) и (6.4) определяется
по формулам:

отсюда в силу (3.5) и (6.4) можно легко получить
формулы, определяющие отображение f2:L2

2→L1
2:

Рисунок. Классификация Коши�Римана многообразий Vα
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Замечание 6.3. Все построения в данной статье
в силу (3.5) проведены в предположении, что из
рассмотрения исключается случай

(6.6)

когда точка A принадлежит фокусной конике  K2
12 плос�

кости L2
2⊥L1

2, а также случай ϖα̂=0, когда плоскость L1
2

касается поверхности S2, описываемой точкой A.
Замечание 6.4. В силу (6.6) или в случае, когда

плоскость L1
2 касается поверхности S2 в точке A,

отображение f2:L2
2→L1

2 становится неопределенным.

Замечание 6.5. Из определения (4.4) и результатов
данного пункта вытекает следующая схема взаимос�
вязи многообразий Vαr

2,2, V2,2
12r, Vαa

2,2, V2,2
12a и V

.
2,2
12a (рисунок).

Замечание 6.6. Классификацию многообразий
V2,2

12a, указанную на рисунке, будем называть класси�
фикацией Коши�Римана.

Замечание 6.7. Результаты, изложенные в данной
статье для двумерного семейства центрированных
плоскостей в четырехмерном евклидовом простран�
стве, является ответом на замечание в [1, C. 9].

3 4 4 3 3 4
1 2 1 2 0 0,a A A A A ϖ ϖ≡ − = ⇔ ∧ =
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Введение

Одной из основных проблем современной тео�
рии робастного управления является разработка ме�
тодов исследования динамических свойств интер�
вальных систем [1, 2]. В частности, необходим эф�
фективный инструмент для оценки гарантирован�
ных показателей качества системы управления при
интервальной неопределенности ее параметров.

В [3] подобная задача сформулирована как ана�
лиз робастной относительной устойчивости, пре�
дусматривающей различные варианты локализации
корней интервального характеристического поли�
нома (ИХП). Очевидно, что их принадлежность оп�
ределенной области комплексной плоскости кор�
ней обуславливает тот или иной уровень робастно�
го качества управления в интервальной системе.

Для анализа робастной относительной устойчи�
вости широко применяются алгебраические и час�

тотные методы [1]. При этом значительно меньше
внимания уделяется использованию корневых ме�
тодов. Однако, согласно [4−6], робастное расшире�
ние корневого подхода, основанное на свойствах
корневых годографов, может быть достаточно эф�
фективным, а в некоторых случаях и наилучшим,
для решения указанной задачи.

1. Постановка задачи

В данной статье рассматривается открытый сек�
тор Г в левой полуплоскости корней, задающий об�
ласть допустимой колебательности интервальной
системы. Будем считать, что если корни ИХП рас�
полагаются в области Г, то интервальная система
обладает заданной робастной секторной устойчи�
востью. Для ее анализа можно использовать ре�
зультаты работы [7], где показано, что границы об�
ластей локализации корней являются образами оп�
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Анализируется отображение параметрического многогранника полинома в сектор Гm корневой плоскости, определяемый чис�
лом m интервальных коэффициентов. Находятся (2m−2) вершин многогранника, отображение которых в сектор Гm гарантирует
локализацию в нем всех корней интервального полинома. Формулируются критерии локализации корней в заданном секторе Г
при различных соотношениях его угла с углом сектора Гm.




