
Введение
В современных приборах акустического каро�

тажа [1, 2] применяют монопольные сферические
преобразователи. Их используют для возбуждения
продольных и поперечных волн, которые распро�
страняются одинаково во всех направлениях. Для
возбуждения упругих возмущений в скважинных
приборах для получения физических характери�
стик пород применяют электроакустические пре�
образователи, в которых электрическая энергия
преобразуется в энергию колебаний излучателя.
Такой же преобразователь (приемник), находя�
щийся в упругом поле, преобразует энергию упру�
гих колебаний в электрическую. Амплитуда коле�
баний излучателя должна быть максимальной, по�
скольку амплитуда волны с удалением от источни�
ка быстро убывает, поэтому необходимо знать соб�

ственную частоту сферического излучателя, так
как максимальная амплитуда достигается при
действии на излучатель нагрузкой с частотой,
близкой к собственной частоте. При увеличении
нагрузки в нелинейных системах могут возникать
кратные, независимые частоты, а также хаотиче�
ские колебания, тогда пакет упругих колебаний,
регистрируемый приборами акустического каро�
тажа, будет содержать колебания значительного
количества волн и этим затруднять чтение пакета.
В настоящее время описана математическая мо�
дель сферического преобразователя в линейной по�
становке [3].

Следует отметить, что впервые в данной работе
для задач нелинейной динамики выявлено, что
для сферической оболочки возможно появление
локализованных вмятин. При решении методом
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Актуальность исследования. Добыча нефти в настоящее время является одной из важнейших отраслей в экономике России.
Ее работа во многом зависит от уровня развития применяемых геофизических информационно�измерительных систем и лежа�
щих в их основе физических методов получения информации. Одним из ведущих методов скважинной геофизики является аку�
стический метод, объемы применения которого составляют около 10 % от общего объема геофизических исследований сква�
жин. Актуальность данного исследования обусловлена необходимостью повышения точности получаемых данных с помощью
акустического каротажа. Эффективность действия акустического каротажа во многом зависит от качественного пакета упругих
колебаний, регистрируемого приборами акустического каротажа. Создание математической модели движения элемента гибко�
го сферического преобразователя и дальнейшее исследование частотных характеристик упругих колебаний представляется
весьма актуальной научно�практической задачей.
Цель работы заключается в исследовании вынужденных колебаний сферического преобразователя, который является состав�
ной частью акустического каротажа.
Результаты. Из вариационных принципов построены исходные дифференциальные уравнения движения элемента осесимме�
тричной сферической оболочки с учетом геометрической нелинейности в виде Кирхгофа–Лява. Разработан алгоритм решения
системы нелинейных дифференциальных уравнений при помощи метода конечных разностей, матричного метода и метода
Рунге–Кутты. Анализ нелинейных колебаний сферической оболочки проводился с позиции нелинейной динамики и качествен�
ной теории дифференциальных уравнений. Показано, что в задачах нелинейной динамики сферических осесимметричных обо�
лочек возможно в окрестностях определенных линий поверхности появление вмятин. Установлено, что переход от гармониче�
ских колебаний к хаотическим для жестко защемлённой сферической оболочки происходит по сценарию Рюэля–Такенса–Нью�
хауза (частота возбуждения близка к собственной).
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Вмятины, сценарии появления хаоса, осесимметричные сферические оболочки, переход от гармонических к хаотическим ко�
лебаниям, вейвлет�анализ, сценарий Рюэля–Такенса–Ньюхауза.



Бубнова–Галеркина статических задач А.С. Воль�
мир обнаружил возникновение выпучиваний в
круглой оболочке [4], в работе А.В. Погорелова
[5, 6] определение состояний сводится к решению
задачи на экстремуму для функционала на изоме�
трических преобразованиях исходной формы обо�
лочки, в монографии Э.И. Григолюка и В.В. Каба�
нова [7] для определения критической нагрузки и
формы потери устойчивости используются соб�
ственные значения и собственный вектор, а с помо�
щью асимптотических методов такая локализация
была описана в работах Г.И. Михасева и П.Е. Тов�
стика [8]. В монографии В.М. Бабича и В.С. Булды�
рева [9] построены локализованные собственные
функции типа «шепчущей галереи» и «прыгающе�
го мячика» для уравнения Гельмгольца. В моно�
графии В.П. Маслова [10] асимптотическим мето�
дом для получения квазиклассических решений
построены локализованные решения для уравне�
ний в частных производных с малым параметром.
Изменение формы колебаний также происходит
при потере устойчивости системы [11–13]. Модели�
рованию колебаний сферической оболочки посвя�
щены работы [14, 15]. Однако в известных нам ра�
ботах нет анализа форм колебаний гибких круглых
в плане осесимметричных сферических оболочек,
находящихся под действием поперечной равномер�
но распределенной знакопеременной нагрузки.

Целью данной работы было показать характер
колебаний оболочки, находящейся под действием
знакопеременной нагрузки, а также зависимость
появления количества ребер в сферической обо�
лочке при действии знакопеременной нагрузки от
амплитуды нагрузки.

Постановка задачи и метод решения
Рассмотрим сферическую пологую оболочку в

полярной системе координат, введенной следующим
образом: ={(r,z)r[0,b],–h/2zh/2} (рисунок).

Рисунок. Расчетная схема

Figure. Design scheme

(1)

Здесь введены безразмерные величины:

где t – время;  – коэффициент вязкого сопротивле�
ния среды, в которой происходит движение оболоч�
ки; F – функция усилий; w – функция прогиба; R, c –
главный радиус кривизны оболочки и радиус опор�
ного контура соответственно; h – толщина оболочки;
b – параметр пологости;  – коэффициент Пуассона;
r – расстояние от оси вращения до точки на средин�
ной поверхности; q – параметр внешней нагрузки;
0 – частота собственных малых колебаний; E – мо�
дуль упругости; g – ускорение свободного падения;
 – удельный вес. Для краткости черта над безраз�
мерными величинами в (1) опущена. Производные
по t и далее будем обозначать штрихом. К системе (1)
следует присоединить граничные и начальные усло�
вия. Граничные условия для оболочки с жестко за�
щемленным опорным контуром запишутся в виде

(2)

начальные условия:

(3)

условия в вершине, выполняющиеся в малой
окрестности вершины оболочки:

(4)

Для сведения распределенной системы (1)–(4) к
системе с сосредоточенными параметрами вос�
пользуемся методом конечных разностей с аппрок�
симацией 0(2). Запишем систему (1)–(4) в конеч�
но�разностных соотношениях по пространствен�
ной переменной r:

(5)
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где =b/n; n – число участков деления радиуса
оболочки.

Граничные условия для оболочки с жестко за�
щемленным опорным контуром:

(6)

начальные условия:
(7)

Если пренебречь малыми слагаемыми и заме�
нить дифференциальные операторы центральны�
ми конечно�разностными при r=, получим усло�
вия в вершине:

(8)

Число разбиений в методе конечных разностей
n=20 определено по принципу Рунге. Обоснование
такого выбора приведено в статьях [16–18]. После
сведения задачи (1)–(4) к нормальному виду пер�
вое уравнение задачи Коши будем решать методом
Рунге–Кутта четвертого и шестого порядка точно�
сти по времени относительно функции прогиба w,
используя на каждом шаге решение второго ли�
нейного алгебраического уравнения относительно
функции усилия Ф(r,t) методом обратной матри�
цы. Так как результаты, полученные методами
4�го и 6�го порядка точности, полностью совпада�
ют [17], но время счета для метода Рунге–Кутта
4�го порядка в два раза меньше, то использовался
метод Рунге–Кутта 4�го порядка. Шаг по времени
выбирался по правилу Рунге.

Поперечная нагрузка может изменяться по лю�
бому закону в зависимости от координаты и време�
ни. В данной работе исследовался характер колеба�
ний оболочки, находящейся под действием попе�
речной знакопеременной нагрузки q=q0sin(pt),
где q0 – амплитуда вынуждающей знакоперемен�
ной нагрузки; p – частота знакопеременной на�
грузки.

Для исключения ошибочных результатов пред�
варительно была сделана сходимость численных
методов в зависимости от числа разбиений по про�
странственной и временной координате, а также
сравнение решений, полученных методом Бубно�
ва–Галеркина, и конечных разностей [16]. Это да�
ет возможность рассматривать задачи как системы
с бесконечным числом степеней свободы.

Исследование форм колебаний для жестко 
защемленной осесимметричной 
сферической оболочки
Исследуем колебания жестко опертой сфериче�

ской оболочки (параметр пологости b=8, краевые
условия (2)), находящейся под действием знакопе�
ременной нагрузки q0={[0,01;0,17;0,21}, p=1,34 –
частота возбуждения, близкая к частоте собствен�
ных колебаний 0. В таблице приведены спектр

мощности, вейвлет�спектр Морле, эпюры прогибов
и фазовые портреты, сигнал для центральной точ�
ки (0;t), первый ляпуновский показатель сигна�
ла, рассчитанный по методу Вольфа [19]. Сигналы,
получаемые в результате численных эксперимен�
тов при исследовании динамики распределенных
механических систем, имеют амплитудно�времен�
ное представление. Но для глубокого понимания
поведения динамических систем под действием
той или иной нагрузки, для выявления причин то�
го или иного явления необходима информация,
скрытая в частотной области сигнала. Для оценки
характера колебаний рассматриваемой системы в
работе применялся аппарат вейвлет�преобразова�
ний [20, 21]. Вейвлет�анализ дает возможность от�
следить локализованные особенности сигнала во
времени, а фурье�спектр отражает поведение сиг�
нала на всем временном интервале. Однако с уве�
личением количества частот в спектре колебаний
системы информативность вейвлет�преобразова�
ния снижается, так как на вейвлет�спектре гармо�
ники сигналов с большей мощностью на частоте
перекрывают с меньшей интенсивностью. Вей�
влет�спектр сигнала, в свою очередь, серьезно за�
висит от материнского вейвлета, на основании ко�
торого он строится. В работе [22] приведено обосно�
вание выбора вейвлета Морле в качестве материн�
ского [23, 24], который дает лучшую локализацию
как по времени, так и по частоте по сравнению с
остальными материнскими вейвлетами. Следует
отметить, что необходимо совместно анализиро�
вать фурье� и вейвлет�спектры.

Переход от гармонических колебаний к хаоти�
ческим происходит по сценарию Рюэля–Такен�
са–Ньюхауза, т. е. с увеличением амплитуды на�
грузки появляется независимая частота и линей�
ные комбинации двух частот: частоты возбужде�
ния и независимой частоты. При q0=0,01 оболочка
колеблется в гармоническом режиме: фазовый
портрет представляет собой эллипс, первый ляпу�
новский показатель меньше нуля. На эпюрах про�
гиба видно два ребра, которые появляются при
прогибе в центральной точке, близком к нулю.
При увеличении амплитуды нагрузки до q0=0,17
появляются независимая частота, эпюры прогиба с
двумя ребрами, при этом первый ляпуновский по�
казатель чуть больше нуля. В вейвлет�спектре и
спектре мощности появились независимая частота
и линейные комбинации частоты возбуждения и
независимой частоты. Дальнейшее увеличение ам�
плитуды возбуждения приводит систему в состоя�
ние хаоса. На эпюрах прогиба уже три ребра, про�
гиб в центре оболочки близок к нулю. Исследова�
ния показали, что для жестко защемленной по
контуру осесимметричной сферической оболочки
переход колебаний из гармонических в хаотиче�
ские происходит также по сценарию Рюэля–Та�
кенса–Ньюхауза [25].

Таким образом, в эпюрах прогиба сферической
оболочки с жестким защемлением при действии
поперечной знакопеременной нагрузки было за�
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Таблица. Характеристики колебаний осесимметричной оболочки
Table. Features of vibrations of axisymmetric shell
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фиксировано от одного до трех ребер. Сценарий
Рюэля–Такенса–Ньюхауза влияет на появление
ребер. Так, при гармонических колебаниях и на
двух независимых частотах зафиксировано два ре�
бра, а при наступлении хаоса – до трех ребер.

Заключение
В ходе численного эксперимента выявлено, что

переход от гармонических колебаний к хаотиче�
ским для жестко защемленной сферической обо�
лочки, находящейся под действием знакоперемен�

ной нагрузки, с частотой возбуждения, близкой к
частоте собственных колебаний, происходит по
сценарию Рюэля–Такенса–Ньюхауза.

Установлено, что количество ребер в эпюре обо�
лочки зависит от характера колебаний оболочки:
при гармонических и квазипериодических колеба�
ниях зафиксировано два ребра, а при хаотических
колебаниях количество ребер увеличивается до
трех.

Работа выполнена при финансовой поддержке Россий�
ского научного фонда № 16–19–10290.
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The relevance of research. Oil production is one of the most important industries in the Russian economy at present time. It depends
to a large extent on the level of applied geophysical information and measurement systems on the basis of physical methods of obtai�
ning information. The acoustic method is one of the leading ones in borehole geophysics. The amounts of using this method are about
10 % of all volume of well logging. The relevance of the study is caused by the need to improve the accuracy of the data obtained using
acoustic logging. The effectiveness of the acoustic logging depends on the quality of the package of elastic waves. It is detected by the
acoustic logging devices. The development of a mathematical model of the element motion in flexible spherical converter and study of
the frequency characteristics of elastic vibrations are very important scientific and practical problems.
The aim of the research is to study the forced vibrations of a spherical transducer, which is a part of the acoustic logging.
Results. The authors have constructed the initial differential equations of motion of an axisymmetric spherical shell element using the
variational principles and taking into account the geometric nonlinearity in the form of the Kirchhoff–Love and developed the algorithm
for solving the systems of nonlinear differential equations using the finite difference method, the matrix and Runge–Kutta methods.
Nonlinear vibrations of a spherical shell were analyzed based on non�linear dynamics and the qualitative theory of differential equations.
It is shown that the dents in the vicinity of certain surface lines are possible in problems of nonlinear dynamics of axisymmetric spheri�
cal shells. It was found that the transition from harmonic vibrations to chaotic ones occurs according to the scenario of Ruelle–Ta�
kens–Newhouse for rigidly clamped spherical shell (excitation frequency is close to the natural frequency of the shell).

Key words:
Dents, scripts of chaos appearance, axially symmetric spherical shell, transition from harmonic to random fluctuations, wavelet analy�
sis, Ruelle–Takens–Newhouse scenario.
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