
Введение
При проектировании формы поперечного сече�

ния тоннелей, сводов штолен и выработок в масси�
ве породы возникают задачи определения напря�
женно�деформированного состояния (НДС) в
окрестности их границы с целью устранения при�
чин их разрушения. В большинстве задач такого
рода для протяженных выработок применяется
модель плоского деформируемого состояния меха�
ники твердого деформируемого тела [1–3].

Обычно прочность ненарушенной скальной по�
роды значительно превышает прочность устано�
вленной крепи в выработке. Поэтому при проходке
выработок необходимо, прежде всего, стремиться
к сохранению первоначального состояния горной
породы и к укреплению слабых участков окружа�
ющего массива, чтобы не допустить чрезмерных
деформаций, разуплотнения и потери несущей
способности примыкающей к выработке несущей
части породы. Кроме того, для повышения устой�
чивости сооружения необходимо так укрепить
окружающую породу, чтобы она сама смогла вы�
полнять роль строительного материала и основной

несущей конструкции, т. е. создать несущий по�
родный свод, воспринимающий основные нагруз�
ки как от собственного веса, так и от веса вышеле�
жащей породы. В этом случае внутренняя обли�
цовка имеет второстепенное значение, лишь повы�
шая устойчивость породного свода. Вопросы и тех�
нологии укрепления породного слоя рассмотрены
в работах [2, 4–6].

При моделировании НДС в задачах геомехани�
ки в последнее время широко применяются чи�
сленные методы, такие как метод конечных эл�
ементов [7] и метод граничных элементов [8].

Наибольшее влияние на величину концентра�
ции напряжений оказывает форма поперечного се�
чения свода выработки [2]. Задачи оптимизации
формы рассмотрены в [9], где выведены необходи�
мые условия оптимальности для задач оптимиза�
ции формы для функционалов произвольного ви�
да. В [10, 11] рассматривается математическое мо�
делирование и оптимизация формы в задачах тер�
моупругости для плоского деформированного со�
стояния. Эти результаты могут быть использованы
для оптимизации формы выработок по критерию
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Актуальность. При проведении горных работ и образовании горных выработок, происходит изменение естественного напря-
женно-деформированного состояния окружающего выработку массива. В результате изменяется деформированное и напря-
женное состояние массивов породы в окрестности выработки, что может привести к ее обрушению. Эти напряжения существен-
но зависят от формы поперечного сечения выработки и вида дополнительных укреплений свода штольни. Таким образом, воз-
можность предсказывать эти процессы, а тем более управлять ими, создавая оптимальные формы и виды укрепления сводов,
может снизить вероятность разрушения штольни и повысить их надежность.
Цель работы: моделирование и оптимизация формы выработок в виде длинных тоннелей, которые можно считать находящи-
мися в условиях плоского деформированного состояния; проектирование оптимальной топологии несущей конструкции вокруг
выработки для оптимальных форм сводов, воспринимающей основные нагрузки как от собственного веса, так и от веса выше-
лежащей породы.
Методы. Для математического моделирования поведения выработки используются методы конечных и граничных элементов
для задач механики твердого деформируемого тела и методы оптимизации формы упругих тел, разработанные авторами. Для
задач укрепления свода штолен применяется метод топологической оптимизации.
Результаты. Созданы алгоритмы и программы оптимизации формы и топологической оптимизации для плоской задачи теории
упругости. На примере модельной задачи показаны возможности оптимизации формы свода выработки и ее оптимального вне-
шнего укрепления стальной конструкцией с целью снижения максимального касательного напряжения (критерий Треска), что
позволило снизить эти напряжения на порядок.

Ключевые слова:
Оптимизация формы упругого тела, топологическая оптимизация, критерий Треска, методы конечных и граничных элементов,
оптимальная форма сводов тоннелей.



минимума максимального касательного напряже�
ния на несущем породном слое.

Вторым способом повышения устойчивости вы�
работок к разрушению, как уже было сказано вы�
ше, является создание вокруг них некоторой несу�
щей конструкции с целью снижения концентра�
ции напряжений на границе полости. Подобная за�
дача может быть решена методами топологической
оптимизации [12]. Топологическая оптимизация
позволяет перераспределить усиливающий мате�
риал по массиву породы оптимальным по заданно�
му критерию способом при заданном количестве
этого материала. Этот метод получил свое развитие
в последние годы [13–18] и широко применяется
для проектирования армирующих элементов в
упругих структурах.

Целью работы является моделирование напря�
женно�деформированного состояния выработок в
виде длинных тоннелей с поперечным сечением
различной формы, которые можно считать нахо�
дящимися в условиях плоского деформированного
состояния, оптимизация формы свода выработки и
получение оптимальной несущей конструкции во�
круг выработки, воспринимающей основные на�
грузки как от собственного веса, так и от веса вы�
шележащей породы.

Постановка задачи
Геомеханические процессы, связанные с соору�

жением выработок в горном массиве, проявляются
только в некоторой ограниченной окрестности
области массива, содержащей выработку. Поэтому
при постановке задачи рассматривается не весь
массив, а некоторая ограниченная область, грани�
цы которой выбираются таким образом, чтобы ис�
следуемые механические напряжения в этой обла�
сти мало отличались от напряжений в бесконеч�
ном массиве.

Расчетную схему представим в виде горизон�
тального туннеля бесконечной длины, в ограни�
ченной области тяжелого массива породы в окрест�
ности туннеля, то есть нагруженного гравитацион�
ными силами, которые обозначены вертикальны�
ми стрелками. Внешняя граница массива Г1 сво�
бодна от нагрузки. Внутренняя граница туннеля
Г3 также свободна от нагрузок. Нижняя граница
Г2 массива закреплена к грунту.

Рис. 1. Исходная форма тоннеля и расчетная схема

Fig. 1. Original form of a tunnel and design scheme

Оптимизация формы. Требуется минимизиро�
вать величину максимального касательного на�
пряжения 

(1)

где ij – напряжения в области , за счет измене�
ния формы полости при условии, что площадь по�
перечного сечения конструкции не превосходит за�
данной величины. За исходную выбрана конструк�
ция, показанная на рис. 1.

Так как положение точки, в которой достигает�
ся максимум функции (x,11,12,22), неизвестно,
то задача сводится к минимизации функционала:

(2)

Для локальных функционалов такого типа раз�
работаны приближенные методы редукции к зада�
чам с интегральными функционалами. Один из них
[19] основан на близости нормы в пространстве не�
прерывных функций ||||C норме на пространстве Lq

функций, интегрируемых с q�й степенью при до�
статочно больших значениях q. Учитывая это,
можно приближенно заменить (2) функционалом

(3)

где m() – мера множества . Там же дана оценка
точности такого приближения.

Без потери общности функционал цели (2), с
учетом (3), может быть взят в виде

(4)

где q – заданное достаточно большое число. Изопа�
раметрическое ограничение имеет вид

(5)

где A – площадь поперечного сечения исходной
конструкции.

Конструкция находится в плоском деформиро�
ванном состоянии, и функции отклика должны
удовлетворять соотношениям Коши, уравнениям
состояния и равновесия

(6)

(7)

где 

(8)

а также соответствующим граничным условиям.
Задача (6)–(8) решается методом граничных эле�
ментов, что позволяет с большей точностью вычи�
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слять значения напряжений на границе свода вы�
работки Г3.

Общее выражение для анализа чувствительно�
сти функционала цели и ограничений, основанное
на слабой формулировке задачи термоупругости и
позволяющее учитывать одновременное измене�
ние в процессе оптимизации как температурных,
так и деформационных полей, получено в [9]. Оно
позволяет получать значения производных для
функционалов общего вида в более широких функ�
циональных пространствах, когда все решения
краевых задач удовлетворяют лишь вариацион�
ным уравнениям или неравенствам.

Для поставленной выше задачи выражение для
производной функционала (4) и ограничения (5) по
параметру трансформирования области приведено
в [10]. Там же получено условие оптимальности
формы выработки в виде

Здесь  – касательные напряжения на границе
выработки;  *

 – сопряженные касательные дефор�
мации, которые получаются после решения соот�
ветствующей плоской задачи теории упругости
[10] методом граничных элементов.

Топологическая оптимизация элементов укре�
пления свода. Требуется минимизировать величи�
ну максимального касательного напряжения (1) на
границе выработки посредством распределения до�
полнительных укрепляющих элементов в грунте,
окружающем выработку.

Оптимизация топологии несущей конструкции
вокруг выработки заключается в поиске наилуч�
шего распределения усиливающего материала для
достижения максимального снижения напряже�
ний на границе выработки. В методе топологиче�
ской оптимизации, изложенном в работе [12], мо�
дуль Юнга является функцией плотности материа�
ла, тензор напряжений считается функцией от мо�
дуля Юнга Е0 армирующего материала и искус�
ственно введенной плотности (x), которая высту�
пает в качестве переменной управления в задаче
оптимизации:

Показатель степени p1 является фактором
штрафа, и увеличение p приводит к более четкому
решению. При (x)=1 вся область полностью за�
полнена армирующим материалом. Таким обра�
зом, необходимо найти 

(9)

при ограничениях

(10)

где  – процент экономии армирующего материала.

Для получения численного решения в каждой
точке массива плотность не должна исчезать пол�
ностью, поэтому в последнем неравенстве поло�
жим =10–5. Это позволит избежать сингулярности
начальной матрицы жесткости при решении зада�
чи оптимизации.

Для решения задачи оптимизации (9), (10), при
вычислениях с помощью градиентных методов, ос�
новной задачей является анализ чувствительно�
сти, вычисление производных по проектным пере�
менным. Предположим, что рассматриваемая
область массива разбита на конечные элементы и
каждому элементу присваивается переменная
плотность i (i=1,n). При этом элементы матрицы
жесткости связаны с переменной плотностью сте�
пенным законом

где K
–

i обозначает номинальную матрицу жестко�
сти элемента i для i=1. Показатель степени p яв�
ляется фактором штрафа, который обычно выби�
рают равным p=4 или p=5.

Таким образом, глобальная матрица жесткости
примет следующий вид

Предположим, что вектор внешний нагрузки
не зависит от переменной плотности, тогда уравне�
ние системы конечных элементов для рассматри�
ваемой области примет вид

(11)

В топологической оптимизации мы, как пра�
вило, работаем с умеренным числом ограничений,
поэтому наиболее эффективным способом вычи�
сления производных является использование ме�
тода сопряженных переменных [20], где произ�
водные для смещений не вычисляются в явном ви�
де. Для минимизации перепишем функционал
J(x) из (4), добавив к нему нулевое, в силу (11),
слагаемое

где U~ – произвольный вектор узловых смещений.
Исходя из этого, получаем, что

Это равенство, в свою очередь, может быть за�
писано в виде

(12)

когда U~T удовлетворяет сопряженному уравнению

(13)

где F~T=J(x)/U.
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Чувствительность функционала (4) к измене�
нию плотности на основании равенств (12), (13) мо�
жет быть теперь вычислена следующим образом

После упрощения приведенное выше выраже�
ние можно переписать в виде

(14)

в котором F~i и Ui обозначают сопряженный вектор
силы и вектор смещения на конечном элементе i.
Производная функционала цели (14) имеет про�
стой вид, легко вычисляется и очень выгодно реа�
лизует возможность топологической оптимизации
в любой системе конечных элементов.

Численные результаты
При проектировании формы выработки снача�

ла была решена задача оптимизации ее формы (4),
(5) методом проекции градиента. Для решения
упругой задачи (6)–(8) использовался метод гра�
ничных элементов. В результате была получена
форма свода выработки, показанная на рис. 2. Без�
размерные значения касательных напряжений в
этом случае являются постоянными по границе
свода и равны 10,81. В качестве конкурирующих
форм выработки были рассмотрены еще три неоп�
тимальные в этих условиях нагружения и обычно
используемые формы свода: а) полукруг с площа�
дью поперечного сечения 0,5; б) эллипс с отноше�
нием горизонтальной полуоси к вертикальной по�
луоси 3/2 c той же площадью; в) эллипс с отноше�
нием горизонтальной полуоси к вертикальной по�
луоси 2/3.

Для этих форм максимальные значения каса�
тельных напряжений равны: а) 16,57 для полу�
круга, б) 18,07 для эллипса, в) 15,64 для эллипса.
Таким образом, для свода с оптимальной формой
касательные напряжения имеют значения в 1,5 и
более раз ниже, чем для остальных форм.

Рис. 2. Оптимальная форма свода выработки

Fig. 2. Optimal shape of excavation arch

Для укрепления окружающей породы и созда�
ния дополнительного несущего укрепления свода
выработки, воспринимающего основные нагрузки
от веса вышележащей породы, используем метод
топологической оптимизации (10)–(12) совместно
с методом конечных элементов. Площадь арми�
рующей конструкции возьмем равной =0,1, а в
качестве армирующего материала выберем сталь.
На рис. 3 представлены оптимальные топологии
укрепления свода для трех классических форм вы�
работки: а) полукруга, б) эллипса и в) эллипса со�
ответственно. Здесь темным цветом выделены
стальные укрепляющие конструкции, а светлым –
естественные породы.

Максимальные значения касательных напря�
жений после оптимального укрепления для клас�
сических форм выработки равны: а) 2,37 для полу�
круга, б) 2,83 для эллипса, в) 2,02 для эллипса. То
есть еще примерно на порядок ниже, чем без укре�
пления свода.

Рис. 4. Топология оптимального укрепления для оптималь-
ной формы свода

Fig. 4. Topology of optimal strengthening for optimal arch shape
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Рис. 3. Оптимальные топологии укрепления свода стальными конструкциями

Fig. 3. Optimal topologies of strengthening arches with steel structures

                   /a                                               /b                                              /c 



Оптимальная топология укрепления свода для
выработки оптимальной формы, полученной на ша�
ге оптимизации формы, показана на рис. 4. Макси�
мальное значение касательного напряжения после
оптимального укрепления для свода этой формы со�
ставляет 1,41. То есть еще примерно в 2 раза мень�
ше, чем для классических форм выработок.

Заключение
Использование методов оптимизации при про�

ектировании формы сводов подземных выработок
позволяет понизить коэффициент концентрации

напряжений c 44 до 67 % в зависимости от перво�
начально используемой формы. Дополнительное
укрепление массива породы стальной топологиче�
ски оптимальной конструкцией даже при незначи�
тельном количестве используемого для укрепле�
ния материала позволяет дополнительно еще сни�
зить концентрацию примерно на порядок. Таким
образом, показана возможность оптимального про�
ектирования формы свода выработки и ее опти�
мального внешнего укрепления.

Работа выполнена при финансовой поддержке РНФ
гранта № 16–11–10138.
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ON THE ISSUE OF OPTIMIZING THE SHAPE OF GEOLOGICAL EXCAVATIONS 
AND TOPOLOGY OF THEIR STRENGTHENING
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Relevance. At mining and formation of excavation, the array natural stress-strain state, surrounding the extraction, changes. The res-
ult is the deformation of the rock and redistribution of stresses around the excavation, which could lead to its collapse. These stresses
strongly depend on the shape of the cross section of the development and type of additional fortifications of the vault gallery. Thus, the
ability to predict these processes, and especially to control them, developing optimal forms and types of arches strengthening, may re-
duce the probability of a tunnel destruction and increase their reliability.
The aim of thе work is modeling and shape optimization of excavations in the form of long tunnels that can be considered under plane
strain state; design of optimal topology of the supporting structure around the excavation for optimal form of arches, perceiving the
main load of its own weight and the weight of the overlying rocks.
Methods. For mathematical modeling of the excavation behavior the authors have used the methods of finite and boundary elements
for problems in mechanics of deformable body and the methods of elastic bodies forms optimization developed by the authors. For
strengthening the arch of tunnels the method of topological optimization was used.
Results. The authors developed the algorithms and programs of optimization of shape and topology optimization for a planar problem
of elasticity theory. By the example of the model problem the authors demonstrate the possibility of optimizing the arch shape of the
excavation and its optimal external strengthening with the steel structure for reducing the maximum shear stress (criterion Cod), thus
decreasing these stresses.

Key words:
Optimization of elastic body shape, topological optimization, Tresca criterion, method of finite and boundary elements, optimal form
of a tunnel vaults.
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