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Введение

Вращение в большинстве случаев значительно
усложняет поведение конвективных систем [1–3].
Даже самое простое вращательное движение с по�
стоянной угловой скоростью отражается на тече�
нии вследствие добавления к действующим массо�
вым силам дополнительных сил инерции. Дей�
ствие этих сил (кориолисовой и центробежной)
приводит к тому, что даже в типичных условиях те�
пловая конвекция по причине присущих ей объе�
мных неоднородностей полей скорости и темпера�
туры имеет, как правило, трехмерный характер.
Если конвективная система находится вблизи или
на оси вращения, и величина угловой скорости не�
велика, то центробежной силой чаще всего можно
пренебречь в силу ее малости по сравнению с си�
лой Кориолиса [4]. Однако бывает так, что центро�
бежная сила является неотъемлемым дополнитель�
ным фактором, влияющим на конвекцию, или
ее действие технологически оказывается востребо�
ванным. Например, когда некоторый процесс для
своей реализации требует постепенного монотон�

ного изменения подъемной силы в условиях фик�
сированного нагрева. Такая необходимость возни�
кает при калибровке приборов, рабочим телом ко�
торых является неоднородно нагретая жидкость
[5, 6].

Активное управление величиной результирую�
щей подъемной силы можно организовать за счет
постепенного «включения» центробежной силы.
В [6, 7] представлены результаты экспериментов
и проведено теоретическое обоснование идеи соз�
дания датчика на основе ячейки Хеле–Шоу, позво�
ляющего регистрировать ограниченные по време�
ни вибрационные сигналы и восстанавливать их
исходные характеристики. В экспериментах осо�
бое внимание уделялось тестированию прибора
на возможность возникновения различных неже�
лательных режимов конвекции, влияющих на по�
казания. В частности, исследования выявили на�
личие дополнительных функциональных возмож�
ностей, позволяющих датчику регистрировать про�
должительные по времени монотонные инерцион�
ные воздействия. Для определения новых возмож�
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ных областей применения датчика было решено
провести эксперименты по влиянию вращения
на конвективные течения, что, в свою очередь, по�
влекло за собой необходимость детального теоре�
тического исследования устойчивости конвектив�
ных режимов в ячейке Хеле–Шоу при действии
центробежных сил.

Постановка задачи

Рабочая полость представляет собой прямоу�
гольный параллелепипед, верхняя и нижняя узкие
грани которого играют роль нагревателя и холо�
дильника. По причине конструктивных особенно�
стей датчика подогрев осуществляется снизу точеч�
ным источником тепла. Температура нагревателя
периодически меняется в зависимости от времени,
что создает течение в полости в виде пульсирую�
щего конвективного факела чрезвычайно чувстви�
тельного по отношению к внешним инерционным
воздействиям. В опытах датчик устанавливался
в корзине вращательной установки на достаточно
большом расстоянии от оси вращения, так что
вклад центробежной силы в результирующее уско�
рение был существенным. Конвективная камера
жестко прикреплялась к корзине, поэтому при по�
вороте вращательной установки на угол 2π полость
совершала один полный оборот вокруг своей оси.

С целью минимизации действия силы Кориолиса
и выполнения приближения плоских траекторий,
датчик всегда крепился так, чтобы широкие грани
ячейки Хеле–Шоу были ориентированы параллель�
но штанге. Выберем систему координат так, чтобы
ось z была перпендикулярна широким граням. В этой
системе координат γ6(sinβcosα, cosβ, –sinβsinα) –
единичный вектор, направленный вертикально
вверх (рис. 1). Полость целиком заполнена жидко�
стью и вращается с угловой скоростью Ωe6y в пло�
скости, которая по причине несовершенства экс�
периментальной установки слегка наклонена под
углом β к горизонту. В опытах величина угла на�
клона плоскости вращения контролировалась
и не превышала 1°. Наклон плоскости вращения
приводил в экспериментах к возникновению неже�
лательных эффектов, однако, как оказалось, пол�
ностью исключить этот фактор невозможно.

Рис. 1. Геометрия задачи. Система координат

Относительно конвекции в ячейке Хеле–Шоу
отмечается высокая чувствительность характери�
стик течения к тепловым условиям на широких
гранях [8], поэтому соответствующее краевое усло�
вие должно быть максимально реалистичным.
Необходимость учета теплопроводности массива,
прилегающего к широким граням, приводит к сле�
дующему граничному условию для отклонения
температуры жидкости T от среднего по времени
линейного профиля [9]:

(1)

где Ts – температура окружающей среды; a=λm/λ fD
– коэффициент теплоотдачи.

В экспериментах конвективная камера имела
высоту h=32 мм, ширину l=24 мм и толщину
2d=4 мм. В качестве рабочей жидкости был выбран
гептан. Ранее в работах [6, 7] было показано, что
физические свойства гептана заметно более пред�
почтительны при сравнении его с другими жидко�
стями. Широкие грани полости были окружены
массивом из полиметилметакрилата (ПММА). Вы�
берем за единицу длины полутолщину слоя. Тогда,
для фактической толщины массива D=6 мм, коэф�
фициентов теплопроводности гептана и ПММА
λf=0,12 Вт/(м.К), λm=0,20 Вт/(м.К) коэффициент
теплоотдачи в безразмерных единицах равен
a=0,54. Оставшиеся условия для T на узких гранях
не так сильно влияют на течение и могут быть при�
ближенно взяты, соответственно, как для те�
плоизолированных и идеально теплопроводных
стенок:

(2)

В случае строго вертикального расположения
оси вращения на элемент жидкости в рабочей ка�
мере действует центробежная сила с ускорением,
приблизительно одинаковым для всей полости,
т. к. r>>l. В неинерциальной системе отчета, свя�
занной с кюветой, вектор результирующего уско�
рения g6–Ω6[Ω6×r6]  подъемной силы, будучи по�
стоянным по направлению и величине, лежит
в плоскости широких граней. Результирующая
массовая сила ориентирована к горизонту под не�
которым углом, значение которого зависит
от угловой скорости вращения. Меняя угловую
скорость, можно плавно регулировать величину
и направление подъемной силы. Если плоскость
вращения слегка наклонена, то вектор g6 в общем
случае уже не параллелен широким граням. В си�
стеме отсчета, связанной с полостью, вектор γ6
прецессирует вокруг единичного орта e6y. Строго го�
воря, это нарушает приближение плоских траекто�
рий и должно приводить к появлению поперечной
компоненты скорости. Однако в опытах угол на�
клона β был мал, а следовательно малы γx и γz. Пря�
мой расчет течения в поперечном сечении, вызван�
ного покачиванием вектора g6 в плоскости (y, z),
показал, что при амплитуде качаний 1° в полости
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возникает длинноволновое колебательное движе�
ние, амплитуда скорости которого на два порядка
меньше, чем те характерные скорости, которые
имеют место в плоскости широких граней при
пульсационном нагреве снизу. В результате эффек�
том прецессии вектора γ6 в дальнейшем будем пре�
небрегать, сохранив тем самым приближение пло�
ских траекторий.

В ходе экспериментов обрабатывался сигнал,
представляющий собой разность температур между
симметричными спаями термопары вблизи нагре�
вателя в зависимости от угловой скорости враще�
ния. Определялась амплитуда сигнала и его сред�
нее значение, отнесенные к разности температур
между теплообменниками. Оказалось, что суще�
ствует такое значение угловой скорости вращения
(Ω~1 1/с), при котором как амплитуда, так и сред�
нее значение разности температур имеют экстре�
мум. Результатов термопарных измерений для
объяснения этих ярко выраженных пиков на гра�
фиках оказалось недостаточно. Для получения
полной картины было проведено численное моде�
лирование конвективных течений в плоскости ши�
роких граней полости в математической постанов�
ке, наиболее близко отражающей натурный экспе�
римент.

Основные уравнения и методика расчета

Для теоретического описания конвективных те�
чений будем использовать систему уравнений те�
пловой конвекции в приближении Буссинеска [4].
Особенности движения полости в совокупности
с приближением Хеле–Шоу (h,l>>d) позволяют
пренебречь влиянием силы Кориолиса на течение
в плоскости широких граней. Для характерной
скорости в плоскости широких граней v~1 мм/с,
плеча r~500 мм и угловой скорости Ω~1 1/с отно�
шение кориолисовой силы к центробежной и силе
тяжести равно Fк/Fц=v/Ωr~2.10–3; Fк/Fт=vΩ/g~10–4.
Оценка показывает, что действующая на течение
сила Кориолиса пренебрежимо мала по сравнению
с центробежной силой и практически не нарушает
приближение плоских траекторий. Уравнения те�
пловой конвекции с учетом только центробежной
силы в безразмерной форме имеют вид:

(3)

(4)

где v6, T, p – поля скорости, температуры и давле�
ния. При обезразмеривании выбирались следую�
щие единицы: полутолщина полости d (длина),
d2/ν (время),  (скорость), Θ (температура), ρν2/d2

(давление). Здесь Θ – средний по времени перепад
температур на верхней и нижней гранях; ρ – плот�
ность жидкости; ν, χ – коэффициенты кинемати�
ческой вязкости и температуропроводности. Си�

стема уравнений (3), (4) явно содержит три безраз�
мерных параметра

соответственно, числа Прандтля, Рэлея и Тэйлора
(g – ускорение силы тяжести, βt – коэффициент те�
плового расширения). Дополнительными безраз�
мерными параметрами в задаче являются длина по�
лости L, высота H, угол β, характеризующий на�
клон плоскости вращения и коэффициент теплоот�
дачи a. Для скорости на границах полости будем ис�
пользовать условие прилипания. На нижней грани�
це полости поддерживается распределение темпе�
ратуры, меняющееся с течением времени по закону

Эта зависимость моделирует пульсирующий
с течением времени локальный подогрев, который
создается точечным нагревателем в середине ни�
жнего теплообменника. Такой нестационарный
нагрев повышает чувствительность конвективной
системы. Считается, что частота пульсаций темпе�
ратуры на нижней границе полости достаточно ве�
лика по сравнению с характерным временем расса�
сывания тепловых возмущений на широких боко�
вых гранях. Далее в решении для температуры вы�
делим осредненный линейный профиль, соответ�
ствующий подогреву снизу To=1–y/H. Эта модель,
скорее всего, оправдывается в реальных условиях
и неоднородности профиля температуры на широ�
ких гранях не будут сильно отражаться на форме
и динамике конвективного факела.

Ограничения на толщину ячейки позволяют
использовать приближение плоских траекторий,
поэтому дальнейшее рассмотрение будет прово�
диться на основе уравнений, записанных в терми�
нах функции тока и температуры. Функция тока
связана с компонентами скорости соотношениями
vx=∂Ψ/∂y, vy=–∂Ψ/∂x. Зависимость функции тока
от координаты z моделировалась тригонометриче�
ской функцией, чтобы удовлетворялось условие
прилипания на широких гранях. Поле температу�
ры описывалось суперпозицией базисных функ�
ций, характерных для двух предельных случаев:
идеально теплопроводных и теплоизолированных
широких граней (ниже T – отклонение температу�
ры от осредненного линейного профиля):

(5)

где ψ, θ, ϑ – зависящие от времени амплитуды, ха�
рактеризующие распределение полей функции то�
ка и температуры в плоскости (x, y). Амплитуды θ и
ϑ связаны между собой, т. к. выражение для темпе�
ратуры в (5) должно удовлетворять граничному
условию (1). Разложения (5) подставлялись в ис�
ходную систему, после чего уравнения усреднялись
по z в соответствии процедурой Галеркина. В тер�
минах амплитуд вихря скорости ϕ, функции тока ψ
и температуры θ эти уравнения имеют вид:
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(6)

(7)

где ro – безразмерное плечо, ϕ=Δ1ψ, Δ1 – плоский
оператор Лапласа. Уравнения (6), (7) совместно
с граничными условиями (2) образуют краевую за�
дачу. В предельных случаях a→∞ и a→0 имеем пе�
реходы, соответственно, к идеально теплопровод�
ным и теплоизолированным широким граням.

Расчеты проводились методом конечных разно�
стей по явной схеме. Компьютерный модуль был
написан на языке программирования Fortran�90.
Задача решалась в переменных ψ и ϕ, т. е. исполь�
зовался двухполевой метод [10]. Основные расчеты
выполнялись на сетке 51:41. При составлении ко�
нечно�разностного аналога уравнений тепловой
конвекции пространственные производные ап�
проксимировались центральными разностями,
а производные по времени – односторонними.
Значения вихря на границах полости находились
по формулам Тома, которые получались разложе�
нием функции тока в ряд Тейлора в приграничной
точке с точностью до квадратичных членов. Ура�
внение Пуассона для поля функции тока решалось
методом простых итераций. В ходе расчетов ис�
пользовался метод установления; определялись
мгновенные значения полей ψ и T, находились

максимальное и минимальное значения функций
тока. Для моделирования показаний термопар в
трех узлах с координатами (26,32), (18,16) и (34,16)
определялась температура, и анализировалась ам�
плитудно�частотная характеристика временной за�
висимости δ(t)=T(34,16)–T(18,16).

Обсуждение результатов

Для сопоставления результатов численного мо�
делирования и экспериментальных данных безраз�
мерные параметры принимали значения, наиболее
близкие к действительности: Pr=6,9 (гептан),
L=12, H=16, ro=500. Угол β, определяющий наклон
плоскости вращения к горизонту и характеризую�
щий несовершенство экспериментальной установ�
ки, в соответствии с оценками лежал в интервале
0…2°. Частота пульсаций нагревателя ограничива�
лась сверху естественным временем кондуктивно�
конвективного теплоотвода, и при пересчете в без�
размерные единицы для нее была установлена ве�
личина ω=0,17. Средняя по времени разность тем�
ператур между верхним и нижним теплообменни�
ками была равна Θ=0,9 °C, что соответствовало чи�
слу Рэлея Ra≈190. Угловая скорость вращения ме�
нялась в диапазоне Ω=0,3…1,3, обуславливая верх�
нюю границу значений для числа Тэйлора Ta<0,05.

При строго вертикальном положении полости
в отсутствие вращения конвективный факел над
нагревателем характеризуется лево�правой симме�
трией. Приведение системы во вращение нарушает
симметрию полей скорости и температуры: за счет
действия центробежной силы теплый конвектив�
ный факел наклоняется в плоскости широких гра�
ней в сторону оси вращения. В дополнение не�
большой наклон плоскости вращения создает ко�
лыхания конвективного факела вблизи среднего
отклонения. На рис. 2 представлены поля функции
тока (а, в) и температуры (б, г) в фиксированный
момент времени для угла наклона плоскости вра�
щения β=1°. В случае кратных частот возможен па�
раметрический резонанс, однако в эксперименте
подобные ситуации специально не рассматрива�
лись. Две частоты ω и Ω в общем случае считались
несоизмеримыми. С другой стороны, в случае
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Рис. 2. Поля функции тока и температуры при Ω=0,4 (а, б) и Ω=1,2 (в, г) для a=0,54
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a=0 в расчетах для кратных частот при Ω=0,51 и
Ω=0,68 (Ω1=3ω, Ω2=4ω) была зафиксирована сме�
на режима колебаний, сопровождавшаяся резким
изменением характеристик течения (пики на
рис. 3, б). Если значения частот сопоставимы,
но несоизмеримы, то в системе наблюдается слож�
ное колебательное движение. Разность температур
в двух симметричных точках δ(t) совершает колеба�
ния с усредненной амплитудой A вблизи некоторой
среднего значения �δ(t)�. Фурье�анализ временной
зависимости δ(t) показывает, что наибольшей ам�
плитудой обладает гармоника с частотой 2ω.

Сначала при увеличении угловой скорости вра�
щения амплитуда A и среднее значение �δ(t)� на�
чинают быстро расти по модулю (рис. 3). Отсут�
ствие гладкости у графиков, наблюдающееся в
большей степени в теории, и менее заметное в экс�
перименте, имеет несколько причин. Во�первых,
начальная фаза состояния нагревателя по отноше�
нию к положению кюветы не контролировалась в
эксперименте и поэтому случайным образом вы�
биралась в расчетах, т. е. отслеживались в опреде�
ленном смысле осредненные эффекты, не завися�
щие от момента начального приготовления систе�
мы. Как следствие при моделировании этой ситуа�
ции колебания, складываясь в разных фазах, дают
немонотонное изменение амплитуды с ростом Ω.
Во�вторых, применительно к сложному колеба�
тельному процессу имела место значительная
ошибка при вычислении A и �δ(t)� за счет грубости
алгоритма определения этих величин. Также,
вследствие больших характерных тепловых и ги�
дродинамических времен релаксации в ячейке Хе�
ле–Шоу могло наблюдаться некоторое неустано�
вление колебательного режима.

Несмотря на наличие трудноустранимых по�
грешностей, из рис. 3 отчетливо видно, что при до�
стижении некоторой частоты A и �δ(t)� графики
для a=0,54 и 0 имеют ярко выраженные максиму�

мы. Визуализация полей показывает, что при этой
частоте происходит смена конвективного течения.
Центробежная сила становится настолько боль�
шой, что конвективный факел опрокидывается, и в
полости устанавливается трехвихревое колебатель�
ное течение (рис. 2, в) с одним большим вихрем,
занимающим всю центральную часть полости
и простирающимся по диагонали из левого ни�
жнего в правый верхний угол. Наряду с главным
вихрем в левом верхнем и правом нижнем углах
полости всегда существуют два сателлитных вихря
меньших размеров с противоположной закруткой.
Условия смены конвективного режима определя�
ются многими факторами, в том числе углом на�
клона плоскости вращения. Однако в первую оче�
редь опрокидывание конвективного факела зави�
сит от угловой скорости вращения. В предельном
случае β=0° циклическая частота Ω исчезает
из краевой задачи (6), (7), (2), в результате чего ко�
лебания в значительной степени регуляризуются.
Тем не менее, качественно зависимости A и �δ(t)�
от Ω остаются прежними, т. е. при определенной
частоте эти графики имеют ярко выраженный мак�
симум, который свидетельствует о смене конвек�
тивного режима.

Сравнение опытных данных и результатов чи�
сленного моделирования проводилось по следую�
щим признакам: наличие максимумов у зависимо�
стей A и �δ(t)�, совпадение A и �δ(t)� с экспери�
ментальными значениями по величине и близость
расчетной частоты к экспериментальному крити�
ческому значению, при котором происходит смена
режима. Зависимости A и �δ(t)� для a=0,54 и 0
(ПММА и теплоизолированные широкие грани)
демонстрируют хорошее согласие с опытом.
По выше перечисленным характеристикам они
приблизительно одинаковы и значительно дистан�
цируются от другой группы графиков для а=110
(сталь) и a→∞. В случае идеально и высоко тепло�
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Рис. 3. Амплитуда A и среднее значение �δ(t)� в зависимости от частоты Ω; β=1°: , ‘ – a=0,54 (ПММА), 110 (сталь);
, × – a=0,∞; β=0°: , + – a=0,54, 110
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проводных широких граней, характерный макси�
мум на графике �δ(t)� отсутствует. На теплопро�
водных широких гранях все возмущения быстро
рассасываются. По этой причине амплитуда коле�
баний разности температур в жидкости лежит зна�
чительно ниже, чем для a=0 или 0,54.

Иными словами, широкие грани ПММА, в ро�
ли регулятора конвективного движения, по своим
свойствам находятся значительно ближе к те�
плоизолированным, чем к идеально теплопровод�
ным стенкам. С другой стороны, для теплоизоли�
рованных широких граней на графике �δ(t)�, в от�
личие от реалистичного случая a=0,54 на резонан�
сных частотах, отчетливо видна смена конвектив�
ного режима (пики на рис. 3, б). Конвективная си�
стема в случае теплоизолированных широких гра�
ней более чувствительна к различного рода тепло�
вым возмущениям, которые не рассасываются
на стенках, а, напротив, развиваются на фоне пе�
риодического воздействия во вторичный колеба�

тельный режим. При a=0,54 метод продолжения
по параметру дает возможность избежать развития
вторичного колебательного течения даже при точ�
ном попадании на резонансную частоту, что хоро�
шо согласуется с экспериментом.

Выводы

По совокупности признаков результаты расче�
тов, учитывающие специфику материала, из кото�
рого изготовлены широкие грани, наиболее аде�
кватно отражают картину конвективных течений
и перестройку режимов в ячейке Хеле–Шоу. Вы�
бранная теоретическая модель может использо�
ваться для описания конвекции и теплопереноса
в рабочей камере датчика. Показано, что геоме�
трия полости позволяет использовать физические
возможности центробежной силы для управления
тепломассопереносом при имитации действия
продолжительных по времени и постоянных по ве�
личине инерционных сигналов.
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