
Выводы
Обосновано использование методов экономе�

трии в задачах системного анализа. Введены ос�
новные системные единицы, позволяющие полу�
чать объективные численные оценки исследуемых

процессов, не вдаваясь в их конкретное физиче�
ское содержание.

На основе понятия «гомеостаз» получены усло�
вия и критерии оценки сбалансированного равно�
весного динамического функционирования систем.
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Создание конкурентно способных продуктов
в наши дни, как правило, включает этап оптимиза�
ции формы элементов механических систем. Для
оптимизации формы и топологической оптимиза�
ции конструкций широкое распространение полу�
чили разновидности метода гомогенизации [1, 2],
который подразумевает рассмотрение каждого эл�
емента конечно�элементной модели конструкции
как композита, содержащего материал и пустоты.
Ищется такое отношение материала и пустот, что�
бы максимизировать поставленный критерий, на�
пример, безразмерный коэффициент эффективно�
сти:

где �0,max – максимальное значение эквивалентных
напряжений в первоначальной конструкции; v0 –
начальный объём конструкции; �0,max и vi – соответ�
ствующие значения переменных, полученные при
i�й итерации.

Метод особенно успешно применяется [3 и др.]
для оптимизации оболочечных конструкций. Од�
нако его применение может быть затруднитель�
ным, так как количество параметров оптимизации
может быть огромным (сотни тысяч и даже более
миллиона) и для решения задачи требуется мощное
программное обеспечение и вычислительные ре�
сурсы. В случае оптимизации твёрдых тел получен�
ные оптимальные формы часто трудно реализуемы
или даже принципиально нереализуемы техноло�
гически. Поэтому актуальна разработка альтерна�
тивных подходов.

Предлагаемая альтернативная методика оптими�
зации формы элементов механических систем пре�
дусматривает применение высококачественных ме�
тамоделей и использование на соответствующих
этапах программное обеспечение геометрического
моделирования и метода конечных элементов
(МКЭ), а также программ для оптимизации и ап�
проксимации. Разработанная методика основывает�
ся на последовательном использовании CAD/CAE
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программы SolidWorks [4] и EDAOpt [5]. Методика
предусматривает:
• Планирование расположения опорных точек

для неоднородных рациональных В�сплайнов
[6], определяющих форму объекта.

• Получение моделей геометрической формы
объекта в CAD в соответствии с планом экспе�
римента [7].

• Расчёт интересующих откликов полной модели
объекта посредством CAE программ.

• Создание метамоделей объекта для полученных
откликов.

• Использование метамоделей для оптимизации
формы объекта.

• Проверка результатов для полученной формы
используя полную модель объекта.
При использовании данной методики получа�

ются только гладкие формы задаваемые В�сплай�
нами. Негладкие формы не анализируются и ис�
ключаются из процесса оптимизации. Полученные
формы технологически легко реализуемы и в тоже
время не требуется огромных вычислительных ре�
сурсов, следовательно, оптимизацию можно про�
водить с помощью обычного персонального ком�
пьютера.

Сначала в качестве тестового примера рассма�
тривается пластина размером 400�400�4,2128 мм,
которая неподвижно защемлена по краям с четы�
рёх сторон. Материал пластины принят изотро�
пным с модулем упругости Е=200 ГПа и коэффи�
циентом Пуассона �=0,3, а толщина пластины –
постоянна. В центре перпендикулярно к поверхно�
сти пластины приложена сила P=500 Н, которая
вызывает изгиб пластины. Ищется форма выреза,
минимизирующая критерий – объём пластины,
при ограничении на ее максимальный прогиб
�=0,5 мм. В работе [8], используя метод гомогени�
зации, найдена оптимальная форма выреза пласти�
ны с объёмом v60=68750 мм.

Здесь данная задача решается при помощи
предлагаемой альтернативной методики. Форма
выреза задаётся тремя приёмами (рис. 1), исполь�
зуя точки: 1) опорные, которые соединены прямы�
ми; 2) узловые В�сплайна; 3) контрольные полиго�
на В�сплайна. При решениии задач, сформулиро�
ваных приемом 3, для того, чтобы получить сглаже�
ные формы в крайних точках В�сплайна (x1 и x3),

заданы векторы неразрывности в данных точках,
которые образуют угол 90° относительно осей сим�
метрии и длину, на которой действует сглаживание
(для x1 и x3 приняты значения 10 и 3 соответ�
ственно).

Формулируя задачу, учитывается ее симметрич�
ный характер. При решении рассматривается мо�
дель 3 пластины, а, задавая точки определяющие
вырез, используется c пластины, т. к. форма выреза
должна быть симметрична. На рис. 1 показано, что
вырез определяется с помощью 3 точек, которые
расположены: 1) на вертикальном ребре, 2) на пря�
мой, проведенной под углом 22,5° по отношению к
вертикальному ребру, и 3) на диагонали 3 пласти�
ны. Данные точки задаются при помощи 3 коорди�
нат X1, X2 и X3, которые варьируются в диапазонах
100<X1<170; 100<X2<210 и 100<X3<230 мм для
приёмов «1», «2» и 100<X1<180; 100<X2<235 и
100<X3<230 мм для приёма «3». Программой 
EDAOpt генерируется план эксперимента латин�
ского гиперкуба, подсчитанный по критерию MSD
(среднеквадратической дистанции) [9] для 3 фак�
торов, содержащий 40 пробных точек (план также
доступен на сайте [10]).

При помощи программы SolidWorks образованы
3D модели (рис. 2) и произведены расчёты МКЭ
используя элементы с усредненным глобальным
размером ребра 4 мм, и суммарным числом степе�
ней свободы ~100000. Полученные отклики: мак�
симальные эквивалентные напряжения по крите�
рию Мизеса; максимальные перемещения; дефор�
мации; объём пластины v и др. были введены
в программу EDAOpt и использованы для локаль�
ной квадратичной аппроксимации.

Для аппроксимации отклика полиномом второ�
го порядка используется зависимость [5]:

где для d переменных x1,…,xd с L=(d+1)(d+2)/2 неиз�
вестными коэффициентами � ошибки � приняты не�
зависимыми с нулевым средним значением и по�
стоянной дисперсией � 2. В случае локальной аппрок�
симации значения коэффициентов �=(�1,�2,�3,...,�L)
зависят от места расположения точки, где подсчи�
тывается прогноз, и получаются методом взвешен�
ных наименьших квадратов:
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Рис. 1. Приемы получения формы выреза при использовании точек: 1) опорных, соединенных прямыми; 2) узловых В%сплай%
на; 3) контрольных полигона В%сплайна

1 2 3



где значимость соседних точек множества Nx учи�
тывается при помощи ядра Гаусса:

(1)

где u – евклидово расстояние от x0 до текущей точ�
ки и � – коэффициент, характеризующий значи�
мость.

Рис. 2. Геометрические модели пластины в соответствии
с планом эксперимента для варианта «г» (рис. 3)

Качество аппроксимации оценивается относи�
тельной ошибкой кросс�валидации:

(2)

где в числителе – среднеквадратичная ошибка
прогноза, в знаменателе – среднеквадратичное от�
клонение отклика от его среднего значения, а n –

число проверочных точек и обозначает

суммирование без учета j�й точки отклика, следо�
вательно, осуществляется кросс�валидация с про�
пуском одной точки.

Далее используя полученные метамодели, про�
ведена глобальная оптимизация и найдены опти�
мальные формы выреза (рис. 3, б–д) при вышеопи�
санных приемах задания формы выреза.

Сравнение полученных результатов с результата�
ми работы [8] сведено в таблице, где наименования
вариантов те же, что и на рис. 3. Параметр � (1) ха�
рактеризует степень учета влияния ближайщих со�
седних точек на локальную квадратичную аппрокси�
мацию с ядром Гаусса, а относительная ошибка
кросс�валидации SigmaCross (2), выраженная в про�
центах по отношению к стандартному отклонению
экспериментальных точек от среднего значения –
качество аппроксимаций соответствующих откли�
ков. Значения прогноза получены используя аппрок�
симации – метамодели, а фактические получены для
найденных форм решая МКЭ полную модель.

Лучшие результаты получены при использова�
нии контрольных точек полигона В�сплайна и уз�
ловых точек В�сплайна. Результаты, полученные
для объёма в варианте «г», фактически оказались
немного лучшими, чем полученные методом гомо�
генизации. Дальнейшее улучшение результатов ва�
рианта «г» осуществлено оптимизацией длин век�
торов неразрывности точек x1 и x3, что позволило
снизить объём пластины на 1,38 % в варианте «д»
по сравнению с методом гомогенизации. Для этого
применялась та же методика с использованием
плана, состоящего из 10�и пробных точек для двух
факторов. Как видно на рис. 2, е, центральная
часть пластины в варианте «д» практически приня�
ла форму круга. Следует отметить для варианта «д»
очень хорошую близость результатов прогноза к
фактическим значениям объема пластины.

Рис. 3. Результаты оптимизации формы пластины с помо%
щью а) метода гомогенизации [8]; б) метамоделей,
полученых при планировании 3 опорных точек, кото%
рые соединены прямыми; в) метамоделей, получе%
ных при планировании 3 узловых точек В%сплайна;
г) метамоделей, полученых при планировании
3 контрольных точек полигона В%сплайна; д) «г» ва%
рианта, дополнительно оптимизируя 2 вектора не%
разрывности крайних контрольных точек; е) вариант
«д» с проведённой окружностью

Таблица 1. Количественные показатели найденных форм вы%
реза пластины 

Далее данная методика применяется для прак�
тической задачи оптимизации формы диска пред�
назначенного для крепления измерительной систе�
мы колесной пары вагона. В настоящее время для
мониторинга системы колесная пара – рельс ис�
пользуются специальные тензометрические колес�
ные пары. Для каждого типа испытуемой единицы
подвижного состава тензометрическая колесная
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пара должна изготавливаться специально, т. к. тре�
буется соответствие по диаметру и типам крепле�
ния. В целях упрощения этапа подготовки испыта�
ний предлагается в качестве тензометрической ис�
пользовать штатную колесную пару вагона.

В качестве прототипа принято съемное обору�
дование, предназначенное для колесной пары гру�
зового 80 тонного вагона, в виде диска (рис. 4, а)
из алюминия марки 1060 H12, который закрепля�
ется на оси колесной пары с наружной стороны.
На наружной поверхности съемного диска закре�
пляется два передатчика (20�55�80 мм) массой
0,1 кг каждый и передающая антенна [11]. Решает�
ся задача оптимизации формы диска с целью ми�
нимизации его веса. Рассчитываются напряжения
в диске от центробежных сил при его вращении
с угловой скоростью 116,98 рад/с. Допустимые на�
пряжения в диске по критерию Мизеса �max огра�
ничиваются 4 МПа. Принятая начальная толщина
диска составляет 10 мм. Сначала устанавливается
рациональная форма диска в плане, варьируя зна�
чение параметра Е1 (малая полуось эллипса)
(рис. 4, б) в диапазоне 170<E1<300 мм. Такая фор�
ма позволяет удобно располагать элементы аппара�
туры. Далее производится оптимизация формы по�
перечного сечения диска.

Рис. 4. Внешний вид дисков: а) съёмный диск с измеритель%
ным оборудованием и место его установки; б) полу%
ченная форма диска в плане

Конструкционные ограничения позволяют из�
менять толщину только с одной стороны диска в ди�
апазоне 150 мм до 300 мм от его центра (рис. 5).

Центральная часть диска имеет постоянную толщи�
ну 10 мм. Форма поперечного сечения диска задает�
ся теми же тремя приемами (рис. 5), что и в пред�
ыдущем примере. Вводятся 4 параметра с диапазо�
нами варьирования 4<X1<10; 4<X2<10; 5<X3<12;
3<X4<5 для вариантов «1», «2» и 3<X1<10;
0,5<X2<20; 5<X3<25; 2<X4<5 для варианта «3». Да�
лее согласно методике генерируются план экспери�
мента, в соответствии с которыми для каждого
из рассмотренных вариантов производятся 70 проч�
ностных расчётов в ПО SolidWorks. Полученные от�
клики (максимальные значения эквивалентных на�
пряжений и аксиальных перемещений диска, его
объем и др.) аппроксимируются в программе EDA�
Opt для последующего глобального поиска.

Далее согласно методике процедурой глобаль�
ного поиска [12] проводится минимизация объема
диска при ограничениях на соответствующие на�
пряжения и перемещения (табл. 2). Варианты «б»
и «в» аппроксимированы при помощи локальной
полиномиальной функции второго порядка.

Таблица 2. Количественные показатели найденных форм по%
перечного сечения диска

Подобран наилучший коэффициент � (1) ядра
Гаусса для каждого варианта. Локальная аппрокси�
мация третьего порядка использована для варианта
«г». Таким образом, найдены оптимальные значе�
ния параметров, в соответствии с которыми, в So�

Вари%
ант

�

Аппрокси%
мации Sig%
maCross, %

Объём v, см3

Максимальные на%
пряжения по Ми%

зесу �max, МПа

�max v
Прогно%

зируемый
Факти%
ческий

Прогно%
зируемые

Факти%
ческие

а – – – – 1394900 – 3,3377
б 4 10,93 0 946180 946173 3,9998 4,1257
в 6 20,56 0,06 1003944 1003891 3,9999 3,8338
г 3 40,28 2,03 923421 921740 3,9999 4,2003
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Рис. 5. Полученные формы поперечного сечения диска: 1) опорные точки соединены прямыми; 2) B%сплайн проведён через уз%
ловые точки; 3) для построения B%сплайна использованы контрольные точки полигона сплайна

1  2

3



lidWorks образованны формы поперечного сечения
(рис. 5). Произведены проверочные расчёты МКЭ
диска с данными найденных прогнозируемых сече�
ний и сечением постоянной толщины. Найдены
фактические напряжения по критерию Мизеса
(рис. 6 и табл. 2).

Заключение
Проведённые расчёты показали, что предло�

женная методика работоспособна и позволяет эф�
фективно использовать возможности неоднород�
ных рациональных В�сплайнов для получения
сложных сглаженных форм. Наилучшие результа�
ты оптимизации формы получены при использова�
нии контрольных точек полигона В�сплайна. При�

менение планированного эксперимента для по�
строения метамоделей позволяет существенно эко�
номить вычислительные ресурсы и осуществить
высокоэффективную оптимизацию формы эл�
ементов механических систем. Получено уменьше�
ние объёма диска крепления измерительной аппа�
ратуры колесной пары вагона на ~64 % при допу�
стимом уровне значений максимальных эквива�
лентных напряжений и перемещений. Метод зада�
ния формы, основанный на применении кон�
трольных точек полигона В�сплайна, позволил по�
лучить не менее 3 % выигрыша по сравнению
с другими рассмотренными приемами, а изгото�
вление диска может быть осуществлено простыми
технологическими операциями.
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Рис. 6. Напряжения по Мизесу в диске: а) постоянной толщины 10 мм; б) поперечная форма которого получена опорные точ%
ки соединив прямыми; в) поперечная форма которого получена B%сплайном проведённым через узловые точки; г) по%
перечная форма которого получена используя контрольные точки B%сплайн полигона


