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Обозначения и терминология в данной статье
соответствуют принятым в [1].

Рассматривается четырехмерное евклидово
пространство E4, отнесенное к подвижному ортонор�
мальному реперу R={A

−
,ej
−} (j,k,l=1,2,3,4) с дериваци�

онными формулами и структурными уравнениями:

(1)

Здесь 1�формы ωk
j удовлетворяют соотношениям

(2)

которые с учетом (1) вытекают из условия ортонор�
мальности репера R:

где символом {a−,b
−

} обозначается скалярное произ�
ведение векторов a− и b

−
пространства E4.

В пространстве E4 рассматривается многообра�
зие U1,2 − двумерное многообразие прямых l1

4. К это�
му многообразию V 1

2,2 присоединим ортонормаль�
ный репер R так, чтобы

(3)

В данной статье будет показана возможность
применения результатов статьи [1] к многообразию
U1,2 в четырехмерном евклидовом пространстве E4.

Из (3) с учетом (1, 2) следует, что на многообразии
U1,2 выполняются дифференциальные уравнения:

(4)

Из (1) с учетом (3) замечаем, что с каждым эле�
ментом l1

4 многообразия U1,2 ассоциируется 3�вектор

(5)

ортогональный вектору e−4 − направляющему векто�
ру прямой l1

4.

Из получаем, что бивектор

(6)

параллелен касательной плоскости к сферическо�
му изображению вектора e−4.

Проведем такую канонизацию ортонормально�
го репера R, при которой

(7)

что с учетом (4) и (1) приводит к следующим диф�
ференциальным уравнениям:

(8)
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В четырехмерном евклидовом пространстве рассматривается двумерное многообразие U1,2 прямых l 1
4. С этим многообразием ин�

вариантным образом ассоциируются двумерные многообразия V 1
2,2 и V 2

2,2 плоскостей L1
2 и L2

2. Поэтому на многообразии возникают
отображения между соответствующими плоскостями L1

2 и L2
2⊥L1

2(в каждом элементе l 1
4∈U1,2). Каждое из этих отображений опреде�

ляется системой двух неоднородных квадратичных функций с двумя неизвестными или соответствующей комплексной функци�
ей. Рассматриваются случаи, когда указанные функции являются дифференцируемыми в смысле Коши�Римана или гармоничес�
кими в некоторых или во всех точках соответствующих плоскостей L1

2 или L2
2. Доказывается существование указанных случаев.
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Из (8) замечаем, что канонизация ортонормаль�
ного репера R, осуществленная по формулам (7),
существует в соответствии с [2]. Геометрически эта
канонизация характеризуется тем, что вектор

(9)

параллелен бивектору (6). При этом из рассмотре�
ния исключается случай B=0, когда бивектор (6)
является неопределенным.

Из (5) и (9) следует, что 3�вектор [e−1,e
−

2,e
−

3] парал�
лелен бивектору [e−1,e

−
2], а вектор e−3 ортогонален би�

вектору [e−1,e
−

2]. Поэтому плоскость

(10)

проходит через прямую l1
4=(A

−
,e−4) параллельно век�

тору e−3.

Проведем дальнейшую канонизацию ортонор�
мального репера R, при которой с учетом [1], (1.6),
а также (7) и (8) имеем

(11)

что приводит с учетом (1) к соотношениям:

Из (10) и (11) в соответствии с [2] замечаем, что
указанная канонизация ортонормального репера R
существует.

Как и в [1], см. [1] (5.2), находим уравнение фо�
кусной коники K2

34 плоскости L2
2=(A

−
,e−3,e

−
4):

Отсюда получаем, что прямая l1
4 пересекает ко�

нику K2
34 в двух точках Xα с радиус�векторами 

X
−

α=A
−

+tαe
−

4, где tα − корни квадратного уравнения:

Отсюда следует, что при фиксации (11) точка A
является серединой отрезка X1X2 (центром луча l1

4).
При этом из рассмотрения исключается случай 
B≡−(A1

41A
1
41+A1

42A
2
41)=0, когда точки Xα являются, в

соответствии с (7) и (11), бесконечно удаленными
на прямой l1

4.

Замечание 1. Так как точка A − центр луча l1
4, то

каждое линейное подпространство

(12)

геометрически характеризуется тем, что оно прохо�
дит через точку A параллельно бивектору (9), 3�век�
тору (5), соответственно.

Из (10) и (12) следует, что с многообразием U1,2 −
двумерным многообразием прямых l1

4=(A
−

,e−4) в E4 инва�
риантным образом ассоциируются многообразия V 1

2,2 и
V 2

2,2, о которых идет речь в [1]. Поэтому к многообра�
зию U1,2 можно применить классификацию Коши�Ри�
мана многообразий V α

2,2, о которой шла речь в [1].

Определение. Многообразием V αr
1,2, V αa

1,2, V 12r
1,2, V 12a

1,2

следует называть многообразие U1,2, у которого
многообразия V α

2,2 являются многообразиями V αr
2,2,

V αa
2,2, V

12r
2,2, V

12a
2,2 , соответственно, в смысле определе�

ния (4.4) из [1]. Многообразие V 1r
2,2, у которого в

каждом элементе точка F1α (см. [1], (4.1)) совпадает
с точкой A, называется многообразием U

.
1,2
12r.

Теорема. Многообразие U
.
1,2
12r существует и опреде�

ляется с произволом одной функции двух аргументов.

Доказательство. Проведем канонизацию орто�
нормального репера R типа ([1], (6.3)), что в силу
(7) и (1) приведет к соотношению

Из ([1], (4.1, 2.6, 3.1−3.3, 4.2)) и (8) с учетом оп�
ределения (4.4) из [1] и определения (1) получаем,
что многообразие U

.
1,2
12r определяется конечными со�

отношениями:

(13)

в силу которых с учетом соотношения ω1
2=A2

1αωa на
многообразии U

.
1,2
12r выполняются дифференциаль�

ные уравнения:

(14)

Внешнее дифференцирование системы (13) и
использование (1) приводит к дифференциальному
уравнению

(15)

и к квадратичным уравнениям:

(16)

(17)
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Внешнее дифференцирование ур. (15) с учетом
(1) и (14) приводит к квадратичному уравнению

(18)

где
(19)

Анализ квадратичных уравнений (16) с учетом (17)
и (13) приводит к дифференциальному уравнению:

(20)

(21)

Внешнее дифференцирование ур. (20) с учетом
(1) приводит к квадратичному уравнению

(22)

где      
(23)

Таким образом, функции A1
3, C, A3

12, A3
21, A4

12, A4
21,

A2
11, A

2
12, среди которых в силу (13, 15, 17, 20 и 21) бу�

дет пять независимых, удовлетворяют пяти незави�
симым квадратичным уравнениям − трем незави�
симым в (16) и двум (18) и (22) с учетом (19) и (23).
Поэтому в силу леммы С.В. Бахвалова [3] заключа�
ем, что многообразие U

.
1,2
12r существует и определяет�

ся с произволом пяти функций одного аргумента.

Теорема доказана.

Замечание 2. Поскольку многообразие U
.
1,2
12r яв�

ляется частным случаем многообразий Uαr
1,2 и U 1a

1,2, то
эти многообразия существуют. Вопрос о существо�
вании многообразия U1,2

12a будет предметом особого
рассмотрения.

2 3 3 3
12 1 11 1 12 1

2 3 3 4
2 12 1 1 21

( )
( ).

H H A A A A C
H A A C A A

= − − + +

+ + +

1 2 1 2
1 2 12 ,dH dH Hω ω ω ω∧ + ∧ = ∧

3 4 3 4
12 12 21 21

3 4 3 4
1 12 12 1 21

2 2 4
2 11 12 12

3 3 4 3 3
1 12 12 12 12

,

( ) ,

( 2 )
( ) ( ) .

H A A A A

H A A A C A
H A A A

A A A C A A

= + = − −

= + = +

= + +

+ + − −

где

,2
2

1
1 ωω HHdH +=

3 3 2 3 3 3
1 11 11 1 12 1

3 2 3 3 4
12 12 11 1 21

( )
( ).

A A A A A A C
A A A C A A

= − − + −

− + +

,213
1

23
12

13
11 ωωωω ∧=∧+∧ AAdAd

Введение

Обычно считается, что для любой нестатической
космологической модели собственное расстояние
между пробными частицами, измеряемое с по�
мощью приложенной к ним "жесткой линейки", ме�
няется со временем ввиду зависимости gµν от t. Поэ�
тому считается, что свет, излучаемый частицами (ту�
манностями), испытывает красное смещение из�за
Доплер�эффекта, связанного с общим расширением
Вселенной, хотя реальность жесткости линейки
космологического масштаба сомнительна [1−6].

Принципиально иная интерпретация красного
смещения для обычной среды возникает в теории
Логунова. Дело в том, что для метрики Логунова [7]
смешенные компоненты тензора Риччи равны ну�
лю, так что из уравнений Гильберта�Эйнштейна�
Логунова следует, что соответствующие компонен�

ты тензора энергии�импульса космологической
жидкости также равны нулю. Отсюда делается вы�
вод [8], что пространственные компоненты ско�
рости равны нулю. Последнее означает, что реаль�
но красное смещение связано не с движением га�
лактик, а согласно принципу геометризации Логу�
нова g

↔

µν=γ~µν+Ф
~

µν, с изменением гравитационного
поля Фµν со временем, которому, по�видимому,
подвержены лишь гравитационные поля скопле�
ний галактик, т.к. только при таком масштабе име�
ет смысл понятие однородности космологической
среды. Изменение же гравитационного поля может
быть обусловлено постоянной составляющей ска�
лярного потенциала [9], имитирующей космологи�
ческую постоянную.

Так как для вакуумоподобной среды ε+p=0, то
из равенства 
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На основе исследования уравнения геодезических линий в однородной и изотропной Вселенной с метрикой Логунова рассмот�
рен эффект красного смещения фотонов. Показано, что интерпретация Логунова красного смещения имеет место и в случае ва�
куумоподобной космологической среды.
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