
Введение
В проблеме развития теории интерпретации

геофизических полей важнейшее место принадле�
жит совершенствованию и развитию методов ре�
шения прямых задач.

Решение прямых задач – это определение соот�
ветствующих элементов поля по заданным про�
странственным распределениям физических пара�
метров, характеризующих определенные свойства
изучаемой геологической среды (плотность, намаг�
ниченность, теплопроводность и др.).

Использование этих методов позволяет учесть
влияния геологических тел с известными петро�
плотностными и геометрическими параметрами,
осуществлять последующий морфологический
анализ вычисленных компонент полей, а также ре�
шать обратные задачи с использованием методов
моделирования.

Задание источников поля должно осущест�
вляться исходя из ряда требований. С одной сторо�
ны, оно должно обладать хорошими аппроксима�
ционными свойствами, позволяющими наиболее
адекватно описывать строение реальных геологи�
ческих тел и структур. С другой стороны, оно дол�
жно обеспечивать высокую скорость вычислений
при требуемой точности решения прямой задачи.
Требование быстродействия и точности алгорит�
мов решения прямых задач приобретает первосте�
пенное значение, поскольку их последовательное
многократное решение лежит в основе одного
из ведущих методов количественной интерпрета�
ции – метода подбора. Метод автоматизированно�
го подбора, несмотря на использование регуляри�
зованных алгоритмов, может характеризоваться
неустойчивостью результатов, что влечет за собой
повышенные требования к точности исходных
данных и погрешностям вычислений.

В настоящей статье рассматриваются постанов�
ки и методы решения прямых задач гравиметрии
для типовых аппроксимирующих элементов, а так�
же ряд аспектов, связанных с построением опти�
мальных алгоритмов их численной реализации.

Постановка прямых задач
Двухмерные задачи гравиметрии. В качестве ти�

пового аппроксимирующего элемента в двухмер�
ных задачах удобно использовать трапеции с вер�
тикальными боковыми сторонами и произвольно
ориентированными (прямолинейными) верхним
и нижним основаниями (рис. 1), а также трапеции,
верхнее и нижнее основания которых представле�
ны сегментами парабол (рис. 2).

Рис. 1. Трапеция с вертикальными боковыми сторонами
и произвольно расположенными прямолинейными
верхним (В) и нижним (Н) основаниями. Условные
обозначения и пояснения здесь и далее в тексте

Под прямой задачей гравиметрии для рассматри�
ваемых тел понимается задача определения верти�
кальной составляющей гравитационного потен�
циала, выражение для которой имеет вид:

где x и z – координаты точки расчета; f – констан�
та гравитации; � и � – переменные интегрирова�
ния; S – область интегрирования; �(�,�) – распре�
деление плотности.
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Приведен аналитический обзор методов решения прямых задач гравиметрии. Аппроксимация распределения плотности выпол+
няется набором элементарных тел, имеющих геометрическую форму и заданный закон изменения плотности. Сформулированы
требования к оптимальным алгоритмам решения прямых задач и даны рекомендации по их реализации.

Ключевые слова:
Прямые задачи гравиметрии, элементарные тела, закон изменения плотности, оптимальные алгоритмы.
Key words:
Direct gravity problem, the elementary body, the variation of density, optimal algorithms.



Рис. 2. Трапеция с параболическими верхним и нижним ос+
нованиями

Часто отдельные геологические образования
полагают однородными по плотности (т. е.
�(�,�)=const), а весь моделируемый объем среды
представляется набором кусочно�однородных, раз�
личающихся по плотности аппроксимирующих
тел.

Вместе с тем, известно, что плотность одново�
зрастных осадочных пород, вследствие постседи�
ментационных процессов, увеличивается с глуби�
ной. Зависимость плотности осадков от глубины
наиболее адекватно описывается зависимостями
вида [1, 2]:

(1)

где B0 – минеральная (максимальная) плотность
отложений; B1 – характеризует плотность неуплот�
ненных осадков, а B2 – интенсивность воздействия
фактора геологического времени.

В случае, когда интервалы изменения глубин
отдельных геоблоков невелики, рационально вме�
сто экспоненциального закона (1) использовать его
линейную аппроксимацию:

(2)

где �0 – значение плотности на уровне �=0; k –
вертикальный градиент плотности.

Для трапеции на рис. 1 можно полагать, что
плотность меняется вдоль вертикального напра�
вления по (1) или (2) законам, а для трапеции,
представленной на рис. 2 – плотность меняется по
закону (2).

Трёхмерные задачи гравиметрии. При решении
трехмерных задач в качестве аппроксимирующих
тел удобно использовать вертикальные треуголь�
ные призмы (рис. 3) с произвольными верхним
и нижним основаниями. Плотность в теле может
меняться вдоль вертикальной координаты по эк�
споненциальному (1) или линейному (2) законам.

Выражение для вертикальной составляющей гра�
витационного потенциала имеет вид:

где x, y, z – координаты точки расчета; �, 	, � – пе�
ременные интегрирования; D – вертикальная треу�
гольная призма (рис. 3); �(�) – распределение
плотности;

Рис. 3. Вертикальная треугольная призма

При построении моделей крупных геологиче�
ских объектов, когда необходимо учитывать сфе�
ричность Земли, в качестве элементов аппрокси�
мации удобно использовать сферические аппрок�
симирующие тела [3–5]: многогранник (рис. 4)
и треугольная призма (рис. 5).

Рис. 4. Сферический многогранник
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Определение сферического многогранника. В сфе�
рической системе координат �СФ(0;r;�;) выделяет�
ся тело (рис. 4), имеющее 2�N вершин , �. N вер�
шин тела расположены на сфере радиуса r2 и имеют
координаты r2, �i, i; i=1,2,…, N, а остальные N вер�
шин тела расположены на сфере радиуса r1 (r1<r2)
и имеют координаты r1, �i, i; i=1,2,…,N.

Каждая боковая грань тела лежит в плоскости
большого круга, проведенного через смежные вер�
шины r2, �i, i; r2, �i+1, i+1 и начало системы коор�
динат.

Верхняя и нижняя грани тела образованы соот�
ветствующими сегментами сфер радиусов r2 и r1 –
сферическими многоугольниками. Каждая сторона
(ребро) верхней (нижней) грани представляет со�
бой дугу большого круга, соединяющую смежные
вершины r2, �i, i; r2, �i+1, i+1 и r1, �i, i; r1, �i+1, i+1.
Боковые ребра тела представлены отрезками пря�
мых, соединяющих вершины с координатами r1, �i,
i и r2, �i, i. Определенное таким образом тело бу�
дем называть сферическим многогранником.

Определение сферической треугольной призмы.
В сферической системе координат  �СФ(0;r;�;) вы�
деляется тело (рис. 5), имеющее вершины с коор�
динатами (r1

в,�1,1), (r1
н,�1,1), (r2

в,�2,2), (r2
н,�2,2),

(r3
в,�3,3), (r3

н,�3,3). Каждая боковая грань тела ле�
жит в плоскости большого круга, проведенного че�
рез смежные вершины (ri

в,�i,i); (r в
i+1,�i+1,i+1) и на�

чало системы координат.

Рис. 5. Сферическая треугольная призма

Уравнение для верхней грани имеет вид:

Соответственно нижняя грань описывается
уравнением:

Плотность выделенных сферических тел пола�
гается постоянной.

Под прямой задачей для рассматриваемых сфери�
ческих тел понимается определение радиальной
составляющей гравитационного потенциала:

(3)

Здесь R, �0, 0 – координаты точки расчета поля
в сферической системе координат; r, �,  – пере�
менные интегрирования; � – плотность сфериче�
ского тела D; � – угол при центре сферы между на�
правлениями на точки R, �0, 0) и r, �, , соответ�
ственно;

Алгоритмы решения прямых задач гравиметрии
Создание эффективных методов решения пря�

мых задач – одна из фундаментальных задач тео�
рии интерпретации гравитационных полей и ее ре�
шению посвящено множество работ.

Идея аппроксимации геологической среды с
помощью трапеций с произвольными верхним и
нижним основаниями принадлежит Г.Я. Голиздре
[6]. В.И. Старостенко и А.Н. Заворотько [7] приво�
дят аналитические выражения для компонент поля
от трапеции с постоянной плотностью.

Алгоритмы решения прямых задач для тел с эк�
споненциальной плотностью можно подразделить
на приближенные и точные (аналитические). При�
ближенные алгоритмы приведены в работах [8–10].
Т.В. Балк с соавторами [8] гравитационный эффект
определили путем аппроксимации тела набором
полосок, плотность в пределах каждой полоски по�
лагая постоянной и равной значению экспоненты
(1) в центре полоски, а гравитационный эффект
вычислили как сумму гравитационных эффектов
полосок. В [9, 10] тело также разбивалось системой
полосок. R. Murthy и B. Rao [9] использовали ли�
нейную аппроксимацию экспоненты, позже B. Rao
[10] – квадратическую.

В работах [11–13] получены аналитические ре�
шения для двухмерных тел (многоугольников [11]
и трапеций [12, 13]) с линейной и экспоненциаль�
ной плотностью. Ю.В. Пятаковым [12, 13] приве�
дены результаты тестирования и дан анализ полу�
ченных выражений в особых точках. Аналитиче�
ское решение [12] позволило в явном виде опреде�
лить выражения для частных производных матри�
цы Якоби при решения обратной нелинейной зада�
чи. В.И. Старостенко и его учениками [14] выпол�
нена математическая постановка и дано решение
обратной нелинейной задачи гравиметрии для сред
с экспоненциальной зависимостью плотность�глу�
бина.
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В.Н. Страховым [11] получено аналитическое
решение прямой задачи гравиметрии для много�
угольников с криволинейными сторонами, част�
ным случаем которых является параболическая
трапеция (рис. 2).

Аналитические решения прямой трехмерной
задачи для многогранников и призм с линейной,
а также полиноминальной плотностью приводи�
лись в работах [15–17]. Ю.В. Пятаковым и
В.И. Исаевым [18] получено и исследовано реше�
ние прямой трехмерной задачи для произвольного
многогранника с экспоненциально изменяющейся
с глубиной плотностью.

Алгоритмы решения прямых задач гравиметрии
для сферических тел приведены в работах [3–5].
В.И. Старостенко и А.Г. Манукяном [3] получено
решение задачи для прямоугольного параллелепи�
педа, В.Ю. Косыгиным с соавторами [4] – для сфе�
рического многогранника, а В.И. Старостенко и
О.В. Легостаевой [5] рассмотрен алгоритм решения
задачи для сферической призмы с произвольными
верхним и нижним основаниями. Интегралы (3)
для данных аппроксимирующих тел не выражают�
ся в аналитическом виде. Для их приближенного
вычисления использованы квадратурные формулы
Гаусса–Лежандра.

Понятие оптимальных алгоритмов 
решения прямых задач
Прямые задачи гравиметрии являются класси�

ческими и восходят к XIX в. [19]. Для некоторых
тел выведены десятки принципиально идентич�
ных, но различающихся по виду вычислительных
формул. При этом, одни из формул оказываются
чересчур громоздкими и неудобными для програм�
мирования на ЭВМ, другие позволяют вычислять
поле не во всех внешних по отношению к телу точ�
ках, третьи – более универсальны, однако требуют
при реализации повышенной точности предста�
вления чисел.

В.Н. Страховым [20] были сформулированы ос�
новные требования к алгоритмам решения прямых
задач: точность, быстродействие и устойчивость.
Результаты вычислительных экспериментов [17]
позволяют уверенно конкретизировать суть этих
требований.

Суть первого требования состоит в том, что вы�
числительный алгоритм должен обеспечивать из�
начально заданную точность решения. Поскольку
любые вычисления происходят с конечным чи�
слом значащих цифр, то существуют ошибки окру�
гления. Поэтому, результат, полученный даже
по точной аналитической формуле, будет содер�
жать некоторые ошибки, т. е. будет приближен�
ным. В некоторых случаях такие ошибки могут до�
стигать значительных величин и тем самым приво�
дить к неверным результатам. Чтобы избежать это�
го, необходим анализ ошибок округления и анализ
используемой численной схемы.

Требование быстродействия предполагает, что
время решения прямой задачи с заданной точно�
стью должно быть минимальным. Несомненно, что
максимальную точность и быстродействие удаётся
получить в тех случаях, когда для элементов полей
оказывается возможным получить явные аналити�
ческие выражения в элементарных трансцендент�
ных функциях. Таким образом, проблемы аналити�
ческого и точного численного решения прямых за�
дач оказываются взаимосвязанными.

У термина устойчивость для прямой задачи своя
специфика. Смысл его раскрывается следующим об�
разом. Существует множество точек пространства,
в которых расчеты по аналитическим выражениям
без их предварительного анализа невозможны. Вы�
числяемые величины, входящие в выражения для ре�
шения, могут обращаться в бесконечность или пре�
терпевать разрыв, вместе с тем результат должен быть
непрерывной функцией. В точках, близких к указан�
ному, так называемому множеству устранимых осо�
бых точек, точность вычислений может падать.

Для трехмерных тел в виде однородных много�
гранников множеством устранимых особых точек
является его остов (совокупность ребер и вершин).
Аналитическое решение прямых задач гравиме�
трии для данных тел может быть представлено со�
вокупностью элементарных и трансцендентных
функций (логарифмическими и обратными триго�
нометрическими функциями). Устранимые осо�
бенности порождаются логарифмическими функ�
циями, поэтому в работах [19, 21] даны представле�
ния их аргументов, позволяющие избежать вычи�
слительной неустойчивости, возникающей при
расчетах. В этих же работах рекомендовано ис�
пользование в качестве обратных тригонометриче�
ских функций – функции arctg и разработана ра�
циональная процедура, обеспечивающая повыше�
ние быстродействия вычислительных алгоритмов.

Для сферических трехмерных тел вычислитель�
ный алгоритм решения прямой задачи целесооб�
разно строить с использованием квадратурных
формул Гаусса–Лежандра, которые обладают наи�
высшей степенью точности при заданном количе�
стве узлов интегрирования. Для сферического мно�
гогранника (рис. 4) интегрирование выражения (3)
предлагаем выполнить по двум переменным r, �, что
позволяет строить эффективные в плане быстродей�
ствия и устойчивости алгоритмы. Сферическая
треугольная призма (рис. 5) обладает более универ�
сальными аппроксимационными свойствами
(верхняя и нижняя грани этого тела произвольны).
Однако аналитическое интегрирование (3) в этом
случае можно выполнить только по одной перемен�
ной и для численного решения задачи приходится
строить кубатурный вычислительный процесс. Для
улучшения сходимости вычислительного процесса
в точках, лежащих в непосредственной близости к
аппроксимирующему телу, предлагаем использовать
метод аддитивного выделения особенностей.
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Особенности реализации алгоритмов 
решений прямых задач
Использование базовых операций FPU. В состав

процессоров обычно входит блок операций с пла�
вающей точкой (FPU – Floating�Point Unit), реа�
лизующий программно�аппаратную обработку ве�
щественных чисел. Эти устройства в десятки
и сотни раз увеличивают скорость выполнения
арифметических операций с числами с плаваю�
щей точкой. Кроме того, они содержат значения
ряда констант и могут выполнять трансцендент�
ные операции.

Оптимальную программную реализацию алго�
ритмов решения прямых задач предлагаем выпол�
нять с использованием средств языка Ассемблер,
поскольку он позволяет осуществить наиболее эф�
фективное применение необходимых базовых ко�
манд FPU [22].

Для вычисления обратных тригонометрических
функций в алгоритмах предлагаем использовать ко�
манду FPATAN [23]. Данная команда имеет два ар�
гумента x и y и вычисляет значение функции arctg
(x/y). Результат команды имеет тот же знак, что
и операнд x. Время выполнения команды соответ�
ствует времени выполнения трех арифметических
операций деления.

Для расчета логарифмических функций предла�
гаем использовать команду FYL2X, которая вычи�
сляет выражение вида: уlog2(x). Пользуясь результа�
том выполнения этой команды, можно вычислить
значение логарифмов по любому основанию.

Помимо операции FYL2X, в блоке FPU имеет�
ся команда FYL2XP1, вычисляющая выражение
ylog2(x+1) при условии: |x|<1–1/�

–
2. Команда

FYL2XP1 обеспечивает высокую точность вычи�
сления логарифмов, когда их аргументы находятся
вблизи единицы. В алгоритмах решения прямых за�
дач такая ситуация возникает в тех случаях, когда
расчетная точка находится на больших удалениях
от аппроксимирующего элемента и возможны по�
тери точности общего решения из�за погрешности
вычислений.

Использование технологий параллельного про"
граммирования. Расчетные схемы в задачах интер�
претации с использованием алгоритмов решений
прямых задач обычно организованы по типу вло�
женных циклических процедур – внешний цикл
по точкам расчетной сети системы наблюдений,
вложенные циклы – по аппроксимирующим эл�
ементам и т. д. При этом одна итерация цикла
не зависит от результатов выполнения других ите�
раций. Такие алгоритмические конструкции удоб�
ны для реализации в них стандарта OpenMP, позво�
ляющего более полно использовать вычислитель�
ные ресурсы многоядерных процессоров [24].

Обсуждение и выводы
Если геологическая структура имеет существен�

ную вытянутость, то можно допустить, что вблизи
эпицентра компонента аномального поля, напра�
вленная вдоль простирания структуры, отсутствует. К
таким структурам относятся ряд рудных и нефтяных
объектов. Моделирование гравитационного поля
в этом случае целесообразно выполнять с помощью
двухмерных аппроксимирующих тел – трапеций.

Если наблюдения проводятся на поисковой пло�
щади с линейными размерами порядка десятков
и первых сотен км, то направления нормалей к по�
верхности геоида можно считать практически оди�
наковыми. Измеренная гравитационная аномалия
в этом случае будет представлять собой аномалию
вертикальной составляющей гравитационного по�
ля. Для моделирования таких объектов целесообраз�
но использовать вертикальные треугольные призмы.

При решении региональных задач, когда изуча�
емые структуры имеют протяженность порядка ты�
сячи километров и более, необходимо учитывать
сферичность Земли и в качестве аппроксимирую�
щих элементов использовать сферические тела.
Сферический многогранник целесообразно исполь�
зовать для интерпретации данных морских и спут�
никовых измерений, а сферическую треугольную
призму – для данных наземной съемки.

К числу оптимальных алгоритмов, реализующих
решение прямых задач для трехмерных тел в виде
многогранников, следует отнести отмеченные в на�
стоящей статье алгоритмы В.Н. Страхова. Для сфе�
рических тел оптимально использование схемы ре�
шения, данное в работах В.И. Старостенко.

Программную реализацию алгоритмов решения
прямых задач рекомендуем осуществлять с учетом
специфических особенностей архитектуры совре�
менных вычислительных средств и технологий про�
граммирования. В алгоритмах, реализующих ква�
дратурные вычислительные процессы, рекомендуем
использование методов аддитивного выделения
особенностей, позволяющих обеспечить устойчи�
вость и быстродействие численных методов.

Авторы статьи занимаются построением и ком�
пьютерной реализацией алгоритмов решения задач
определения составляющих гравитационного, маг�
нитного, температурного полей, а также распределе�
ния скоростей движения и напряжений неоднород�
ных сред. Концептуально принимается, что теория
решения трехмерных задач математической физики
допускает универсальное использование методов теории
потенциалов и многомерных интегральных уравнений
для построения алгоритмов эффективного численного
решения прямых задач весьма разных по физическому
смыслу. Такой концептуальный подход и результаты
его реализации будут приведены в следующей статье.
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