
Бесконечный по простиранию напорный пласт
с перетеканием с точки зрения аналитической тео�
рии решения прикладных гидрогеологических за�
дач является, пожалуй, одним из сложных случаев
[1, 2], причем дальнейшее усложнение гидрогеоди�
намической модели такого пласта зачастую требует
уже применения численного моделирования
на ПЭВМ в специализированных приложениях.
С этих позиций, в качестве цели работы, интерес�
но рассмотреть получение аналитического реше�
ния и практическое упрощение этого решения для
задачи о затухании амплитуды установившихся
гармонических колебаний, возбуждаемых на стен�
ке скважины [3] в бесконечном напорном пласте
постоянной толщины при наличии перетекания.

Дифференциальное уравнение для приращения
напора подземных вод S(r,t) при таких условиях
примет следующий вид [1, 2]:

(1)

где r – радиус от источника волнового возмущения
(скважина), м; t – время, с; r0 – радиус стенки сква�
жины, м; A1 – начальная амплитуда колебаний в 

скважине, м; – параметр перетекания,

1/м, обратно пропорциональный фактору перете�
кания В; � – коэффициент перетока разделяющих
водоупоров, 1/с; Т – водопроводимость пласта,
м2/с; a – пьезопроводность пласта, м2/с; � – угло�
вая частота периодического процесса, с–1. Гранич�
ные условия на стенке скважины и на бесконечно�
сти: S(r,t)r=r0

=A1sin�t, S(r,t)r��=0.
Решение (1) для установившегося гармониче�

ского процесса без начальных условий ищется в
комплексном виде [3, 4]:

(2)

Подстановка (2) в (1) после сокращений приво�
дит для функции затухания комплексной амплиту�
ды A(r) к уравнению эллиптического типа [4]:

(3)

с граничными условиями на стенке скважины и на
бесконечности: A(r)r=r0

=A1, A(r)r��=0.
Дифференциальное уравнение (3) путем про�

стых преобразований сводится к удобному безраз�
мерному виду:

(4)

где – безразмерный радиус от ис�

точника волнового возмущения; rp – характеристи�
ческий радиус влияния периодического процесса;
� – волновой параметр перетекания, имеющий
простую интерпретацию – это квадрат отношения
�=(rp/B)2 характеристического радиуса влияния пе�
риодического процесса и фактора перетекания.

Решение (4) известно [4, 5] и записывается в виде:

(5)

где I0(х) – модифицированная функция Бесселя
первого рода нулевого порядка (функция Инфель�
да); К0(х) – модифицированная функция Бесселя
второго рода нулевого порядка (функция Макдо�
нальда); С1, С2 – постоянные интегрирования,
из граничных условий (1) и асимптотических
свойств I0(х) очевидно, что С2=0.

В математической физике известно, что функ�
ция Макдональда от комплексного аргумента вида
�

–
ix
–

может быть представлена двумя отдельными
функциями от вещественного аргумента x, так на�
зываемыми функциями Томсона (Кельвина) –
ker(x) и kei(x) [4]:
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(6)

Тогда, по аналогии с (6) для вычисления и ана�
лиза полученного решения (5), необходимо ввести
расширенные функции Томсона:

(7)

причем очевидно, что при �=0 расширенное выра�
жение (7) переходит в (6).

Окончательно решение (1), с учетом (5) и (7),
для варианта экспоненциального представления
комплексного числа запишется в виде:

(8)

где �0=r0/rp – безразмерный радиус стенки скважины.
Собственно, в дальнейшем, интерес предста�

вляет только первая подкоренная часть выражения
(8), поскольку именно она характеризует макси�
мально возможную амплитуду колебаний, а ком�
плексная экспонента – вторая часть выражения
(8), в таком случае, для решения задачи (1) пред�
ставляет меньший интерес, поскольку описывает
пространственное запаздывание фазы колебаний
и сами периодические колебания во времени.

Если с вышеприведенными выкладками по по�
лучению аналитического выражения решения (1)
не возникло значимых затруднений, то практиче�
ский расчет расширенных цилиндрических функ�
ций Томсона представляет довольно серьезную за�
дачу вычислительной математики. Чтобы проил�
люстрировать всю сложность, достаточно привести
выражения рядов Тейлора–Маклорена для введен�
ных в этой работе расширенных функций Томсона,
которые легко выводятся с учетом аналогичных
выражений для ker(x) и kei(x) из [5, 6]:

(9)

(10)

где скобки [n/2] обозначают операцию округления
n/2 до ближайшего меньшего целого;

Из общей специфики вычисления значений
функции Макдональда следует отметить, что ряды
(9, 10) для задач прямых математических расчетов
практически бесполезны, поскольку требуют учета
очень большого количества членов ряда и факти�
чески обеспечивают приемлемую сходимость для
значений аргумента х не более 4…4,5. В подобной
ситуации необходимо использовать для получения
новых вычислительных аппроксимирующих выра�
жений асимптотические свойства цилиндрических
функций, что широко применяется в различных
расчетных схемах [7].

Но с другой стороны, прежде всего для задач
геологических дисциплин, часто возникает
необходимость получения еще и максимально про�
стых выражений аппроксимации специальных
функций математической физики, что обычно тре�
буется для интерпретации и оценочных полевых
расчетов, производимых с невысокой точностью,
без применения сложных вычислительных средств
и алгоритмов. Одним из таких примеров компро�
мисса между точностью и простотой задания ап�
проксимации является полученное авторами рабо�
ты базовое кусочно�аппроксимирующее выраже�
ние цилиндрической функции Макдональда K0(x)
для двух интервалов задания значений аргумента
(0,1), [1,�] с простым дробно�рациональным зада�
нием коэффициентов при степенях аргумента и
удобным максимально точным сопряжением
в окрестности аргумента x=1.

(11)

Модуль абсолютной погрешности сопряжения
в точке x=1 равен 1,19761·10–5. Значения функции,
рассчитанные по (11), сравнивались с точными
значениями для K0(x) из [8]. Результаты сравнения
приведены на рис. 1.

Из рис. 1 видно, что максимальная относитель�
ная погрешность аппроксимации не превышает
1,45 %, для интерпретационных решений гидро�
геологических задач это вполне приемлемо. Мак�
симум погрешности аппроксимации лежит в ин�
тервале значений аргумента x [0,5…0,9]. Это об�
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условлено тем, что уменьшение погрешности ап�
проксимации (по асимптотическим свойствам) на�
блюдается у аппроксимированной функции K0(z)
при x�0 либо при x��. За исключением интерва�
ла значений аргумента [0,17…1,0], модуль относи�
тельной погрешности аппроксимации не превы�
шает 0,1 %, а в указанном интервале относитель�
ная погрешность аппроксимации не превышает
1,45 %.

Далее, из аппроксимирующего выражения (11),
можно получить комплексное решение для веще�
ственной и мнимой частей K0(z) при произвольном
комплексном значении аргумента z=v+iw для пер�
вого выражения из (11) при (0<|z|<1):

(12)

Аналогичным образом получено комплексное
решение для вещественной и мнимой частей K0(z)
из аппроксимационного выражения (11) при про�
извольном комплексном значении аргумента
z=v+iw для второй части выражения при |z|�1.
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Рис. 1. Зависимость ошибки аппроксимации K0(x) от аргумента x
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Из (13) получены выражения (14), (15) для мни�
мой и вещественной частей. В дальнейшем удобно
будет видоизменить аргумент расширенных функций
Томсона в несколько иной форме записи для вход�
ных переменных, чем в (9), (10): Kei*(v,w)=#m[K0(z)],
Ker*(v,w)="e[K0(z)], тогда амплитудная часть ре�
шения (8) запишется в следующем безразмерном
виде:

(16)

где 

Ниже приведен пример расчета затухания гар�
монических колебаний, возбуждаемых в одной
скважине в зависимости от увеличения радиально�
го удаления. Для типичных значений радиуса мно�
гих обсаженных скважин, равных в среднем 0,1 м
и для значений характеристического радиуса пе�
риодического процесса, например равного
rp=7,98 км (при периоде колебаний 400 суток и
пьезопроводности a=1·106 м2/сут), безразмерный
радиус стенки скважины �=r0/rp будет равен
1,25·10–5. Поэтому в знаменателе выражения (16)
уверенно можно использовать аппроксимирующие
выражения для модуля аргумента z меньше 1 (12).

Результаты расчета по (16) для интервала зада�
ваемых значений волнового параметра перетека�
ния 0(�(1 дополнительно выявили одну очень
важную особенность у полученных графиков.
С увеличением значения волнового параметра пе�
ретекания � радиальное затухание колебаний про�
исходит быстрее, но самое главное, по такой
же подобной функциональной зависимости, как

и в случае �=0, только с б�льшим наклоном на ло�
гарифмическом графике. Т. е. вычисление корня
из суммы квадратов расширенных функций Томсо�
на (16), по крайне мере при 0(�(1, всегда можно
аппроксимировать более удобными для расчета
функциями Томсона – ker(k(�)·�) и kei(k(�)·�)
с коэффициентом масштабирования k(�) входной
переменной �, что в несколько иной форме записи
будет выглядеть как:

(17)

Графики решения (16) с использованием ап�
проксимации (12, 14, 15) расширенных функций
Томсона при различных задаваемых значениях вол�
нового параметра перетекания � изображены на
рис. 2. Т. е. результаты расчета (16) довольно легко
были аппроксимированы более простым выраже�
нием (17) с максимально точным совмещением
кривых на графике с логарифмическим отображе�
нием оси ординат. Другими словами, аппроксими�
рующее упрощение решения (1) для определенного
авторами работы выражения корректирующего ко�
эффициента масштабирования k(�) аргумента с
учетом (16, 17) будет выглядеть как

На рис. 2 в иллюстративных целях специально
показан рост погрешности сопряжения в точке
�=1 при увеличении значения волнового параме�
тра перетекания �. В дальнейшем, при разработке
вычислительных алгоритмов аппроксимации
функции (7), необходимо всегда предусматривать
коррекцию коэффициентов аппроксимирующего
выражения для лучшего сопряжения двух решений
в точке �=1. Это особенно актуально при больших
значениях �>1. Однако эти вопросы необходимо
будет рассматривать в отдельной работе, более
ориентированной на математические аспекты про�
блемы. Другими словами, ухудшение погрешности
сопряжения при кусочной аппроксимации функ�
ций с комплексным аргументом должно всегда
учитываться, поскольку хорошая точность сопря�
жения, достигнутая в случае чисто вещественного
аргумента, например как в (11), на комплексной
плоскости при сопряжении двух кусочно�аппрок�
симирующих выражений может стать уже недопу�
стимо большой даже при небольшом удалении
от вещественной оси х.

Таким образом, сложное решение ур. (1) о ради�
альном затухании амплитуды гармонических коле�
баний в бесконечном напорном пласте с перетека�
нием на интервале значений �(1 приближенно
можно рассматривать как решение задачи о затуха�
нии колебаний в изолированном напорном пласте
с несколько измененной эквивалентной пьезопро�
водностью а*:
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(18)

На простом физическом уровне полученный
результат – выражение (18), легко может быть
объяснен. При наличии непроницаемых водоупор�
ных слоев затухание колебаний происходит только
плоскорадиально в пределах изолированного пла�
ста. А при перетекании радиальное затухание будет
дополнительно усиливаться за счет передачи части
энергии колебаний в вертикальном направлении
из пласта через слабопроницаемые водоупорные
слои. По аналогии с решением задачи о затухании
гармонических колебаний в изолированном пла�
сте, такое дополнительное усиление затухания ко�

лебаний в пласте с перетеканием при радиальном
удалении от источника колебаний будет эквива�
лентно уменьшению значения пьезопроводности.

Выводы
Задача о радиальном затухании установившихся

гармонических колебаний в напорном пласте с пе�
ретеканием может быть эквивалентно аппрокси�
мирована решением аналогичной задачи для слу�
чая изолированного пласта с пересчитанным зна�
чением эквивалентной пьезопроводности. Перес�
читанная эквивалентная пьезопроводность будет
меньше фактической, что учитывает дополнитель�
ное затухание энергии колебаний при перетека�
нии.
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Рис. 2. Результаты расчета расширенной функции Макдональда с комплексным аргументом в зависимости от безразмерного
радиуса: подписи кривых – значения �


