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Постановка задачи
Одной из актуальных задач, возникающих в

процессе обработки экспериментальных данных,
является установление закона распределения и
оценка значений его параметров. При этом непо!
средственная обработка результатов наблюдений во
многих случаях не позволяет точно установить ис!
тинный закон распределения, а только его аппрок!
симировать, т. е. получить приближенное описание
в виде некоторого известного закона, похожего на
неизвестный истинный закон распределения.

При отсутствии априорных данных о виде зако!
на распределения выбор той или иной статистиче!
ской модели для адекватного описания экспери!

ментальных данных, принимающих как отрица!
тельные, так и положительные значения, может
быть основан на известных эмпирических методах,
таких как применение распределений Джонсона и
Пирсона, разложения в ряд Эджворта и т. д. [1–4].

Известная система распределений Пирсона
удовлетворяет дифференциальному уравнению

(1)

где a, b0, b1, b2 – параметры распределений Пирсона.
С помощью распределений Пирсона можно осу!

ществлять аппроксимацию экспериментальных
распределений с J!образной, U!образной либо уни!

2

2 1 0

( )
( ),

dp x x a
p x

dx b x b x b

−
=

+ +
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Актуальность работы обусловлена необходимостью повышения точности и упрощения процедуры аппроксимации двухсторон�
них законов распределения экспериментальных данных.
Цель работы: модернизация метода Пирсона, которая позволяет устранить ряд его недостатков и упростить процедуру аппрок�
симации двухсторонних законов распределения экспериментальных данных, принимающих как положительные, так и отрица�
тельные значения.
Методы исследования: расчеты с использованием методов теории вероятностей и математической статистики, а также про�
граммного продукта MathCAD; методы интегрального и дифференциального исчисления.
Результаты: Предложена модернизация распределений Пирсона для аппроксимации законов распределения эксперименталь�
ных данных, принимающих положительные и отрицательные значения, которая позволяет значительно упростить процедуру ап�
проксимации. Разработана топографическая классификация модернизированных распределений Пирсона с использованием
совместного коэффициента асимметрии и эксцесса вместо коэффициента эксцесса. Приведены формулы для расчета числовых
характеристик модернизированных распределений Пирсона.

Ключевые слова:
Распределения Пирсона, аппроксимация законов распределения, плотность распределения вероятностей, классификация ра�
спределений, совместный коэффициент асимметрии и эксцесса.



модальной формой, имеющих, по крайней мере,
хотя бы первые четыре момента.

Основные недостатки метода Пирсона заключа!
ются в следующем:
1) семейство распределений Пирсона наряду с ос!

новными типами распределений содержит так!
же частные случаи некоторых из этих распре!
делений, что затрудняет их практическое ис!
пользование;

2) определение параметров искомого распределе!
ния из семейства распределений Пирсона свя!
зано с решением различных систем уравнений;

3) затруднительно пояснить физический смысл
параметров распределений Пирсона;

4) дифференциальное уравнение (1) содержит в
себе неточность, так как его правая часть не об!
ращается в нуль в случае равномерного распре!
деления, которое принадлежит к семейству ра!
спределений Пирсона;

5) предложенная Пирсоном классификация ра!
спределений с помощью диаграммы в плоско!
сти переменных β1 и β2 обладает малой нагляд!
ностью.
Величины β1 и β2 определяются равенствами

(2)

где ηa – коэффициент асимметрии; ηэ – коэффици!
ент эксцесса; μ2, μ3 и μ4 – соответственно централь!
ные моменты 2!го, 3!го и 4!го порядков.

Целью данной работы является модернизация
метода Пирсона, которая позволит устранить от!
меченные выше недостатки и упростить процедуру
аппроксимации двухсторонних законов распреде!
ления экспериментальных данных. При этом вме!
сто дифференциального уравнения (1) предлагает!
ся использовать уравнение

(3)

где m1 – математическое ожидание.

Основные результаты
Используя общие свойства плотностей распре!

деления вероятностей (ПРВ), установим правила
определения параметров a1, a0, b2, b1 и b0, входя!
щих в уравнение (3). Для этого запишем уравнение
(3) в следующем виде:

либо

(4)

где y=x–m1.
Пусть допустимые значения случайной величи!

ны (СВ) η c ПРВ p (y) заключены в интервале (l1,l2).
Проинтегрируем левую часть равенства (4) по ча!
стям. Считая, что интегралы существуют, полу!
чим

Предположим, что выражение в фигурных
скобках обращается в нуль на верхней и нижней
границах интервала интегрирования или же

если распределение имеет бесконечный размах.
Тогда, используя определение центральных мо!
ментов для непрерывной СВ, получим

(5)

Уравнение (5) позволяет получить рекуррент!
ные соотношения для определения центральных
моментов более высокого порядка по моментам бо!
лее низкого порядка. Последовательно полагая в
(5) n=0,1,2,3 и учитывая, что μ–1=0, μ0=1, μ1=1,
имеем:

(6)

Из второго уравнения системы (6) следует, что
параметр b0≠0. Поэтому, решив систему уравнений
(6) относительно интересующих нас параметров
распределения a1, a0, b2, b1, получим

(7)

С учетом формулы (2), коэффициент η12 можно
записать в виде

(8)

Коэффициент η12, определяемый по формуле
(8), назовем нормированным совместным коэффи!
циентом асимметрии и эксцесса. Можно показать
[5], что верхней границе области возможных зна!
чений коэффициента соответствуют распределе!
ния в виде совокупности двух дельта!функций, а
нижней границе – распределения, имеющие менее
четырех моментов. Для симметричных распреде!
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лений, когда ηa=0, коэффициент η12 представляет
собой нормированный коэффициент эксцесса.

Положим параметр b0=μ2(2–η12), тогда выраже!
ния (7) для параметров a0, a1, b1 и b2 существенно
упрощаются:

(9)

Из анализа соотношений (9) следует, что пара!
метры a1, a0, b2, b0 и b1 определяются коэффициен!
тами η a и η12, а также центральным моментом μ2.

Дифференциальное уравнение (3) с учетом со!
отношений (9) принимает вид

(10)

Решение уравнения (10) можно записать следу!
ющим образом:

(11)

где Kн – коэффициент нормировки. Очевидно, что ха!
рактер кривой ϕ(x), а следовательно и ПРВ p(x), мо!
жет быть различным в зависимости от величин коэф!
фициентов ηa и η12, которыми с учетом соотношений
(9) в конечном итоге определяются корни уравнения

(12)

Значения корней уравнения (12) зависят также
от дополнительного коэффициента

При этом возможны шесть основных типов ра!
спределений, соответствующих двенадцати типам
распределений по классификации Пирсона. Их то!
пографическую классификацию удобно произво!
дить с помощью диаграммы в плоскости перемен!
ныхηa и η12, приведенной на рисунке. Рассмотрим
подробнее указанные шесть типов распределений.

Распределение 1. В данном случае –∞<ηa<∞,
1<η12<1,5. Выражение для ПРВ с учетом (11) име!
ет вид [6]

(13)

где B (α,v) – бета!функция; α>0, ν>0 – параметры
формы; χ>0 – параметр масштаба; –∞<μ<∞ – па!
раметр сдвига.
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Параметры распределения (13) связаны с ηa,
η12, μ2 и m1 следующими соотношениями:

Распределению (13) по классификации Пирсо!
на соответствует I тип распределения, а также
частные случаи – распределения II, VIII, IX и XII.
Например, при ηa=0 ПРВ (13) сводится к распреде!
лению Пирсона II типа (α=v). При η12=1,25 и
ηa≠0 ПРВ (13) сводится к распределению Пирсона
XII типа. В этом случае α+v=2. Если μ=χ, то ПРВ
(13) преобразуется в бета!распределение. На ри!
сунке представлена область существования ра!
спределения (13) в координатах ηa и η12. Для нее
справедливы неравенства –∞<ηa<∞, 1<η12<1,5.

Распределение 2a. При этом ηa<0, η12=1 и вы!
ражение для ПРВ с учетом (11) имеет вид [6]

(14)

где Г(z) – гамма!функция; α>0, λ>0, –∞<μ<∞ –
параметры, связанные с ηa, μ2 и m1 соотношения!
ми:

Распределению (14) по классификации Пирсо!
на соответствует III тип распределения (гамма!ра!
спределение) с отрицательным коэффициентом
асимметрии. На рисунке представлена область су!
ществования распределения (14). Ей соответствует
отрезок прямой 2а.

Распределение 2b. Для этого распределения
η12=1, ηa>0 и выражение для ПРВ имеет вид

(15)

Значения параметров α, λ и μ распределения
(15) определяются теми же соотношениями, что и
для ПРВ (14), с той разницей, что λ=2/ηa√

–μ2.
Распределению (15) по классификации Пирсо!

на соответствует III тип распределения (гамма!ра!
спределение) с положительным коэффициентом
асимметрии. При α=1 получаем экспоненциаль!
ное распределение (X тип распределения Пирсо!
на). На рисунке представлена область существова!
ния распределения (15). Ей соответствует отрезок
прямой 2b.

Распределение 3. В этом случае η12=1, ηa=0, и в
результате с учетом (1) получаем распределение
VII типа по классификации Пирсона (гауссовский
закон) с параметрами σ=√

–μ2, μ=m1

(16)

На рисунке области существования распределе!
ния (16) соответствует точка с координатами ηa=0,
η12=1.

Распределение 4a. Для этого распределения
ηa<0, η12<1, η21<–1 и выражение для ПРВ с учетом
(11) имеет вид [6]

(17)

где α>0, ν>0, λ>0, –∞<μ<∞ – параметры, связан!
ные с ηa, η12, μ2 и m1 соотношениями:

По классификации Пирсона ПРВ (17) соответ!
ствует VI тип распределения (бета!распределение)
с отрицательным коэффициентом асимметрии.
При α=1 ПРВ (17) трансформируется в XI тип ра!
спределения Пирсона.

На рисунке представлена область существова!
ния распределения (17). Для нее справедливы не!
равенства ηa<0, η12<1, η21<–1. Справа она ограни!
чена кривой 5a, для точек которой выполняется
условие η21=–1.

Распределение 4b имеет место для η12<1,
ηa>0 и η21>1. При этом

(18)

Значения параметров α, ν, λ и μ распределения
(18) определяются теми же соотношениями, что и
для ПРВ (17), с той разницей, что

По классификации Пирсона ПРВ (18) так же,
как и ПРВ (17), соответствует VI тип распределе!
ния (бета!распределение), но с положительным
коэффициентом асимметрии. При α=1 ПРВ (18)
трансформируется в XI тип распределения Пир!
сона.
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На рисунке представлена область существова!
ния распределения (18). Для нее справедливы не!
равенства η12<1, ηa>0 и η21>1. Слева она ограниче!
на кривой 5b, для точек которой выполняется
условие η21=1.

Распределение 5a является предельным случа!
ем распределения (17) при α→∞ и η12<1;
–5,65<ηa<0; η21=–1. ПРВ с учетом (11) имеет вид

(19)

где ν>0, λ>0, –∞<μ<∞ – параметры, связанные с
ηa, η12, μ2 и m1 соотношениями:

На рисунке представлена область существования
распределения (19). Ей соответствует кривая 5a.

Распределение 5b является предельным случа!
ем распределения (18) при α→∞ и η12<1;
0<ηa<5,65; η21=1. Выражение для ПРВ имеет вид

(20)

Параметры распределения (20) определяются
теми же соотношениями, что и для распределения
(19). По классификации Пирсона распределения
(19) и (20) соответствуют V типу, причем в первом
случае ηa<0, а во втором случае ηa>0. На рисунке
представлена область существования распределе!
ния (20). Ей соответствует кривая 5b.

Распределение 6 получаем при η12<1 и –1<η21<1.
В этом случае ПРВ с учетом (11) имеет вид [6]

(21)

где ν>0, –∞<b<∞ – параметры формы; λ>0 – пара!
метр масштаба;

– коэффициент нормировки. Если b=0, то
C=B(0,5;0,5v).

Параметры распределения (21) связаны с ηa,
η12, μ2 и m1 соотношениями:

ПРВ (21) соответствует IV тип распределения
Пирсона. На рисунке представлена область суще!
ствования распределения (21). Для нее справедли!
вы неравенства η12<1; –5,65<ηa<5,65 и –1<η21<1.
Слева она ограничена кривой 5a, а справа – кри!
вой 5b.

В таблице приведены формулы, выражающие
коэффициенты ηa, η12 и η21 через параметры ра!
спределений (13)–(21).

Таблица. Числовые характеристики модернизированных
распределений Пирсона 

Выводы
Таким образом, модернизация метода Пирсо!

на с использованием коэффициентов ηa, η12 и η21
позволяет существенно упростить процедуру ап!
проксимации экспериментальных распределе!
ний, так как при этом не требуется определять
параметры дифференциального уравнения (1) и
решать систему уравнений (7) для нахождения
параметров аппроксимируемого распределения.
Использование в качестве числовой характери!
стики совместного коэффициента асимметрии и
эксцесса вместо коэффициента эксцесса позво!
ляет также разделить области существования
распределений Пирсона и представить их на ди!
аграмме более наглядно.
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MODERNIZATION OF PEARSON DISTRIBUTION FOR APPROXIMATION 
OF THE BILATERAL DISTRIBUTION LAWS OF EXPERIMENTAL DATA

Ivan G. Karpov, 
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The urgency of the issue is caused by needs of improving the accuracy and simplifying the approximation of experimental data laws for
bilateral distribution.
The main aim of the study: modernization of the Pearson method, which eliminates some of its disadvantages and simplifies the pro�
cedure for approximation of bilateral distribution laws of experimental data, taking both positive and negative values.
The methods used in the study: calculations using the methods of probability theory and statistics, as well as the software MathCAD;
methods of integral and differential calculus.
The results: The authors have proposed the modernized Pearson distributions to approximate distribution laws of experimental data, ta�
king positive and negative values, which can significantly simplify the procedure of approximation. Topographic classification of moder�
nized Pearson distributions with use of coefficient of joint asymmetry and excess kurtosis instead of coefficient of excess is designed.
The paper introduces the formulas for calculating numerical characteristics of the modernized Pearson distributions.

Key words:
Pearson distribution, approximation of distribution laws, density of probabilities distribution, classification of distributions, coefficient
of joint asymmetry and excess.



Введение
Используемые на рынках финансовые инстру!

менты становятся более разнообразными и порож!
дают довольно изощренные потоки платежей [1].
При этом построение математической модели фи!
нансового рынка и анализ процессов требуют при!
менения математических методов на достаточно
высоком уровне. В связи с этим большую популяр!
ность имеет финансовая математика, основным
объектом исследования которой являются различ!
ные модели рынка ценных бумаг [2–4]. Опцион ку!
пли (call option) является вторичной (производной)
ценной бумагой и представляет собой контракт, по
которому покупатель опциона приобретает право
купить некоторый оговоренный в договоре базис!
ный актив по определенной цене в определенный
момент времени, а продавец опциона за премию,
являющуюся ценой опциона, обязан исполнить
требование держателя при предъявлении опциона
к исполнению. Рассматриваемый в предлагаемой
статье опцион купли Европейского стиля может
быть погашен только в дату истечения срока дей!
ствия опциона.

С развитием рынка стандартные, или ваниль�
ные, опционы купли (standard call option, plain va!
nilla call option), выплаты по которым зависят от
спотовой цены (spot price) базисного актива в мо!
мент исполнения дериватива ST и цены исполнения
контракта K1 (страйковая цена – striking price) (1)

(1)

не могли полностью удовлетворить запросы по!
купателей, вызванные особенностями риска, кото!
рый бы они хотели хеджировать деривативами.
Поэтому естественным стало появление класса эк!
зотических опционов (exotic options), модифици!
рованных дополнительными требованиями и усло!
виями [5–15]. В информационно емком изложении
[7–9], а также аналитическом обзоре [16] отмеча!
ется, что в мире экзотических опционов просто за!
предельное разнообразие этих инструментов, тео!
рия которых разработана в незначительной степе!
ни, тем не менее, изыскания в этой области актив!
но поддерживаются многочисленными грантами,
поскольку в результатах исследований заинтересо!
ваны многие сферы (например, индустрии страхо!

1 1( ) ( ) max( ,0),
T T T T

f S S K S K
+= − = −
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МАТЕМАТИЧЕСКИЕ МЕТОДЫ В ЗАДАЧЕ КВАНТИЛЬНОГО ХЕДЖИРОВАНИЯ 
ЭКЗОТИЧЕСКОГО ЕВРОПЕЙСКОГО ОПЦИОНА КУПЛИ

Данилюк Елена Юрьевна, 
аспирант кафедры высшей математики Физико�технического 

Института ТПУ, Россия, 634050, г. Томск, пр. Ленина, д. 30; 
ассистент кафедры прикладной математики факультета прикладной 

математики и кибернетики Томского Государственного университета, 
Россия, 634050, г. Томск, пр. Ленина, 36. E�mail: daniluc_elena@sibmail.com

Рожкова Светлана Владимировна,
д�р физ.�мат. наук, профессор кафедры высшей математики 

Физико�технического Института ТПУ, 
Россия, 634050, г. Томск, пр. Ленина, д. 30. E�mail: rozhkova@tpu.ru

Актуальность исследования обусловлена необходимостью разработки математического аппарата, с помощью которого агент
финансового рынка сможет анализировать и прогнозировать экономические процессы. В настоящее время деривативы, в том
числе опционы, демонстрируют успешность торговли ими с целью получения прибыли и хеджирования связанных с ценными
бумагами рисков.
Цель работы: представить классификацию опционов как вторичных ценных бумаг, обосновать выбор в пользу экзотических оп�
ционов, указав на преимущества. Для рассматриваемого опциона рассчитать оптимальную стоимость, необходимый для инве�
стирования капитал, а также состав формируемого портфеля, обеспечивающего капитал. Сформулировать и дать экономиче�
скую интерпретацию свойств решения. Протестировать применяемый метод исследования, рассмотрев предельный случай.
Методы исследования: ввиду области применения результатов – диффузионный финансовый рынок – необходимо исполь�
зовать вероятностные методы для оценивания стоимости опционов как стохастической моделей финансовой математики.
Результаты: авторы решили поставленную задачу, получив формулы справедливой стоимости Европейского опциона купли с
ограничением выплат по опциону, а также формулы, определяющие оптимальный портфель ценных бумаг и отвечающий этому
портфелю капитал. Рассмотрен предельный случай перехода квантильного хеджирования в суперхеджирование. Изучены коэф�
фициенты чувствительности цены опциона к изменению начальной цены акции, оговоренной при заключении контракта цены
исполнения и ограничивающей выплаты величины.

Ключевые слова:
Финансовый рынок, цена опциона, хеджирующая стратегия, Европейский опцион купли с ограничением выплат, дивиденды,
вероятность успешного хеджирования.



вания, игр и пр.). Ключевая притягательность эк!
зотических опционов в их очевидном удобстве для
кратко! и среднесрочных сделок.

Предметом настоящей статьи является рассма!
триваемый на основе диффузионной модели (B, S)!
финансового рынка с выплатой дивидендов по ри!
сковому активу Европейский опцион купли с огра!
ничением выплаты для продавца опциона с пла!
тежной функцией (2)

(2)

где в условия стандартного контракта включена
договорная величина K2, с одной стороны, ограни!
чивающая выплаты по опциону, что может быть
выгодно подписчику опциона (the writer), а с дру!
гой стороны, гарантирующая доход держателя
(the holder); a+=max{a;0}.

В случае стандартных и экзотических опционов
с платежными функциями (1) и (2) соответственно
выплата по опционам при совершенном хеджиро!
вании (perfect hedging) может быть достаточно вы!
сокой, так как совершенное хеджирование предпо!
лагает воспроизведение выплат по опциону в пол!
ном объёме, а стоимость финансового опциона
определяется вне зависимости от предпочтений и
характеристик его обладателя. Методы совершен!
ного хеджирования не учитывают ожиданий дер!
жателя опциона, его отношение к риску при упра!
влении портфелем, а также особенности его инве!
стиционной стратегии. Описанная ситуация пред!
ставляет существенный риск для эмитента и по!
рождает требование ограничения этого риска.
В данной работе реализация выдвинутого требова!
ния осуществляется на основе одной из трех групп
подходов несовершенного хеджирования (imperf!
ect hedging) – квантильного хеджирования (quanti!
le hedging) с заданной (меньше 1) вероятностью вы!
полнения платежного обязательства [4], [17]. При
квантильном хеджировании учитывается, что сто!
имость опциона определяется на основании взаи!
модействия ряда факторов, непредвиденное изме!
нение которых и обусловливает риск обладателя
опциона. Риск обладателя финансового опциона
возникает вследствие непредсказуемых рыночных
колебаний и движений или внезапных изменений
состояния экономической среды, поэтому этот риск
классифицируется как рыночный. Стратегия кван!
тильного хеджирования либо максимизирует есте!
ственную вероятность успеха хеджирования при
условии ограничения стоимости её реализации, ли!
бо минимизирует капитал минимального хеджа
при заданной вероятности хеджирования.

Используемые обозначения: P{⋅} – вероятность
события; E{⋅} – математическое ожидание; N{a;b} –
плотность нормального распределения с параметра!
ми a и b; I[A] – индикаторная функция события A;
интеграл без указания пределов означает интегри!
рование на интервале R=(–∞,+∞); Ф–1(x) – функция,
обратная к функции распределения Лапласа

Постановка задачи
Рассмотрение задачи проводится на стохасти!

ческом базисе (Ω,F,F=(Ft)t>0,P) [2, 3]. На финансо!
вом рынке обращаются рисковые (акции) и безри!
сковые (банковский счет, государственные безри!
сковые облигации) активы, текущие цены кото!
рых St и Bt в течение интервала времени t∈[0,T]
определяются уравнениями

(3)

где Wt – стандартный винеровский процесс, S0>0,
μ∈R=(–∞,+∞), σ>0, B0>0, r>0, решения которых
имеют вид

(4)

Считаем, что текущее значение капитала инвесто!
ра Xt определяется в виде Xt=βtBt+γtSt, где πt=(βt,γt) –
пара Ft!измеримых процессов, составляющая порт!
фель ценных бумаг инвестора. Аналогично [2, 3]
предполагается, что за обладание акцией происходят
выплаты дивидендов в соответствии с процессом Dt со
скоростью δγtSt, пропорциональной рисковой части
капитала с коэффициентом 0≤δ<r, а именно:
dDt=δγtStdt. Тогда изменение капитала в задаче с ди!
видендами происходит в виде dXt=βtdBt+γtdSt+dDt.
Так как dXt=βtdBt+γtdSt+Btdβt+Stdγt, то
Btdβt+Stdγt=dDt, что является балансовым соотно!
шением, заменяющим условие самофинансируе!
мости Btdβt+Stdγt=0 в стандартной задаче [2–4].

Пусть фиксировано некоторое число ε, ε∈(0,1).
Рассматривается ситуация, когда инвестор согла!
шается принять на себя некоторый риск по испол!
нению платежного обязательства, а именно реша!
ется задача поиска наименьшего начального капи!
тала, необходимого для исполнения платежного
обязательства с вероятностью не меньшей
P(A)=1–ε [4], [17]. Необходимо определить капитал
Xt

call, сформировать соответствующий ему портфель
(хеджирующую стратегию) πt

call=(βt
call,γt

call) и на!
чальное значение капитала Xt

call=CT как стоимость
вторичной ценной бумаги – опциона, при которых
обеспечивается выполнение платежного обяза!
тельства

Предварительные результаты
Утверждение 1. Рассмотрим риск!нейтральную

(мартингальную) меру P*=Pμ–r+δ – меру, относитель!
но которой процесс S~t=St/Bt является мартингалом
и существование которой обеспечивает разреши!
мость задачи на неарбитражных стратегиях хе!
джирования (стратегиях, не допускающих получе!
ния прибыли без риска). Согласно [2–4] процесс
плотности мартингальной меры P* относительно
исходной меры P задается соотношением

(5),ì r ä ì r ä

t t t
d Z d

− + − +=Ñ Ñ

( ).call call

T T T
X f S=

2

0

0

( ) exp ,
2

exp{ }.

t t

t

S S t W

B B rt

σ
μ μ σ

⎧ ⎫⎛ ⎞
= − +⎨ ⎬⎜ ⎟⎝ ⎠⎩ ⎭

=

( ), ,
t t t t t

dS S dt dW dB rB dtμ σ= + =

21
( ) ( ) , ( ) exp .

22
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x y dy yϕ ϕ
π−∞
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где

(6)

Тогда относительно меры Pμ–r+δ вероятностные
свойства процесса S(μ,r,δ), определяемого уравнением

(7)

совпадают со свойствами процесса S(r,δ), опреде!
ляемого уравнением

(8)

относительно меры P, а капитал определяется ура!
внением dXt=rXtdt+σγtStdWt

μ–r+δ, где процесс

(9)

является (согласно теореме Гирсанова) винеров!
ским относительно меры Pμ–r+δ=P*.

Доказательство приведено в [11].
Множество совершенного хеджирования. Со!

гласно теореме 6.1 из [4] оптимальная стратегия в
задаче квантильного хеджирования совпадает с со!
вершенным хеджем платежного обязательства
fT

call=fT
callIA, где множество успешного хеджирова!

ния имеет вид

(10)

С учетом (2), (4) и (5)–(10) имеем

(11)

Используя (3), (4) и (7)–(9), получаем

(12)

Множество успешного хеджирования (11) для рас!
сматриваемого опциона купли представимо в виде

(13)

Тогда, учитывая (12), (13)

(14)

Ввиду монотонного возрастания экспонен!
циальной функции (14) примет вид

(15)

Окончательно из (15) записываем выражение (16)

(16)

где P(A)=1–ε, 0<ε<1 – вероятность успешного хеджи!
рования. Определяемые уравнением (17) константы

(17)

удовлетворяют уравнению (16), но в явном виде не
находятся.

Основные результаты
Теорема 1. Пусть определены функции вида

(18)
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Тогда справедливая (рациональная) цена опциона
продажи в случае выплаты дивидендов в задаче кван!
тильного хеджирования выражается уравнением
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Доказательство: согласно [2–4]
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определим значение каждого слагаемого!интеграла,
тем самым показав следование (24) из (27)–(29).

(28)

1

1 0

1

1 0

1

1 0

1

( , )

( , )

2

( , )

2

0 1

( 2 ) {}

( 2 ) {}

( 2 ) {}
2

exp
1

2

exp
2

T

T

T

b T

rT

T

y S T

rT

b T rT
rT

y S T

b T

y S T

C e dz

e dy

e
e dy

r r
y T T

r
T

S r T y T K

π

π

π
π

μ δ μ δ
σ σ

μ δ
σ

σ
δ σ

−

−∞

−

−∞

−
−

= ⋅ =

= ⋅ +

+ ⋅ = ×

− + − +⎧ ⎫⎛ ⎞− − −⎜ ⎟⎪ ⎪⎝ ⎠⎪ ⎪
× ×⎨ ⎬

− +⎛ ⎞⎪ ⎪− ⎜ ⎟⎪ ⎪⎝ ⎠⎩ ⎭

⎛ ⎞⎧ ⎫⎛ ⎞
× − − + − ×⎨ ⎬⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠⎩ ⎭

×

∫

∫

∫

∫

1

1 0

1

1 0

1

1 0

2

2

0
2

( , )

2

1

( , )

2

0

( , )

2

1

1
exp

2

2
exp

2

2

exp
22

( )
exp

22

exp
2

T

T

T

b TrT

y S T

b TrT

y S T

b TT

y S T

rT

r
y T dy

r T
e

S dy
y

y T

K e y
dy

S e y T
dy

K e y

δ

μ δ
σ

σ
δ

π
σ

π

σ

π

π

−

−

−

−

⎧ ⎫− +⎪ ⎪⎛ ⎞− − =⎨ ⎬⎜ ⎟⎝ ⎠⎪ ⎪⎩ ⎭

⎧ ⎫⎛ ⎞
− − +⎪ ⎪⎜ ⎟⎝ ⎠⎪ ⎪

= −⎨ ⎬
⎪ ⎪+ −⎪ ⎪⎩ ⎭

⎧ ⎫
− − =⎨ ⎬

⎩ ⎭

⎧ ⎫−⎪ ⎪
= − −⎨ ⎬

⎪ ⎪⎩ ⎭

− −

∫

∫

∫
1

1 0( , )

0 1 1 0

1 1 1 0

2

[ ( ) ( ( , ))]

[ ( ) ( ( , ))].

T
b T

y S T

T T

rT T

dy

S e b T y S T

K e b T y S T

δ−

−

⎧ ⎫
=⎨ ⎬

⎩ ⎭

= Φ − Φ −

− Φ − Φ

∫
� �

2

0 1 2

2

0 1

exp ,
2

exp ,
2

S r T T y K K

S r T T y K

σ
δ σ

σ
δ σ

⎧ ⎫⎛ ⎞
− − + > +⎨ ⎬⎜ ⎟⎝ ⎠⎩ ⎭

⎧ ⎫⎛ ⎞
− − + >⎨ ⎬⎜ ⎟⎝ ⎠⎩ ⎭

2

0 1 2

0 1

0 1 0 1 2

2 0 1 2

2min exp ,

0,   åñëè  exp{} 0,

exp{} ,   åñëè  0 exp{} ,

,   åñëè  exp{} ,

r T
S K K

y T

S K

S K S K K

K S K K

σ
δ

σ

+⎧ ⎫⎛ ⎞⎧ ⎫⎛ ⎞⎪ ⎪− − +⎪ ⎪⎪ ⎪⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠ − =⎨ ⎨ ⎬ ⎬⎜ ⎟
⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎜ ⎟+⎝ ⎠⎩ ⎭⎪ ⎪⎩ ⎭

− ⋅ ≤⎧
⎪

= ⋅ − < ⋅ − <⎨
⎪ ⋅ − ≥⎩

( )

2

2

0

2

1

2

exp
12

2

min

2exp
,

exp .
2

rT
I

T

A

r
z T

e
C

r
T

r T
S

K
z T r T

K

z
I dz

μ δ
σ

μ δπ
σ

σ
δ

σ μ δ

∞−

−∞

+

− +⎧ ⎫− −⎪ ⎪⎪ ⎪
= ×⎨ ⎬

− +⎛ ⎞⎪ ⎪− ⎜ ⎟⎝ ⎠⎪ ⎪⎩ ⎭
× ×

⎧ ⎫⎛ ⎞⎧ ⎫⎛ ⎞⎪ ⎪− − +⎪ ⎪⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎪ ⎪−⎨ ⎬⎪ ⎪⎜ ⎟× ×⎨ ⎬⎪ ⎪⎜ ⎟+ + − +⎪ ⎪⎩ ⎭⎜ ⎟
⎪ ⎪⎜ ⎟−⎝ ⎠⎪ ⎪⎩ ⎭

⎧ ⎫
× −⎨ ⎬

⎩ ⎭

∫

}

2

2

0 1 2

exp
1

2

min exp ,
2

( ) .

I rT

T

A

r
x

C e
r

T

S T x K K

I x dx

μ δ
σ

μ δ
σ

σ
μ σ

ϕ

∞
−

−∞

+

− +⎧ ⎫⎛ ⎞− −⎜ ⎟⎪ ⎪⎝ ⎠⎪ ⎪
= ×⎨ ⎬

− +⎛ ⎞⎪ ⎪− ⎜ ⎟⎪ ⎪⎝ ⎠⎩ ⎭

⎧ ⎫⎛ ⎞⎧⎛ ⎞⎪ ⎪
× − + − ×⎨ ⎨ ⎬⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠⎩⎪ ⎪⎩ ⎭

× ⋅

∫

*{ },rT call

T T A
C e E f I

−=

0 2 0 1 0

1 2 0 1 0

2 2 0

[ ( ( , )) ( ( , ))]

[ ( ( , )) ( ( , ))]

( ( , )).

II T

T

rT

rT

C S e y T S y T S

K e y T S y T S

K e y T S

δ−

−

−

= Φ − Φ −

− Φ − Φ +

+ Φ −

� �

0 1 1 0

1 1 1 0

2 2

[ ( ) ( ( , ))]

[ ( ) ( ( , ))]

( ),

I T T

T

rT T

rT T

C S e b T y T S

K e b T y T S

K e b T

δ−

−

−

= Φ − Φ −

− Φ − Φ +

+ Φ −

� �

max{ , },I II

T T T
C C C=

1 1

2 2

( ) ,

( ) .

T T

T T

b T b T T

b T b T T

σ

σ

⎧ = −⎪
⎨

= −⎪⎩

�

�

2

1
1 0

0

1
( , ) ln ,

2

K
y T S r T

ST

σ
δ

σ

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= − − +⎢ ⎥⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎝ ⎠⎝ ⎠⎣ ⎦

�

2

1 2
2 0

0

1
( , ) ln ,

2

K K
y T S r T

ST

σ
δ

σ

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞+
= − − +⎢ ⎥⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎝ ⎠⎝ ⎠⎣ ⎦

�

Известия Томского политехнического университета. 2014. Т. 324. № 2

14



(29)

Аналогичные рассуждения и процедура преоб!
разования приводят к (25), когда (b1

T/√
–
T)=

=y2(T,S0)=(b1
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T), что видно из (30)
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мальную из потенциальных стоимостей (24), (25).

Теорема 2. В случае квантильного хеджирова!
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Доказательство: согласно [2–4] имеем

(39)

(40)

Формулы (31)–(33), (39) получаем из (24)–(26) с
соответствующими заменами T→(T–t), S0→St.

Учитывая справедливые для функции Лапласа
равенства

2( ( )) 1 ( ) ( )
exp ,

22

s s s

s s

ϕ ϕ ϕ

π

⎧ ⎫∂Φ ∂
= −⎨ ⎬

∂ ∂⎩ ⎭

( )
, .

t

call call call
call callt t t t
t s S t

t

X s X S

s B

γ
γ β=

∂ −
= =

∂

( ){ },call r T t call

t T A tX e f I S− −= *¯

( )

1

1 2

( )

2
2

[ ( ( , )) ( ( , ))]

( ( , )),

r T t
II

t

t

t t

r T t

t

t

K e

B

y T t S y T t S

K e
y T t S

B

β
− −

− −

= ×

× Φ − − Φ − +

+ Φ − −

( )

2 2

( )

1 1
1( ( , )) ,

r T t T t
I

t

t

r T t T t

t

t

K e b

B T t

K e b
y T t S

B T t

β
− − −

− − −

⎛ ⎞
= Φ − −⎜ ⎟⎝ ⎠−

⎡ ⎤⎛ ⎞
− Φ − Φ −⎢ ⎥⎜ ⎟⎝ ⎠−⎣ ⎦

( )

2 1
[ ( ( , )) ( ( , ))],II T t

t t t
e y T t S y T t S

δγ − −= Φ − − Φ −� �

( )

1 1
[ ( ) ( ( , ))],I T t T t

t t
e b T t y T t Sδγ − − −= Φ − − Φ −� �

call

t

call

t

( , )

( , ),     åñëè  X ,

( , ),    åñëè X ,

call call call

t t t

I I I I

t t t t

II II II II

t t t t

X

X

π β γ

π β γ

π β γ

= =

⎧ = =
= ⎨

= =⎩

( )

2 1

( )

1 2 1

( )

2 2

[ ( ( , )) ( ( , ))]

[ ( ( , )) ( ( , ))]

( ( , )),

II T t

t t

t t

r T t

t t

r T t

t

X S e

y T t S y T t S

K e y T t S y T t S

K e y T t S

δ− −

− −

− −

= ×

× Φ − − Φ − −

− Φ − − Φ − +

+ Φ − −

� �

( )

1 1

( )

1 1 1

( )

2 2

[ ( ) ( ( , ))]

[ ( ) ( ( , ))]

( ),

I T t T t

t t t

r T t T t

t

r T t T t

X S e b T t y T t S

K e b T t y T t S

K e b T t

δ− − −

− − −

− − −

= Φ − − Φ − −

− Φ − − Φ − +

+ Φ − −

� �

T

T

,    åñëè  C ,

,    åñëè  C ,

I I

call t T

t II II

t T

X C
X

X C

⎧ =
= ⎨

=⎩

2 0

2 0

1 0 2 0

1 0 2 0

1 0

( , )

( , )

( , ) ( , )

( , ) ( , )

2

(

{} {}
2

{} {} {}
2

2

exp
1

2

y S TrT
II

T

y S T

y S T y S TrT

y S T y S T

rT

y S

e
C dy dy

e
dy dy dy

e

r r
y T

r
T T

π

π

π

μ δ μ δ
σ σ

μ δ
σ

+∞−

−∞

+∞−

−∞

−

⎛ ⎞
= ⋅ + ⋅ =⎜ ⎟

⎝ ⎠

⎛ ⎞
= ⋅ + ⋅ + ⋅ =⎜ ⎟

⎝ ⎠

= ×

− + − +⎧ ⎫⎛ ⎞− − ×⎜ ⎟⎪ ⎪⎝ ⎠
⎪ ⎪

× ⎨ ⎬⎛ ⎞− +⎛ ⎞⎪ ⎪× − ⎜ ⎟⎜ ⎟⎪ ⎪⎝ ⎠⎝ ⎠⎩ ⎭

∫ ∫

∫ ∫ ∫

2 0

2 0

( , )

, )

2

0 1

2

2

2

( , )

2 2 0

0 2 0 1 0

1 2 0

exp
2

1
exp

2

exp
22

( ( , ))

[ ( ( , )) ( ( , ))]

[ ( ( , ))

y S T

T

rT

y S T

rT

T

rT

S r T y T K

r
y T dy

K e y
dy

K e y S T

S e y S T y S T

K e y S T

δ

σ
δ σ

μ δ
σ

π

+∞−

−

−

−

×

⎛ ⎞⎧ ⎫⎛ ⎞
× − − + − ×⎨ ⎬⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠⎩ ⎭

⎧ ⎫− +⎪ ⎪⎛ ⎞× − − +⎨ ⎬⎜ ⎟⎝ ⎠⎪ ⎪⎩ ⎭

⎧ ⎫
+ − =⎨ ⎬

⎩ ⎭

= Φ − +

+ Φ − Φ −

− Φ −

∫

∫

� �

1 0( ( , ))].y S TΦ

2

2

2

2

2

2

2

2

2 2
2

{}
2

exp
2

1

2

1
exp

2

exp .
22

T

T

T

rT

T

b T

rT

b T

rT T
rT

b T

e
C dz

e

r r
y T T

r
T

r
K y T dy

K e y b
dy K e

T

π

π

μ δ μ δ
σ σ

μ δ
σ

μ δ
σ

π

+∞−

+∞−

+∞−
−

= ⋅ =

= ×

− + − +⎧ ⎫⎛ ⎞− − −⎜ ⎟⎪ ⎪⎝ ⎠⎪ ⎪
× ⎨ ⎬⎛ ⎞− +⎛ ⎞⎪ ⎪− ⎜ ⎟⎜ ⎟⎪ ⎪⎝ ⎠⎝ ⎠⎩ ⎭

⎧ ⎫− +⎪ ⎪⎛ ⎞× − − =⎨ ⎬⎜ ⎟⎝ ⎠⎪ ⎪⎩ ⎭

⎧ ⎫ ⎛ ⎞
= − = Φ −⎨ ⎬ ⎜ ⎟⎝ ⎠⎩ ⎭

∫

∫

∫

Математика и механика. Физика

15



а также вид функций y2(T–t,St), y1(T–t,St),
y~2(T–t,St), y~2(T–t,St), имеем

или в общем виде

(41)

(42)

(43)

(44)

(45)

где k={1:2}.
Согласно (31)–(33), (40) и с учетом (41)–(45)

приходим к (34)–(36). Используя (34)–(36) в (40),
получаем (37), (38).

Замечание 1. Теоремы 1, 2 отражают точное ре!
шение задачи квантильного хеджирования опцио!
на купли при условии выплаты дивидендов по ри!
сковому активу.

Свойства решения
Утверждение 2. Решение задачи для Европей!

ского опциона купли с ограничением выплат и ди!
видендами по акции в условиях совершенного хе!
джирования определяется уравнениями

(46)

(47)

(48)

(49)

(50)

(51)

(52)

(53)

Данные уравнения представляют собой обобще!
ния соответствующих уравнений, описанных в
[18–20]

Следствие 1. Если ε=0, формулы (23)–(25),
(31)–(38) переходят в формулы (46)–(53). Это под!
тверждает переход несовершенного хеджирования
в совершенное.

Доказательство: если ε=0, вероятность успеш!
ного хеджирования P(A)=1–ε=1, то есть перехо!
дим к совершенному виду хеджирования. Так как
Ф(x)+Ф(–x)=1, а константы из уравнений (16), (17)
удовлетворяют равенству (54) при ε=0

(54)

тогда получаем X
~

0
call=limXt

call, γ~t
call=limγt

call,
β~t

call=limβt
call.Таким образом, пришли к (48)–(53).

Если C~T=X~0
call, то (46), (47) следует из (52), (53).

Представляют интерес зависимости стоимости
опциона от параметров S0, K1, K2, определяющих
начальную цену рискового актива, страйковую це!
ну и величину, ограничивающую выплаты по оп!
циону. Эти зависимости характеризуются величи!
нами CT

S0=∂CT/∂S0, CT
K1=∂CT/∂K1, CT

K2=∂CT/∂K2, на!
зываемыми коэффициентами чувствительности
стоимости опциона продажи к соответствующему
параметру.
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Утверждение 3. Коэффициенты чувствительно!
сти CT

S0, CT
K1, CT

K2 задаются формулами

(55)

(56)

(57)

Доказательство формул (55)–(57) следует из
определения CT

S0, CT
K1, CT

K2 с учетом (23)–(25).

Выводы
Аналитические и графические исследования

коэффициентов чувствительности CT
S0, CT

K1, CT
K2 по!

казали, что CT
S0>0, CT

K1<0, CT
K2>0. В данном случае

рациональная стоимость Европейского опциона
купли с ограничением выплат по опциону в усло!

виях квантильного хеджирования является возра!
стающей функцией начальной стоимости рисково!
го актива (акции) S0 и величины K2, ограничива!
ющей выплаты по опциону, и убывающей функци!
ей цены исполнения опциона (страйковой цены)
K1. Экономическая интерпретация этих свойств
заключается в следующем. Увеличение начальной
цены S0 приводит к увеличению в среднем спото!
вой цены ST. Это повышает вероятность того, что
ST превзойдет K1, т. е. вероятность предъявления
опциона к исполнению увеличивается. В данной
ситуации риск держателя опциона уменьшается,
за что следует платить больше. Увеличение страй!
ка K1 приводит к повышению вероятности того,
что ST не превзойдет K1. Таким образом, риск для
покупателя опциона возрастает, а за возраста!
ющий риск следует платить меньше. Увеличение
цены опциона продажи при возрастании K2 объяс!
няется увеличением потенциального дохода поку!
пателя опциона.

Основные результаты работы при решении за!
дачи методами квантильного хеджирования:
1. Найдена формула справедливой стоимости Ев!

ропейского опциона купли с ограничением вы!
плат по опциону.

2. Найдены формулы, определяющие оптималь!
ный портфель ценных бумаг и отвечающий это!
му портфелю капитал.

3. Рассмотрен предельный случай перехода кван!
тильного хеджирования в совершенное.

4. Исследованы некоторые свойства цены опцио!
на, отражающие зависимость стоимости опцио!
на от начальной цены акции, оговоренной при
заключении контракта цены исполнения и
ограничивающей выплаты величины.
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The urgency of the discussed issue is caused by the need to provide mathematical tools allowing financial market agent to analyze and
to forecast the economic processes. At the present time derivatives, including options, demonstrate a success of options trading to make
a profit and hedg the risks associated with risk assets.
The main aim of the study: to represent options classification as secondary securities, to justify the choice for exotic options, indicat�
ing advantages; to find the optimal price, a size of the capital needed for investment and optimal hedging strategy for the option under
consideration; to formulate and to give economic interpretation of the solution properties. To test the method used for investigation hav�
ing considered a limiting case.
The methods used in the study: in diffusion financial market it is necessary to use stochastic methods for option pricing as stochastic
model of financial mathematics.
The results: the authors solved the stated problem, founded formulas for right European call option price with payment limitation and
formulas defining optimal securities portfolio and capital meeting this portfolio. The limit case of transition from quantile hedging to
superhedging is considered. The authors studied the coefficients of option price sensitivity to initial stock price and to defined strike price.
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Введение
В последнее время широко рассматриваются

пространства с размерностью нецелочисленных
порядков, которые формально будем называть
фракталами [1–3]. Кроме этого часто исследуются
различные процессы, проходящие во фракталах.

Адекватным математическим аппаратом для
описания фракталов и процессов в них считается
дробный анализ. В дробном анализе обобщается
понятие производных и интегралов на случай лю!
бых конечных вещественных или комплексных
порядков [4–15]. В этом случае будем говорить о
дробном интегродифференцировании.

При построении математических моделей для
пространств постоянной дробной размерности α

необходимо вводить производные и интегралы по!
рядка α.

Фракталы всегда находятся в пространствах
целочисленных порядков, например в евклидо!
вых пространствах. В этом случае будем гово!
рить, что фрактал погружен в пространство це�
лочисленной размерности. В рассматриваемом
случае речь идёт об одномерном евклидовом про!
странстве, в которое погружен фрактал размерно!
сти 0≤α≤1.

Математические модели процессов, которые
проходят во фракталах, т. е. в пространствах с не!
целочисленной размерностью, формулируются с
использованием дробного интегродифференциро!
вания. Но рассматривать эти процессы удобней не
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Результаты: для согласования физических размерностей в пространствах с нецелочисленной и целочисленной размерностями
вводятся коэффициенты выравнивания размерности. Для согласования изменения линейных размеров фракталов при перехо�
дах в пространства с целым числом измерений необходимо вводить коэффициенты, которые были названы масштабными ко�
эффициентами. Приводятся важные частные случаи масштабных коэффициентов.

Ключевые слова:
d�оператор, коэффициент выравнивания физической размерности, корректирующие функции, эффективная плотность фрак�
тала, сопряжённый фрактал, правило сохранения размерности, масштабный коэффициент фрактала.



во фракталах, а в пространствах с целочисленной
размерностью, что более привычно и более удобно.

Поэтому, чтобы рассматривать фрактальные
процессы в евклидовых пространствах, необходи!
мо преобразовывать сформулированные математи!
ческие модели из пространств с нецелочисленной
размерностью в пространства целочисленной раз!
мерности, т. е. в евклидовы пространства.

Такие преобразования сводятся к необходимо!
сти менять физическую размерность степенных
функций, с помощью которых задаются физиче!
ские величины на фракталах, а также преобразо!
вывать коэффициенты, получаемые при дробном
интегродифференцировании.

Это приводит к необходимости соответствующим
образом менять физическую размерность степенных
функций, заданных на фракталах, при их преобразо!
ваниях в пространства целочисленных размерно!
стей, а также преобразовывать коэффициенты, полу!
чаемые при дробном интегродифференцировании.

Работа посвящена рассмотрению данных пре!
образований.

Выравнивание физической размерности
При дробном интегродифференцировании ве!

щественного порядка α степенной функции xβ с по!
мощью d!оператора получим для разных случаев
показателя степени степенной функции [16]

Знаки, стоящие перед порядками интегродиф!
ференцирования α, определяют тип операции.
Если знак положительный, то это соответствует
операции дробного интегрирования, а если знак
минус, то операции дробного дифференцирования;
μ – коэффициент интегродифференцирования, ко!
торый имеет разное значения для разных сочета!
ний порядка и показателя степенной функции;
C±α(x) – полиномы интегродифференцирования.

Коэффициент интегродифференцирования будет

когда одновременно не выполняются условия

Если эти условия одновременно выполняются,
тогда для β=–m=–1,–2,–3,… коэффициенты будут

Если при интегрировании выполняются лога!
рифмические случаи, β≠–α; α>0, то интеграл будет

Здесь lnα(x) – логарифм порядка α.
При дробном интегродифференцировании

степенных функций во всех случаях с помощью
d!оператора меняется их физическая размер!
ность.

У физической величина x в этом случае меняет!
ся физическая размерность [xβ]=Xβ на размерность
[xβ±α]=Xβ±α. Здесь X – физическая размерность ве!
личины x. Например, если переменная x, является
пространственной переменной, то её физическая
размерность будет иметь размерность длины, т. е.
[x]=L. Если переменная x временная переменная,
то у неё будет физическая размерность времени,
или [x]=T [17].

Изменение физической размерности Δ±α[x] при
дробном интегродифференцировании порядка α
по переменной x запишем

Здесь знак «+» соответствует изменению физи!
ческой размерности при дробном интегрировании
порядка α, а знак «–» – при дробном дифференци!
ровании порядка α.

При использовании дробного анализа необхо!
димо результаты привести в пространство какой!
либо одной размерности. Одними из самых удоб!
ных и привычных для таких преобразований про!
странств будут евклидовы пространства с тополо!
гическими размерностями 1, 2 и 3.

В классическом анализе изменение физической
размерности при интегродифференцировании будет

Если в уравнении стоят разные порядки инте!
гродифференцирования, то между слагаемыми бу!
дут меняться физические размерности и операции
сложения и вычитания, а также отношения срав!
нения (равенства, больше и меньше) теряют
смысл. Поэтому если у разных слагаемых в диффе!
ренциальном уравнении стоят производные раз!
ных порядков, то после интегродифференцирова!
ния в этих случаях необходимо вводить коэффици�
енты выравнивания физических размерностей.
Для этого необходимо скорректировать размер!
ность так, чтобы у всех слагаемых после интегро!
дифференцирования была одна физическая раз!
мерность.

В общем случае слагаемые можно подгонять к
разным физическим размерностям, например к
любым размерностям дробных порядков, но удоб!
ней приводить размерность к целочисленному по!
рядку 1. Это более привычно для восприятия и
дальнейшей работы с полученными результатами.

Чтобы удовлетворять указанным условиям, по!
лучаемые при интегродифференцирование поряд!
ка α степенные функции необходимо умножать на
степенную функцию с показателем 1–α

Здесь знак «+» перед скобками в показателе
степени соответствует изменению физической раз!
мерности при дробном интегрировании порядка α,
а знак «–» – при дробном дифференцировании по!
рядка α.

Функции x±(1–α) назовём корректирующими функ�
циями, размерности которых будут [x±(1–α)]=X±(1–α).
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Корректирующие функции задаются на множе!
стве точек сопряжённого фрактала.

При умножении степенной функции, получаю!
щейся после дробного интегродифференцирования
порядка α на соответствующую корректирующую
функцию, тогда получим размерности, соответ!
ствующие операциям интегродифференцирования
в классическом анализе

Объединив эти два соотношения, получим

Физический смысл умножения на корректи!
рующую функцию заключается в том, что дробное
интегродифференцирование основано на мере d±αx,
которая учитывает приращение только на множе!
стве точек фрактала xα, который является про!
странством дробной размерности α. Точки сопря!
женного пространства x1–α размерности 1–α в дан!
ном случае игнорируются. В то время как перемен!
ная x является объединением множества точек
фрактала и точек сопряжённого пространства. Ум!
ножение на корректирующую функцию учитывает
распространение переменных до всего одномерно!
го пространства x. Фрактал xα и сопряжённый
фрактал x1–α образуют пространство x, в котором
оба фрактала находятся

Для частного случая интегрирования порядка
α степенных функций с показателем –α получае!
мая физическая размерность будет иметь размер!
ность числа

Здесь lnα(x) – натуральный логарифм порядка α.
Другими словами, для размерности в этом слу!

чае получим

Многие другие, не степенные функции f(x), то!
же могут иметь физическую размерность числа,
т. е. [f(x)]=X0.

Особенности гомогенных фракталов
Предположим, что в одномерном пространстве,

описываемом переменной x, находится фрактал
размерности α, или x, 0≤α≤1. Если размерность
фрактала постоянна α=const, то такой фрактал на!
зывается гомогенным. Данный фрактал занимает
некоторое множество точек, принадлежащих оси
x, которая будет составлять долю αx, которую бу!
дем называть эффективной плотностью фракта�
ла. Остальные точки оси x буду принадлежать со�
пряжённому фракталу или нескольким фракта!
лам. Для простоты будем считать, что сопряжён!
ный фрактал один, тогда точки фракталов на оси x
будут находиться в соотношении [18]

Здесь x1–α – сопряженный фрактал, точки кото!
рого, как и точки фрактала xα, лежат оси x.

Дробные размерности фрактала и сопряжённо!
го фрактала будут

Здесь dimϕ(…) – дробная (фрактальная) размер!
ность фракталов, или размерность Хаусдорфа–Бе!
зиковича [1–3] рассматриваемых объектов.

Для фрактала и сопряжённого фрактала пред!
полагается справедливым правило сохранения раз�
мерности

Эффективная плотность сопряжённого фракта!
ла будет (1–α)x.

Эффективная плотность переменной x, фракта!
ла и сопряженного фрактала находятся в соотно!
шении, в силу правила сохранения размерности

Эффективная плотность переменной x совпада!
ет с самой переменной x.

Физическая размерность фрактала и сопря!
женного фрактала будет

Для физических размерностей будет справедливо

Здесь X – физическая размерность величины x,
которая зависит от физической природы перемен!
ной x.

Дифференциал по переменной x можно запи!
сать как сумму дифференциалов по фракталу и по
сопряжённому фракталу порядков α и 1–α

Дифференциалы по фракталу и по сопряжённо!
му фракталу можно выразить через дробные диф!
ференциалы порядков α и 1–α

Переходя от дифференциалов по точкам фрак!
тала и сопряжённого фрактала dxα и dx1–α к дроб!
ным дифференциалам dαx и d1–αx по точкам всего
пространства x, дифференциал dx можно записать
как сумму дифференциалов по фракталу и сопря!
жённому фракталу

Здесь A и B – некоторые коэффициенты, обеспе!
чивающие сохранение эффективной толщины и
физической размерности фрактала и сопряжённо!
го фрактала. Функции x1–α и xα являются коррек�
тирующими функциями.

Данное выражение дифференциала обобщает
выражение для случая рассмотрения фракталов
для раздельных потоков [19].

Заметим, что физические размерности всех
слагаемых будут
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Дробные размерности всех слагаемых будут

Масштабный коэффициент при дробном 
интегрировании константы вдоль фрактала
Проинтегрируем с помощью d!оператора

[14, 20] константу 1 вдоль оси x, которую разобьём
на фрактал и на сопряжённый ему фрактал, что
можно записать

В эквивалентной записи данный оператор инте!
грирования можно переписать

После интегрирования случая, когда подынте!
гральная функция равна 1, получим

Приравняв к нулю полиномы интегрирования
C=C1–α(x)=Cα(x)=0, которые дают неопределён!
ность, получим равенство

Тогда легко найти коэффициенты A и B исходя
из соотношения для эффективных толщин фракта!
ла и сопряжённого фрактала

Тогда получим коэффициенты

которые будем называть соответственно масштаб�
ным коэффициентом фрактала и масштабным
коэффициентом сопряжённого фрактала.

Окончательно получим для разложения диффе!
ренциала в соответствии с d!оператором

Для частных случаев α=1 и α=0 получим тож!
дественные равенства dx=dx.

После интегрирования будут выполняться со!
отношения

Здесь, исходя из полученных результатов,
можно ввести геометрические преобразования
«сжатия» фрактала и сопряжённого фрактала
вдоль оси x до «предельной» плотности

Для общего случая преобразований степенной
зависимости фракталов будут справедливы соотно!
шения

Здесь g(y) – некоторая функция, зависящая от
некоторой переменной y и не зависящая от пере!
менной x.

Масштабный коэффициент при дробном 
дифференцировании на фракталах
Найдём аналогичный коэффициент при дроб!

ном дифференцировании. Для этого найдём произ!
водную переменной x по той же переменной x, ко!
торую можно записать как сумму производных
фракталу xα и сопряжённого фрактала x1–α по пере!
менной x

Здесь M и N – некоторые коэффициенты, обес!
печивающие сохранение эффективной толщины
фрактала и сопряжённого фрактала.

Найдём коэффициенты, исходя из условия вы!
полнения равенства

Кроме этого необходимо учитывать условие для
эффективных толщин фрактала и его сопряжённо!
го фрактала

После дробного дифференцирования слага!
емых получим

Приравняв к нулю полиномы интегрирования
C–α(x)=C–1+α(x)=0, получим равенство

Найдём неопределённые коэффициенты M и N

Полиномы интегрирования после данных пре!
образований будут
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Здесь xα–1 и x–α – корректирующие функции, а
Г(2–α) и Г(1+α) – масштабные коэффициенты при
дробном дифференцировании по переменной x.

В результате производная по фракталу и сопря!
жённому фракталу будет

Для предельных значений α=1 и α=0 получим 

тождественные равенства

Физические размерности первого и второго сла!
гаемого будут равны

Дробные размерности этих слагаемых будут
равны нулю

Заключение
Получены коэффициенты выравнивания фи!

зической размерности и масштабные коэффици!
енты, которые необходимо вводить при перехо!
дах из пространств с нецелочисленными размер!
ностями в пространства с целочисленными раз!
мерностями. Полученные масштабные коэффи!
циенты являются важными частными случаями,
но не являются общими. В дальнейшем предпо!
лагается получить более общие масштабные ко!
эффициенты.
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The urgency of the work is conditioned by a need to transform mathematical models defined in spaces of non�integral dimensions into
spaces with integral dimension.
The purpose of the work is to find out the transformations of sedate functions given on fractals under their fractional integration and
fractional differentiation (fractional integrodifferentiation), in spaces of non�integral dimension with the following transformations of
sedate functions into integral dimension spaces. Owing to changes in physical dimension and in fractal linear sizes under fractional inte�
grodifferentiation the changes should be corrected for their further consideration in spaces with integer number of measurements.
The methods of the study: mathematical transformations based on local d�operator of fractional differentiation and fractional inte�
gration, acting in sedate function space.
The results: The paper introduces the factors of dimension adjustment to co�ordinate physical dimension in spaces with non�integral
and integral dimensions. For co�ordination of changes in fractal linear sizes when turning into spaces with integer number of measure�
ments it is necessary to enter the factors called the scale factors. The paper introduces the important quotient events of scale factor.

Key words:
d�operator, efficient density of the fractal, associate fractal, rule of the conservation to dimensionality, scale factor of the fractal, ef�
ficient density of the fractal, associate fractal, rule of the conservation to dimensionality, scale factor of the fractal.



Несмотря на широкое применение задач пара!
метрического программирования в науке и техни!
ке, методы их решения немногочисленны. Основ!
ной подход заключается в применении модифици!
рованного симплекс метода и решении систем не!
равенств, что, во�первых, усложняет автоматиза!
цию вычислительных процедур, во�вторых, позво!
ляет решить лишь задачи с параметрическими ко!
эффициентами в целевой функции и правых ча!
стях ограничений [1–4]. При параметрическом из!
менении коэффициентов ограничений, т. е. в тех
случаях, когда любой из векторов текущего базиса
имеет параметрическую составляющую, параме!
трическое исследование данным методом невоз!
можно [1].

В работах [5, 6] на основе симплекс и дифферен!
циальных преобразований рассмотрены методы
решения задач линейного программирования с па!
раметрическими коэффициентами целевой функ!
ции и правых частей ограничений, позволяющие
организовать простые итерационные вычисления
и исключающие решение систем неравенств. Обоб!
щая подход, примененный в [5, 6], в данной работе
на основе дифференциальных преобразований
Г.Е. Пухова [7–10] предложен эффективный метод
решения параметрических задач математического
программирования с параметрическими коэффи!
циентами ограничений.

Рассмотрим следующую задачу параметриче!
ского программирования:

(1)

(2)

где X=(x1,…xn)T – n!мерный вектор неизвестных
переменных, который удовлетворяет ограниче!
ниям (2), образующих множество допустимых ре!
шений задачи; b(t)=(b1(t),b2(t),...,bm(t))T и
C(t)=(c1(t),...,cn(t))T – параметрические векторы
свободных членов ограничений и коэффициентов
целевой функции соответственно; A(t)n×m=(aij(t)),
i=1...n, j=1...m – n×m!размерная матрица параме!
трических коэффициентов ограничений. Функ!
циональная зависимость от параметра t может
быть как линейной, так и нелинейной.

Используя симплекс!метод решения задач ли!
нейного программирования, выполним симплекс!
преобразования на основе составленных таблиц
[1, 3] согласно следующим выражениям:
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Актуальность работы обусловлена широким применением задач параметрического линейного программирования в науке, тех�
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Методы исследования: предложенный метод основан на дифференциальных преобразованиях Г.Е. Пухова и симплекс преоб�
разованиях решения задач линейного программирования. Используются дифференциально�падеевские восстанавливающие
соотношения.
Результаты: приведено решение модельного примера с параметрическими коэффициентами целевой функции и ограничений,
а также с параметрическими коэффициентами в правых частях ограничений нижеизложенным методом. Алгоритм практически
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(5)

(6)

(7)

где через i0, j0 и q обозначены ведущая строка, ве!
дущий столбец и номер итерации соответственно.

В вышеуказанных выражениях по отношению
к элементам с функциональными зависимостями
применим прямые дифференциальные преобразо!
вания [7–10], например дифференциально!падеев!
ские преобразования [7]:

–.–

–.–  (8)

где X(K) – изображение оригинала x(t); H – мас!
штабный коэффициент; tυ – центр аппроксимации;
τ=tH–1 – аргумент относительности и ρ(τ) остаточ!
ный член, который в частном случае может быть
равным 0.

Учитывая некоторые выражения алгебры диф!
ференциальных (Д!) преобразований, симплекс!
преобразования (3)–(7) переведем в область диффе!
ренциальных изображений.

Для (3), (4) изображения вычисляются соглас!
но (9)–(15):

(9)

(10)

(11)

(12)

Для выражений (10)–(12) имеем:

(13)

(14)

(15)

Соответственно, (5), (6) в области изображений
имеют следующий вид:

(16)

(17)

(18)

(19)

(20)

(21)

Для (7) дискреты вычисляются согласно
(22)–(26):

(22)

(23)

(24)

(25)

(26)

Если среди нулевых дискрет вектора симплекс
разностей есть отрицательные значения, то соглас!
но условию оптимальности симплекс!метода вы!
полняется следующая итерация и базисной стано!
вится переменная, соответствующая наибольшей
по абсолютной величине нулевой дискреты векто!
ра Δ(t). Если вектор Δ(0) не содержит отрицатель!
ных элементов, то в точке t=tυ оптимальное реше!
ние найдено. Далее на основе вычисленных дис!
крет восстанавливаются оригиналы для центра ап!
проксимации tυ по обратному дифференциально!
падеевскому (ДП)!преобразованию (8). Согласно
условиям оптимальности и допустимости опреде!
ляется интервал значений параметра t, для кото!
рых полученное при t=tυ решение остается опти!
мальным и допустимым. Положим, что эти значе!
ния заключены в интервале (0,t1). Это означает,
что при t, превышающих t1, решение будет неопти!
мальным и недопустимым. Следовательно, для
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t=t1 необходимо найти новое решение, которое бу!
дет оптимальным и допустимым в интервале (t1,t2).
Вышеуказанный процесс повторяется до нахожде!
ния значения t, для которого решения не суще!
ствует или предыдущее решение не изменяется.

Интервалы допустимости и оптимальности
определяются решением следующих задач матема!
тического программирования:

и

и

где Λj(t), j=1,…,n и βj(t), j=1,…,m – параметриче!
ские элементы вектора симплекс!разностей Δ(t),
соответствующие небазисным переменным, и па!
раметрические элементы вектора базисных пере!
менных Xb(t) соответственно. t–'(t–") – верхняя гра!
ница интервала оптимальности (допустимости),
т. е. наибольшее значение параметра t, при превы!
шении которого по крайней мере одно из условий
оптимальности (допустимости) нарушается; t–'(t–") –
нижняя граница интервала оптимальности (допу!
стимости), т. е. наименьшее значение параметра t,
при котором решение оптимально (допустимо):
1) если t–'<t–", то первым нарушается условие оп!

тимальности и в качестве новой точки аппрок!
симации выбирается t–=t–';

2) если t–"<t–', то первым нарушается условие до!
пустимости, следовательно, новый центр ап!
проксимации t–=t–".
Двойственная задача исходной задачи (1), (2)

имеет следующий вид:

(27)

(28)

Используя теоремы двойственности [1–4], из ре!
зультатов решения прямой задачи (1), (2) можно
получить решение двойственной задачи (27), (28):
значения двойственных переменных Y=(y1,y2,...,ym)
и целевой функции f *(X)=ϕ*(Y).

Рассмотрим следующую задачу параметриче!
ского математического программирования [1]

Задача в области Д!преобразований при
t=tυ=t0=0 и K=2 имеет следующий вид:

Выбрав в качестве ведущей строки i0=2 и веду!
щего столбца j0=3, вычислим A1(K) дискреты со!
гласно выражениям (9), (13)–(15):

Далее по (16)–(21) определяются дискреты ба!
зисных переменных:

Наконец, согласно выражениям (22)–(26) опре!
деляются дискреты вектора симплекс!разностей:

Выбрав в качестве ведущей строки i0=1 и веду!
щего столбца j0=2, определим дискреты A2(K):
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Далее, по (17)–(22) и (23)–(27) определяются
дискреты базисных переменных и симплекс!раз!
ностей:

По вычисленным дискретам восстанавливают!
ся оригиналы, согласно обратному ДП!преобразо!
ванию (8) при центре аппроксимации tυ=0 и мас!
штабном коэффициенте H=1:

Решение двойственной задачи:

Поскольку в точке tυ=0 нулевые дискреты век!
тора симплекс!разностей не содержат отрицатель!
ных элементов, то опримальное решение найдено и
необходимо определить множество значений пара!
метра t, при котором полученное решение остается
оптимальным и допустимым. Верхние границы
оптимальности и допустимости определяются ре!
шением следующих задач математического про!
граммирования:

и

Для следующего оптимального плана примем
t1=1 и выполним соответствующие итерации со!
гласно вышеизложенным выражениям:

Оригиналы:

Интервалы опримальности и допустимости
определяются решением следующих задач матема!
тического программирования:

и

Для 3!го интервала имеем:
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и 

Решение для t≥3,5596 интервала приведено
ниже:

и

Наконец, для t4>4,2857 имеем:

следовательно в интервале 4,2857≤t≤∞ задача не
имеет решения. Окончательное решение приведе!
но в таблице.

Выводы
Изложен эффективный алгоритм решения за!

дач линейного параметрического программирова!
ния с параметрическими коэффициентами ограни!
чений, основанный на дифференциальных преоб!
разованиях Г.Е. Пухова. Отметим также, что пред!
ложенный алгоритм практически может быть при!
менен к различным типам задач параметрического
программирования как с линейными зависимостя!
ми от параметра, так и с нелинейными.
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Таблица. Решение прямой задачи

t x1(t) x2(t) x3(t) z(t) 

0<t<1 0 5–t 30+t 7t2+143t+160

1<t<2,1238 0 0 30+t 5t2+155t+150

2,1238<t<3,5596 0

3,5596<t<4,2857 0

t>4,2857 Задача не имеет решений

3 220 679,5 381,5 15

1 3

t t t
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− + + +
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The relevance of the work is caused by the extensive use of parametric linear programming problems in science, engineering, economics
and the lack of effective methods to solve the researched class of problems.
The main aim of the study is to develop an efficient algorithm for solving linear programming problems with parametric changes in co�
efficients of goal function and constraints, right�hand sides of constraints as well.
The methods used in the study: the proposed method is based on G.E. Pukhov’s differential transforms and simplex transformations
for linear programming. Reverse transforms are performed by differential Pade restoring relations.
The results: The paper introduces the solution of modeling example with parametric changes in coefficients of goal function and con�
straints, right�hand sides of constraints by below described method. The algorithm can be practically applied to various types of para�
metric programming problems both with linear and non�linear dependence on the parameters.
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Введение
Как нам известно, многие задачи физики, тех!

ники и других наук приводятся к сингулярно воз!
мущенным уравнениям эллиптического типа.
Сингулярно возмущенные уравнения эллиптиче!
ского типа рассматривались многими авторами,
например в работах [1–10] и в цитируемых ими ра!
ботах. Впервые В. Вазов в работе [1] изучил асим!
птотику решения первой краевой задачи для про!
стейшего эллиптического уравнения внутри обла!
сти. Левинсон [2] в двумерном случае исследовал
асимптотику решения задачи Дирихле для общего
эллиптического уравнения второго порядка с ма!
лым параметром ε, вырождающейся при ε=0 в за!
дачу Коши для уравнения первого порядка с регу!
лярным полем характеристик. Им был построен
для этой цели пограничный слой вблизи соответ!
ствующей части границы. Предельный переход в
этой задаче с любым полем характеристик прове!
ден в работе С. Л. Каменомостской [8]. А.М. Ильин
в работе [10] рассматривал различные задачи, в
том числе бисингулярно возмущенные эллиптиче!
ские уравнения. А.М. Ильин, применяя метод сра!
щивания асимптотических разложений, построил
формальные асимптотические разложения (ФАР)
решений и привел их строгие обоснования. В дан!
ной работе для построения полного асимптотиче!
ского разложения мы используем аналог метода
погранфункций [11–13] (обобщение метода по!
гранфункций). Обобщенный метод пограничных
функций ранее применялся для сингулярно возму!
щенных обыкновенных дифференциальных ура!
внений с точками поворота. В работе [11] обобщен!
ным методом пограничных функций построена

асимптотика решения уравнения Лайтхилла пер!
вого порядка. В работе [12] построено асимптоти!
ческое разложение решения сингулярно возму!
щенных обыкновенных дифференциальных ура!
внений второго порядка с одной точкой поворота в
действительной оси. В работе [13] построено равно!
мерное асимптотическое разложение решения
сингулярно возмущенных обыкновенных диффе!
ренциальных уравнений второго порядка с двумя
точками поворота в действительной оси.

Постановка задачи
Рассмотрим задачу Дирихле для бисингулярно

возмущенного эллиптического уравнения
εΔu(x,y)–q(x)u(x,y)=f(x,y),(x,y)∈D={(x,y)| x2+y2<1}, (1)

u|Г =0, Г={(x,y)| x2+y2=1},                     (2)
где f(x,y)∈С(∞)(D

–
) – заданная функция.

I. Рассмотрим случай, когда q(x)=(1–x). В этом
случае уравнение имеет простую точку поворота в
точке (1,0). Для начала рассмотрим структуру вне!
шнего разложения решения задачи (1), (2), кото!
рое будем искать в виде:

(3)

после подстановки (3) в (1) и приравнивания коэф!
фициентов при одинаковых степенях ε получим
рекуррентную систему уравнений:

–(1–x)v~0(x,y)=f(x,y),
(1–x)v~k(x,y)=Δv~k–1(x,y), k∈N.

Отсюда определяются все v~k(x,y)∈C(∞)(D
–

\(1,y)):
v~0(x,y)= –f(x,y)/(1–x),

v~0(x,y)=Δv~k–1(x,y)/(1–x), k∈N, т. е.

0

( , ), 0,k

k

k

V v x yε ε
∞

=

= →∑ �
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АСИМПТОТИКА РЕШЕНИЯ БИСИНГУЛЯРНО ВОЗМУЩЕННОГО ЭЛЛИПТИЧЕСКОГО УРАВНЕНИЯ.
СЛУЧАЙ ОСОБОЙ ТОЧКИ НА ГРАНИЦЕ

Турсунов Дилмурат Абдиллажанович, 
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При математическом моделировании процессов конвективно�диффузионного переноса, химической кинетики и др. возникают
краевые задачи для уравнений эллиптического типа второго порядка с малым параметром при старших производных. Явное ре�
шение этих задач построить в общем случае не удается, поэтому используют разные асимптотические методы. Основополагаю�
щими в этом направлении являются работы А.Н. Тихонова, А.Б. Васильевой, С.А. Ломова, В.Б. Бутузова, Л.И. Люстерника,
М.И. Вишика, A.M. Ильина. В случае, когда соответствующее невозмущенное уравнение имеет негладкое решение, эти задачи,
по терминологии A.M. Ильина, называют бисингулярными. Ранее для построения асимптотики бисингулярно возмущенных за�
дач применялся метод сращивания, а метод пограничных функций не использовался напрямую. В работе предложена модифи�
кация метода пограничных функций, благодаря которой стало возможным построить асимптотику решения бисингулярно воз�
мущенного эллиптического уравнения. Целью исследования является развитие асимптотического метода пограничных функций
для бисингулярно возмущенных задач. Применяя обобщенный метод пограничных функций, построено асимптотическое раз�
ложение решения бисингулярно возмущенного эллиптического уравнения в случае, когда предельное уравнение имеет особен�
ность на граничных точках области. Задача рассматривается в круге.

Ключевые слова:
Асимптотика, бисингулярное возмущение, эллиптическое уравнение, особая точка, задача Дирихле, малый параметр, уравне�
ние Эйри, функции Эйри.



где Fk(x,y)∈С(∞)(D
–

), k∈N.
В граничной точке (1,0) все эти функции v~k(x,y)

имеют нарастающие особенности:

Построение ФАР решения. Решение задачи (1),
(2) ищем в виде:

u(х,у)=v0(х,у)+π0(η,φ)+w–2(τ,ξ)/μ–2+
+w–1(τ,ξ)/μ–1+w0(τ,ξ)+R(х,у),                   (4)

где η=(1–r)/λ, τ=(1–x)/μ2, ξ=y/μ, ε=λ2, ε=μ6,
x=rcosφ, y=rsinφ.

Подставляя (4) в (1) получим:
εΔv0–(1–х)v0+μ2Δτξ(w–2+μw–1+μ2w0)–τ(w–2+μw–1+μ2w0)+

+εΔηφπ0–(1– cos(φ)+ληcos(φ))π0+εΔR–(1–х)R=

=f(х,у)–H(y)+H(ξμ), (5)
где

Здесь мы ввели новую неизвестную функцию
Н(y), которую определяем ниже.

Из равенства (5) имеем:
–(1–х)v0=f(х,у)–H(y),

Отсюда
v0(x y)=–(f(x,y)–H(y))/(1–x),

и здесь мы определим функцию Н(y) так, чтобы
v0(x,y)∈C(∞)(D

–
). Пусть H(y)=f(1,y), тогда

Из равенства (5) для π0 получим задачу:

Отсюда

Для функций w–2(τ,ξ), w–1(τ,ξ), w0(τ,ξ) составим
следующие задачи:

(6)

(7)

(8)

где

Задачи (6)–(8) имеют следующие решения:

Асимптотику решений задачи (6)–(8) при τ→∞
ищем в виде

(9)

Подставляя (9) в (6), имеем:

Отсюда
a0(ξ)≡0, a1(ξ)=–Н0, a2(ξ)≡0, a3(ξ)≡0, a4(ξ)=2a1(ξ),... .

Следовательно,

Аналогично получим:

Оценка остаточного члена R(x,y). Для R(x,y)
получим следующую задачу:

εΔR–(1–х)R=О(μ3), RГ=0.
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Применяя принцип максимума [14], имеем:
|R |≤сμ в области D–.

Нами доказана следующая теорема
Теорема 1. Пусть f (x,y)∈C(∞)(D–), f(1,0)≠0, тогда

для решения задачи (1), (2) справедливо асимпто!
тическое разложение

u(х,у)=v0(х,у)+π0(η,φ)+w–2(τ,ξ)/μ–2+
+w–1(τ,ξ)/μ–1+w0(τ,ξ)+О (μ),

где η=(1–r)/λ, τ=(1–x)/μ2, ξ=y/μ, ε=λ2, ε=μ6,
x=rcosφ, y=rsinφ.

II. Пусть q (x)=(1–x2). В этом случае предель!
ное уравнение имеет особенность в двух гранич!
ных точках (–1,0) и (1,0).

Структура внешнего разложения примет вид:

где Fk(x,y)∈С(∞)(D–), k∈N.
Построение ФАР решения. Решение задачи (1),

(2) ищем в виде:
u(х,у)=v0(х,у)+π0(η,φ)+g–2(γ,ξ)/μ–2+
+g–1(γ,ξ)/μ–1+g0(γ,ξ)+w–2(τ,ξ)/μ–2+

+w–1(τ,ξ)/μ–1+w0(τ,ξ)+R(х,у),                 (10)
где η=(1–r)/λ, γ=(1+x)/μ2, τ=(1–x)/μ2, ξ=y/μ,
ε=λ2, ε=μ6, x=rcosφ, y=rsinφ; g(γ,ξ) – обобщенная
погранфункция в окрестности точки (–1,0), а
w(τ,ξ) – обобщенная погранфункция в окрестности
точки (1,0).

Подставляя (10) в (1), получим:
εΔv0–(1–х2)v0+μ2Δγξ(g–2+μg–1+μ2g0)–t1(g–2+μg–1+μ2g0)+

+μ2Δγξ(w–2+μw–1+μ2w0)–τ(w–1+μw1+μ2w0)+
+εΔγξπ0–(1– cos2(φ)+2ληcos2(φ)–λ2η2cos2(φ))π0+

+εΔR–(1–х2)R=f(х,у)–H(х,y)+H(х,у).        (11)
Как всегда мы здесь ввели новую функцию

Н(х,y), которую определим ниже.
Из равенства (11) имеем:

–(1–х2)v0=f(х,у)–H(х,y).
Тем самым

v0(x,y)=–(f(x,y)–H(х,y))/(1–x2).
Определим неизвестную функцию Н(х,y) так,

чтобы v0(x,y)∈C(∞)(D–). Пусть 
H(y)=(f(1,y)(1+х)+f(–1,y)(1–х))/2, 

тогда
v0(x,y)=–(f(x,y)–(f(1,y)(1+х)+f(–1, y)(1–х))/2)/(1–x2).

Из равенства (11) для π0 получим задачу:

решение которой имеет вид:

Для функции w–2(τ,ξ), w–1(τ,ξ), w0(τ,ξ), g–2(γ,ξ),
g–1(γ,ξ), g0(γ,ξ)) составляются аналогичные (6)–(8)
задачи.

При τ→∞, γ→∞, ξ→∞ имеем:
w–2=O(τ–1), w–1=O(ξτ–1), w0=O(ξτ–1),
g–2=O(γ–1), g–1=O(ξγ–1), g0=O(ξ2γ–1).

Оценка остаточного члена R(x,y). Для R(x,y)
получим следующую задачу:

εΔR–(1–х2) R=О(μ3), RГ=0.
Учитывая результат работы [13] и применяя

принцип максимума [14], имеем:
|R |≤сμ в области D–.
Нами доказана следующая теорема.
Теорема 2. Пусть q(x)=(1–x2), f(1,0)≠0,

f(–1,0)≠0, тогда для решения задачи (1), (2) спра!
ведливо асимптотическое разложение

u(х,у)=v0(х,у)+π0(η,φ)+g–2(γ,ξ)/μ–2+g–1(γ,ξ)/μ–1+
+g0(γ,ξ)+w–2(τ,ξ)/μ–2+w–1(τ,ξ)/μ–1+w0(τ,ξ)+O(μ),

где η=(1–r)/λ, γ=(1+x)/μ2, τ=(1–x)/μ2, ξ=y/μ,
ε=λ2, ε=μ6, x=rcosφ, y=rsinφ, g(γ,ξ), w(τ,ξ) – обоб!
щенные погранфункции, соответственно в окрест!
ности точек (–1,0) и (1,0).

Заключение
Обобщением метода пограничных функций по!

строены асимптотические разложения решения
задачи Дирихле для эллиптических уравнений
второго порядка в круге. Рассмотрены два случая:
1) особенность появляется в одной граничной точ!
ке; 2) особенность появляется на двух граничных
точках. Обобщенный метод пограничных функций
можно применять при построении асимптотичес!
ких разложений решения задачи Дирихле для би!
сингулярно возмущенных эллиптических уравне!
ний. Причем асимптотическое разложение пред!
ставляется в явном виде по дробным степеням ма!
лого параметра ε. Формальное асимптотическое
разложение обосновано применением принципа
максимума.
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ASYMPTOTIC SOLUTIONS OF THE BISINGULAR PERTURBED ELLIPTIC EQUATION. 
CASE OF A SINGULAR POINT ON THE BOUNDARY
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For mathematical modeling the convective�diffusive transport, chemical kinetics the boundary value problems occur for elliptic equations
of the second order with a small parameter in the highest derivatives. The explicit solution of these problems can be constructed in a ge�
neral case using different asymptotic methods. The fundamental work in this direction was done by A.N. Tikhonov, A.B. Vasilyeva,
S.A. Lomov, V.B. Butuzov, L.I. Lyustemik, M.I. Vishik, A.M. Ilin. When the corresponding unperturbed equation has a smooth solution
these problems are called bisingular in A.M. Ilin terminology. The method of matching was applied before to construct the asymptotic
of bisingularly perturbed problems, but the method of boundary functions was not used directly. The author has proposed to modify the
method of boundary functions that makes possible the construction of the asymptotic solutions of bisingularly perturbed elliptic equa�
tion. The aim of the study is to develop the asymptotic method of boundary functions for bisingularly perturbed equations. Applying the
generalized method of boundary functions, the author constructed the asymptotic expansion of the solution for bisingularly perturbed
elliptic equation in the case when the limit equation has a singularity at the boundary points of the region. The problem is considered in
the circle.
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1. Аналитический аппарат
1.1. Как и в [1–3] рассматривается m!мерное

аффинное пространство Qm и n!мерное эквипроек!
тивное пространство Pn, отнесенные к подвижному
аффинному реперу Q и подвижному эквипроектив!
ному реперу P с соответствующими деривацион!
ными формулами и структурными уравнениями:

(1)

(2)

Предполагается, что между пространствами су!
ществует дифференцируемое отображение

(3)

Дифференциальные уравнения этого отображе!
ния с учетом (1) и (2) запишутся в виде

(4)
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Актуальность работы вызвана необходимостью дополнительного изучения специального отображения V r
m, n ранга r<min (m, n)

аффинного Qm и проективного Pn пространств.
Цель работы. В предыдущих работах были рассмотрены отображения Vm, n, когда r<min (m, n) в случаях m=n, m<n, m>n. В дан�
ной работе рассматривается дифференцируемое отображение V r

m, n ранга r<min (m, n) аффинного пространства Qm и проектив�
ного пространства Pn.
Методы исследования. Основными методами исследования являются метод внешних форм Картана в локальной дифферен�
циальной геометрии и теоретико�групповой метод Г.Ф. Лаптева. Эти методы предполагают локальное изучение рассматривае�
мого объекта и использование функций класса C∝.
Результаты. Рассмотрено регулярное отображение ранга r аффинного и проективного пространств. Дана геометрическая харак�
теристика этого отображения. С отображением V r

m, n инвариантно ассоциируется отображение m�мерного пространства в много�
образие невырожденных нуль�пар. Доказано (геометрически и методом Кэлера) существование данного отображения. Изуче�
на аналитически и геометрически структура внутреннего фундаментального геометрического объекта.

Ключевые слова:
Дифференцируемые отображения, многомерные пространства и поверхности, геометрические объекты.



Двукратное продолжение [4] этой системы диффе!
ренциальных уравнений с учетом (1) и (2) приводят к
дифференциальным уравнениям, которым удовле!
творяют компоненты внутреннего фундаментального
геометрического объекта Г={Aa

i, Ai
ab} в смысле [5, 6]:

(5)

Заметим в соответствии с [2, (8)], что отображе!
ние (3) направление u=(B–,ε–a) ua∈Qm переводит в на!
правление x=Vm,nu=(A

–
0, A

–
i) xi, где

(6)

1.2. В соответствии с [5, 6] система величин Aa
i

удовлетворяет дифференциальным уравнениям (4)
и (5) и образует фундаментальный геометрический
объект {Aa

i} первого порядка отображения (3). Эта
система величин образует матрицу [Aa

i] (i=
⎯
1,n
⎯

;
a=

⎯
1,m

⎯
) размера n×m. Ранг r этой матрицы в общем

случае равен r=min(n,m).
Определение 1.1. Отображение V r

m,n: Qm→Pn на!
зывается регулярным отображением, если ранг r
матрицы [Aa

i] равен r<min (n, m). Если r<min(n,m),
то отображение называется отображением ранга r
и обозначается V r

m,n.
Заметим, что в статьях [1–3] изучались регу!

лярные отображения V m,n.
В данной статье изучаются отображения V r

m,n.
Поскольку ранг r матрицы [Aa

i] меньше
min(n,m), то она имеет хотя бы один ненулевой (ба!
зисный) минор порядка r. Для определенности та!
ким минором будем считать

(7)

Тогда на основании теоремы о базисном миноре
получаем, что в каждой точке B∈Qm имеют место
соотношения:

(8)

1.3. В каждой точке B∈Qm проводится такая ка!
нонизация аффинного Q и проективного P реперов,
при которой

(9)

Из дифференциальных уравнений (5) с учетом
(4), (8) и (9) получаются в каждой точке B∈Qm сле!
дующие дифференциальные уравнения:

(10)

С учетом (7) в каждой точке B∈Qm можно вве!
сти в рассмотрение величины Bi1

a1 по формулам

(11)

которые в силу (10) удовлетворяют дифферен!
циальным уравнениям:

(12)

Из (10)–(12) в точке B∈Qm имеют место следую!
щие дифференциальные уравнения:

(13)

где

(14)

Из (1) и (2) с учетом (9) и (13) замечаем, что ве!
личины (14) удовлетворяют дифференциальным
уравнениям

(15)

В соответствии с [7–10] дифференциальные
уравнения (13) и (15) свидетельствуют о существо!
вании в общем случае в точке B∈Qm канонизации
реперов Q и P типа (9).

В следующем разделе данной статьи будет дана
геометрическая интерпретация дифференцируе!
мого отображения V r

m,n: Qm→Pn в терминах канони!
зации реперов Q и P типа (9) в каждом из случаев
m=n, m<n и m>n.

2. Геометрическая характеристика отображения V r
m,n

2.1. В соответствии с (6) совокупность всех на!
правлений u=(B–,ε–a) ua∈Qm при отображении (3),
приходящих в точку A0 удовлетворяет уравнениям

(16)

С учетом (7) и (9) заключаем, что система (16) в
случае отображения V r

m,n: Qm→Pn имеет единствен!
ное решение ua=0. Геометрически это означает, что
совокупность всех указанных направлений в точке
B∈Qm образует (m–r)!плоскость

(17)

Поэтому в пространстве Qm определено распре!
деление

(18)

Интегральные кривые, описываемые точкой
B∈Qm, распределения (18) в смысле [7] с касатель!
ными, принадлежащими Гm–r, в силу (1) и (17)

, : .
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определяются с учетом (10), (13) и (14) следующей
вполне интегрируемой системой дифференциаль!
ных уравнений Пфаффа:

(19)

так как
(20)

Иными словами, распределение (18) является
голономным.

2.2. Заметим с учетом (2) и (10), что точка A0 в
соответствующем при отображении V r

m,n проектив!
ном пространстве Pn описывает r!поверхность
Sr⊂Pn с касательной r!плоскостью

(21)

При этом в силу (2), (13) и (19) r!плоскость
Lr⊂Pn постоянна вдоль интегральных кривых ра!
спределения (18). Следовательно, в случае m<n по!
верхность Sm (m≠r) в Pn

с касательной m!плоскостью Lm⊃Lr, о которой
идет речь в [2], в соответствии с [10–12] предста!
вляет собой (m–r)!мерное семейство r!плоскостей
Lr, т. е. является тангенциально вырожденной по!
верхностью в смысле М.А. Акивиса.

Таким образом, с учетом (3), (13), (17) и (21) до!
казана

Теорема 2.1. Дифференцируемое отображение
ранга r: V r

m,n: Qm→Pn характеризуется тем, что оно
каждую (m–r+1)!плоскость Гm–r+1=(Гm–r,ε–a1

)ua1⊂Qm

переводит в соответствующее направление
x=(a1

0,A–i1
) Aa1

i1 ua1∈Lr⊂Pn.
Здесь (m–r)!плоскость Гm–r⊂Qm; Гm–r–�B является

ядром указанного отображения, а r!плоскость Lr

касается r!поверхности Sr⊂Pn в точке A0∈Pn.
2.3. Из результатов предыдущего пункта следу!

ет, что во всех случаях m=n, m<n и m>n при ото!
бражении V r

m,n: Qm→Pn определена r!поверхность
Sr⊂Pn с касательной r!плоскостью Lr в точке
A0∈Sm. Поэтому во всех указанных случаях при
отображении V r

m,n можем воспользоваться резуль!
татами статьи [2] (в случае m!поверхности Sm⊂Pn

для доказательства того, что и с отображением V r
m,n

инвариантным образом ассоциируются отображе!
ния fm

2n: Qm→M2n и fm
2n–1: Qm→M2n–1 аффинного про!

странства Qm в многообразие невырожденных
нуль!пар, соответственно.

3. Существование отображения V r
m,n

В этом разделе будет обосновано существование
отображения V r

m,n: Qm→Pn.
3.1. Из результатов пункта 2.1 с учетом (15) и

(18)–(20) следует, что голономное распределение
Δm–r,m определяется дифференциальными уравне!
ниями:

(22)

Геометрически с учетом (19) это распределение
характеризуется тем, что вдоль его интегральных

кривых, описываемых точкой B∈Qm, соответствую!
щая точка A0∈Pn неподвижна. Вдоль этих инте!
гральных кривых в силу (14), (15) в точке B∈Qm вы!
полняются дифференциальные уравнения

(23)

Заметим, что вдоль интегральных кривых ра!
спределения Δm–r,m: B→Гm–r точка B∈Qm описывает
голономную (m–r)!поверхность S~m–r⊂Qm с касатель!
ной (m–r)!плоскостью (17). Из (22) с учетом (15) и
(23) следует, что на (m–r)!поверхности S~m–r выпол!
няются дифференциальные уравнения

(24)

Заметим также, что 1!формы Θa1
a�1

и ∇Ba1
a�1b�1c полу!

чены путем внешнего дифференцирования систе!
мы Θa1=0 с последующим применением леммы
Картана [4].

В соответствии с [13, 14] заключаем, что геоме!
трический объект

(25)

является фундаментальным геометрическим
объектом (m–r)!поверхности S~m–r⊂Qm. Структура
этого объекта такова, что он является объектом об!
щего вида на S~m–r. Это означает, что (m–r)!поверх!
ность S~m–r является (m–r)!поверхностью общего ви!
да в пространстве Qm и определяется с произволом
r функций (m–r) аргументов (вдоль интегральных
кривых голономного распределения Δm–r,m).

Таким образом, система дифференциальных
уравнений (24) в инволюции в смысле [4].

3.2. Заметим, что инволютивность системы (24)
можно показать, если воспользоваться методом
Кэлера [4].

Из (24) следует, что общее число N независи!
мых величин Ba1

a�1b�1c�1
, определяющих общий инте!

гральный элемент, равно

Строим цепь по формам базиса Θa1=0,[Θr+1…Θm].
Линейный элемент Er+1(Θa1=0, Θr+2=…=Θm=0)

определяется дифференциальными уравнениями

Произвол линейного элемента Er+1 равен

(26)

Давая всем Rr+1 величинам Ba1
a�1b�1,r+1 произвольные, 

но определенные значения получаем эле!
мент E0

r+1. Второй элемент Er+2(Θa1=0,Θr+3=…=Θm=0),
проходящий через элемент E0

r+1, определяется диф!
ференциальными уравнениями
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(27)

Коэффициенты при Θr+1 уже известны. Поэтому
из (27) в силу Ba1

[a�1b�1c�1]=0 замечаем, что произвол ли!
нейного элемента Er+2, проходящего через элемент
E0

r+1, равен

(28)

Продолжая процесс, мы получаем, что интеграль!
ный элемент Em, проходящий через элемент E0

m–1,
определяется дифференциальными уравнениями

(29)

Коэффициенты при Θh уже известны. Поэтому
из (29) следует, что произвол элемента Em, прохо!
дящего через элемент E0

m–1, равен

(30)

Из (26), (28) и (30) в силу (25) и в соответствии с
[4] заключаем, что число Картана Q равно

т. е. система (24) в инволюции и определяет реше!
ние с произволом r функций m–r аргументов. Поэ!

тому доказано, что отображение V r
m,n: Qm→Pn суще!

ствует.
Замечание 3.1. Учитывая результаты разде!

ла 2, можно дать следующее геометрическое пред!
ставление отображения V r

m,n: Qm→Pn.
В аффинном пространстве Qm с произволом r

функций m–r аргументов задается (m–r)!поверх!
ность S~m–r⊂Qm с касательной (m–r)!плоскостью Гm–r

в точке B∈S~m–r. Каждой точке B∈S~m–r сопоставляет!
ся центропроективное пространство Pn с центром в
точке A0 так, что в этом пространстве задается со!
ответствующая r!плоскость Lr–�A0.

В итоге вдоль S~m–r⊂Qm точка A0∈Pn является те!
кущей точкой r!поверхности Sr⊂Pn с касательной
r!плоскостью Lr.

Выводы
В работе рассмотрено регулярное отображение

ранга r аффинного и проективного пространств.
Дана геометрическая характеристика этого ото!
бражения. Показано, что с данным отображением
инвариантно ассоциируется отображение m!мер!
ного аффинного пространства в многообразие не!
вырожденных нуль!пар. Доказывается (геометри!
чески и методом Кэлера), что рассматриваемое
многообразие существует. Полученные результа!
ты могут быть использованы для детального изуче!
ния невырожденных нуль!пар и доказательства
существования дифференцируемого отображения
аффинных и проективных пространств в общих
случаях.
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The urgency of the work is caused by necessity of additional studying of special mapping V r
m,n of r<min (m, n) rank in affine Qm and pro�

jective Pn spaces.
The main aim of the study. The previous works considered the mappings Vm,n, when r<min (m, n) in cases m=n, m<n, m>n. In the gi�
ven work the authors consider the differentiable mapping V r

m,n of r<min (m,n) rank in affine space Qm and projective space Pn.
Methods of research. The basic methods of research are Cartan method of external forms in local differential geometry and G.F. Lap�
teva’s theoretical�group method. These methods assume local studying of the considered object and the use of functions of a class C ∞.
Results. The paper considers the regular mapping of rank  of affine and projective spaces. The geometrical characteristic of this map�
ping is given. The mapping of m�dimensional affine space in manifold nonsingular null�pair is associated with V r

m,n invariant mapping.
The existence of the given mapping is proved (geometrically and by Ka

..
hler's method). The authors studied analytically and geometrical�

ly the structure of internal fundamental geometrical object of mapping V r
m, n.

Key words:
Differentiated mapping, multidimensional spaces and surfaces, geometrical objects.



Введение
При исследовании любой динамической систе!

мы особый интерес представляют критические
значения ее параметров, при которых происходят
качественные изменения свойств стационарных
или квазистационарных режимов, т. е. наблюда!
ются бифуркации. Один из видов бифуркации, при
которой нарушается условие асимптотической
устойчивости и выполняется предельный переход,
появляется в системах, встречающихся в физике
лазеров [1], химической кинетике [2], пластиче!
ской деформации [3], биофизике [4, 5], в модифи!
цированной системе Циглера [6], и при моделиро!
вании верховых лесных пожаров [7], безопасных
процессов горения с максимальной температурой
[8]. В данной работе строится асимптотика реше!
ния, в случае нарушения условия асимптотиче!
ской устойчивости.

Постановка задачи
Рассмотрим задачу

εx'(t,ε)=A(t)x(t,ε)+f(t),                        (1)

x(t0,ε)=x0, (2)
где A(t) – квадратная матрица!функция второго
порядка с элементами аjk(t); f(t)={f1(t) f2(t)}, аjk(t),
fk(t) – аналитические функции в области D;
x0={x1

0,x2
0} – постоянный вектор, t∈D, t= t1+it2.

Условие U1. Пусть A (t) – матрица!функция вто!
рого порядка, имеет комплексно!сопряженные
собственные значения λ1,2(t)=sint±iacost, 0<a<1,
t0= –arсcos ((1–а)1/2).

Асимптотику решения задачи (1), (2) при усло!
виях U1 построим в области D при ε→0, которая
содержит неустойчивую область.

Систему (1) можно рассматривать как возму!
щенную по отношению к вырожденной системе

(3)

Вырожденная система (3) имеет единственное
решение x~(t)=–A–1(t)f(t).

Это решение в области D, а именно в точках
t=πk, ±αi, k∈Z, имеет особенность, так как соб!
ственные значения матрицы!функции А(t) в этих
точках обращаются в нуль:

λ1(πkα)≡0, λ2(πk,–α)≡0,

Поэтому рассматриваемую задачу можно назы!
вать бисингулярной [9].

Для приведения A(t) к диагональному виду вы!
полняем следующее преобразование 

B0
–1(t)A(t)B0(t)=D(t), 

где

D(t)=diag (λ1(t),λ2(t)).
Пусть в области D выполняется неравенство det

В0(t)≠0.
Задача (1), (2) с заменой x(t,ε)=B0(t)у(t,ε) при!

нимает вид:
εу'(t,ε)=D(t) у(t,ε)+εB(t) у(t,ε)+h(t),           (4)

у(t0,ε)=у0, (5)
где

Задачу Коши для дифференциальных уравне!
ний (4), (5) заменим интегральным уравнением:
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При исследовании любой динамической системы особый интерес представляют критические значения ее параметров, при кото�
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(6)

где 

Если обозначить у(t,ε)=z(t,ε)/ε, то (6) примет
вид:

(7)

Теорема 1. Если для интеграла

(8)

в некоторой области D справедлива оценка

то для решения систем интегральных уравнений
(7) справедлива оценка

||z(t,ε)||≤cδ(ε).
Доказательство. Воспользуемся методом по!

следовательных приближений:
Пусть z0(t,ε)≡0,

Тогда

По условию теоремы

и ε≤δ(σ)<1. Тогда для первого приближения имеем: 

Оценим второе приближение

Для n!го приближения справедлива оценка

Действительно, применим метод математичес!
кой индукции. При n=1 мы уже доказали вер!
ность. Пусть n=k:

Для (k+1)!го приближения имеем:

Отсюда и получаем

Последовательные приближения равномерно
ограничены

∀n∈N: ||zn(t,ε)||≤cδ(ε).
Рассмотрим ряд

||zn(t,ε)||=||z1(t,ε)||+(||z2(t,ε)||–||z1(t,ε)||)+(||z3(t,ε)||–||z2(t,ε)|)+
+…+(||zn (t,ε)||–||zn–1(t,ε)||),

так как 
||z1(t,ε)||≤cδ(ε)<1, (||z2(t,ε)||–||z1(t,ε)||)≤(cδ(ε))2<1,

(||z3(t,ε)||–||z2(t,ε)||)≤(cδ(ε))3<1,...(||zn(t,ε)||–||zn–1(t,ε)||)≤
≤(cδ(ε))n<1, 

то в рассматриваемой области последовательность
{zn(t,ε)} является сходящейся и имеет предел z(t,ε):

||zn(t,ε)||≤cδ(ε)(1–(cδ(ε))n+1)/(1–cδ(ε)), 
при n→∞ получим

||z(t,ε)||≤cδ(ε). 
Теорема доказана.
Рассмотрим теперь собственные значения

λ1,2(t)=sint±iacost, при 0<a<1.
Отсюда 

Re(λ1(t))=Re(λ2(t))=sint, Re(λ1,2(t))<0, 
при –π+2πk<t<2πk, 

Re(λ1,2(t))>0, при 2πk<t<π+2πk, Re(λ1,2(t))=0, 
при t=πk, k∈Z.

Если t=t1+it2, то 
λ1(t1,t2)=sint1(cht2+asht2)+icost1(sht2+acht2),
λ2(t1,t2)=sint1(cht2–asht2)+icost1(sht2–acht2).

Из систем

находим нули λ1(t1,t2) и λ2(t1,t2) в комплексной пло!
скости:

т. е.  (πk,–α) и (πk,α) k∈Z являются нулями соб!
ственных значений λ1(t1,t2) и λ2(t1,t2) соответствен!
но. Заметим, что Imλ1(t1,t2)>0, Imλ2(t1,t2)<0, при
|t1|<|t0|, |t2|<α.
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Рассмотрим теперь функции

Если t=t1+it2, то 
u1(t1,t2)–u1(t0,0)=

=–cost1(cht2+asht2)+isint1(sht2+acht2)+√
⎯
1–a2⎯

,

u2(t1,t2)–u2(t0,0)=
=–cost1(cht2–asht2)+isint1(acht2–sht2)+√

⎯
1–a2⎯

.
Пусть 

u11(t1,t2)=Re(u1(t1,t2)–u1(t0,0))=
=–cost1(cht2+asht2)+√

⎯
1–a2⎯

,

u21(t1,t2)=Re(u2(t1,t2)–u2(t0,0))=
=–cost1(cht2–asht2)+√

⎯
1–a2⎯

.
Приступаем к построению области D:

D={(t1,t2):u11(t1,t2)≤0, u21(t1,t2)≤0,|t2|≤α}.
Из равенств u11(t1,t2)=0, u21(t1,t2)=0 имеем:

–cost1(cht2+asht2)+√
⎯
1–a2⎯

=0⇒t2=ϕ1(t1), t2=ϕ2(t1),

–cost1(cht2–asht2)+√
⎯
1–a2⎯

=0⇒t2=–ϕ1(t1), t2=–ϕ2(t1),
где

Функция t2=ϕ1(t1) монотонно возрастает, а
функция t2=ϕ2(t1) монотонно убывает при
t∈[t0,–t0]. Эти две функций t2=ϕ1(t1), t2=ϕ2(t1) пере!
секаются в точке (0,–α).

В окрестности точки (0,–α) функция
u11(t1,t2)=0 делит плоскость на четыре равных сек!
тора, в которых знак функций u11(t1,t2)=0 череду!
ется. Аналогично в окрестности точки (0,–α)
функция u21(t1,t2)=0 делит плоскость на четыре
равных сектора. Обе функции отрицательны в сек!
торе, который содержит действительную ось Оt1.
Из пересечений секторов мы получаем криволи!
нейный четырехугольник. Следовательно, область
D является криволинейным четырехугольником с
вершинами A(t0,0), B(0,–α), C(–t0,0) и D(0,α).

Перейдем к оценке интеграла (8):
Теорема 2. Для интеграла

(9)

в области D справедливa оценка

где 
u1(t)=–cost1(cht2+asht2)+isint1(sht2+acht2)+cost0,

cost0=√
⎯
1–a2⎯

,

Ω31(t,ε)=ε, при h1(0,–α)= 0,
H00={t:u11(t1,t2)≤0, u21(t1,t2)≤0, t1≤–δ, δ2≤|t1+i (t2+α)|};

H01={t:u21(t1,t2)≤0, –δ≤t1, u11(t1,t2)≤(εlnε)/2, 
δ2≤|t1+i (t2+α)|};

H10={t:u11(t1,t2)≤0, –α≤t2, |t1+i(t2+α)|=ε2γδ2,
–εγc≤t1≤δ1(ε)};

H11={t:u11(t1,t2)=(1/2–γ)εlnε, 
δ1(ε)≤t1≤–t0+c(1/2–γ)εlnε};

H20={t:u11(t1,t2)≤0, –α≤ t2, |t1+i(t2+α)|≤εδ 2};
H21={t:–cε≤u11(t1,t2)≤0, u21(t1,t2)≤0, cε1/2≤t1, t2>–α};

H0=H00∪H01, H1=H10∪H11, H2=H20∪H21,
D=H0∪H1∪H2.

δ – достаточное малое число, 0≤γ<1/2.
Лемма 1. Если t∈H00, то для интеграла (9) спра!

ведлива оценка

(10)

Доказательство. Путь интегрирование состоит из
отрезка прямой, соединяющей точки (t0,0) и (t1,t2),
уравнение прямой имеет вид τ2=(τ1–t0)(t1–t0)/t2, при
этом t0≤τ1≤t1. Так как в области H00 интеграл не
имеет особенностей, то воспользуемся правилом
интегрирования по частям:

где
k=1+i(t1–t0)/t2, u1(τ1)=–cosτ1(ch((τ1–t0)(t1–t0)/t2)+
+ash ((τ1–t0)(t1–t0)/t2))+isinτ1(sh((τ1–t0)(t1–t0)/t2)+

+ach ((τ1–t0)(t1–t0)/t2))+cost0,
λ1(τ1)=sinτ1(ch((τ1–t0)(t1–t0)/t2)+

+ash ((τ1–t0)(t1–t0)/t2))+icosτ1(sh((τ1–t0)(t1–t0)/t2)+
+ach ((τ1–t0)(t1–t0)/t2)).

Так как 
Re(λ1(τ1))=sinτ1(ch((τ1–t0)(t1–t0)/t2)+

+ash((τ1–t0)(t1–t0)/t2))<0
при τ1<0 в области D, то функция Re (u1(τ1)) убыва!
ет при t0≤τ1≤t1≤–δ<0, и
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Лемма 2. Если t∈H10, то для интеграла (9) спра!
ведлива оценка

0<γ≤1/2. (11)
Доказательство вытекает из леммы 1, при

δ=сε2γ.
Лемма 3. Если t∈H20, то для интеграла (9) спра!

ведлива оценка

(12)

Доказательство. Путь интегрирование состоит
из двух частей: l1 – линии Стокса, τ2=ϕ2(τ1), t0≤τ1≤0, 

где при этом

l2 – отрезок, соединяющий точки (0,–α) и (t1,t2),
уравнение прямой имеет вид τ1=t1(τ2+α)/(t2+α), 

где

S(τ1)=√
⎯
1–a2⎯

–a2sinτ1, ψ(τ2)=t1(τ2+α)/(t2+α).
Рассмотрим функцию S(τ1):

S(0)=0, S(τ1)≠0 при τ1∈[t0,0), |t0|<π/2;

S'(0)=0.

Из леммы 1 имеем

В окрестности точки перевала (0,–α) применя!
ем метод стационарной фазы.

j32(t,ε)=O(ε), при h1(0,–α)=0; j32(t,ε)=O(√
–ε ), при

h1(0,–α)≠0.
Объединяя оценки j311(tε), j312(t,ε), получим

оценку для интеграла j31(t,ε):

Для интеграла j32(t,ε) в окрестности точки пере!
вала (0,–α) функцию u1(ψ(τ2),τ2) заменяем функци!
ей u1(ψ(τ2),τ2)~–k(τ2+α)2, k=u"1(ψ(–α),–α)/2, а функ!
цию h1(t2) разлагаем в ряд Тейлора в окрестности
t2=–α. Получим:

Отсюда

Следовательно,

Лемма 4. Если t∈H00, то для интеграла (9) спра!
ведлива оценка (10).

Доказательство. Путь интегрирование состоит
из двух частей: l1 – линии Стокса τ2=ϕ2(τ1), t0≤τ1≤0, 

где l2 – отрезок, со!

единяющий точки (0,–α) и (t1,t2), уравнение пря!

мой имеет вид τ1=t1(τ2+α)/(t2+α), Из

(9) имеем

Из леммы 3 для первого интеграла имеем оценку,
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При τ1=t1(τ2+α)/(t2+α) справедливо неравен!
ство:

u11(τ2)≥(τ2+α)2u11(t2)/(t2+α)2≥u11(t2),
где u11(τ)=–cos (t1(τ2+α)/(t2+α))(chτ2+ashτ2)+cost0,
так как функция 0≥u11(τ2)≥u11(t2) и 1/(τ2+α)≥
≥1/(t2+α), то отсюда и следует неравенство
u11(τ2)≥(τ2+α)2u11(t2)/(t2+α)2.

Отсюда

Следовательно,

Лемма 5. Если t∈H11, то для интеграла (9) спра!
ведлива оценка (11).

Доказательство вытекает из леммы 4, при
δ=сε2γ.

Лемма 6. Если t∈H21, то для интеграла (9) спра!
ведлива оценка (12).

Доказательство. Путь интегрирование состоит
из двух частей: l1 – линии Стокса τ2=ϕ2(τ1), t0≤τ1≤0, 

где l2 – отрезок, сое!

диняющий точки (0,–α) и (t1,t2), уравнение прямой 

имеет вид τ1=t1(τ2+α)/(t2+α),

Из (9) имеем

Из леммы 3 для первого интеграла имеем оценку

Пусть

Рассмотрим функцию
u1(t)=–cost1(cht2+asht2)+isint1(sht2+acht2)+√

⎯
1–a2⎯

,
в области t∈H21, –с≤ε–cost1(cht2+asht2)+√

⎯
1–a2⎯

≤0
т. е. –cost1(cht2+asht2)+√

⎯
1–a2⎯

=O(ε).
Тогда

Для первого интеграла применяем метод ста!
ционарной фазы, а второй интеграл интегрируем
по частям. Получим оценку:

Следовательно,

Из лемм 1–6 вытекает доказательство теоремы 2.
Теорема 3. Для интеграла

в области D справедлива оценка

где u1(t)= –cost1(cht2–asht2)+isint1(sht2–acht2)+cost0,
cost0=√

⎯
1–a2⎯

, если h2(0,α)≠0, то

Если h2(0,α)=0, то Ω
~

131(t,ε)=ε, 0≤γ<1/2, 

H~0, H~1, H~2 симметричны относитель!

но действительной оси областям Н0, Н1, Н2 соот!
ветственно. D=H~0∪H~1∪H~2.

При доказательстве теоремы 2 путь интегриро!
вания L~ берется симметрично L относительно дей!
ствительной оси. Вычисляются точно такие же ин!
тегралы, которые были вычислены при доказа!
тельствах лемм 1–6.

Следовательно, при h1(0,–α)≠0, h2(0,α)≠0 имеем:
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а при h1(0,–α)=0 и h2(0,α)=0,

Отсюда, учитывая теорему 1, для решения си!
стем интегрального уравнения (7) имеем:

при выполнении условий

и ||z(t,ε)||≤cε при выполнении условий

Отсюда мы получаем справедливость следую!
щих теорем.

Теорема 4. Пусть выполняются условия

Тогда задача (1), (2) имеет единственное реше!
ние и для него справедлива оценка

где

Теорема 5. Пусть выполняются условия

Тогда задача (1), (2) имеет единственное реше!
ние и для него справедлива оценка

Заключение
Из теорем 4, 5 следует, что асимптотическое

поведение решения задачи (1), (2) существенно за!
висит от неоднородной части уравнения (1), т. е. от
f(t). Построен главный член асимптотики решения
сингулярно возмущенных обыкновенных диффе!
ренциальных уравнений с четырьмя периодичес!
кими точками поворота при нарушении условия
асимптотической устойчивости. Полученная асим!
птотическая оценка для решения рассмотренной
задачи является неулучшаемой.
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ASYMPTOTICS OF SOLUTION OF SINGULARLY PERTURBED PROBLEM 
WITH PERIODIC TURNING POINTS IN COMPLEX PLANE

Dilmurat A. Tursunov, 
Cand. Sc., Osh State University, 

Kyrgyz Republic, 723500, Osh, Lenin street, 331. E�mail: d_osh@rambler.ru

When studying any dynamical system the critical values of its parameters are of special interest.  Properties of stationary or quasi�sta�
tionary regimes change fundamentally, i.e. the bifurcation is observed. One type of bifurcation, when asymptotic stability condition is
disturbed and limiting process is carried out, appears in the systems occurring in laser physics, chemical kinetics, plastic deformation, bio�
physics, in the modified Ziegler system, and when modeling the crown forest fire and safe combustion with maximum temperature.
Using the stationary phase method the author has constructed the asymptotic for solving singularly perturbed ordinary differential equa�
tions with periodic turning points in the complex plane when the condition of asymptotic stability is disturbed. The obtained asymptotic
estimation for solving the problem is not the improved one. 

Key words:
Solution asymptotic, turning point, singularly perturbation, asymptotic stability, Stokes line, ordinary differential equation.



1. Аналитический аппарат
1.1. Рассматривается m!мерное аффинное про!

странство Qm и n!мерное эквипроективное про!
странство Pn, отнесенные к подвижному аффинно!
му реперу Q и подвижному эквипроективному ре!
перу P с соответствующими деривационными фор!
мулами и структурными уравнениями

(1)

(2)

Предполагается, что между пространствами Qm

и Pn существует сюръективное дифференцируемое
отображение

1.2. Дифференциальные уравнения этого ото!
бражения с учетом (1) и (2) запишутся в виде:

(3)

Двукратные продолжения [1–3] этой системы
дифференциальных уравнений с учетом (1) и (2) при!

водят к дифференциальным уравнениям, которым
удовлетворяют компоненты внутренних фундамен!
тальных геометрических объектов [4, 5] Г1={Aa

i} (пер!
вого порядка) и Г2={Aa

i, Ai
ab} (второго порядка):

(4)

1.3. Заметим в соответствии с [3], что геометри!
чески отображение (3) каждое направление
u=(B

–
,ε–a)na∈Qm переводит в направление

x=(A
–

0,A
–

i)xi:Vm,nu=x , где

(5)

Отсюда следует, что совокупность всех напра!
влений u∈Qm в точке B∈Qm, которые принадлежат
ядру сюръективного отображения (3), поскольку
m>n, образуют (m–n)!мерное подпространство
Гm–n⊂Qm, проходящее через точку B. Это подпро!
странство определяется системой n линейных од!
нородных уравнений с m неизвестными (m>n)

.i i a

a
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Актуальность работы обусловлена необходимостью детального изучения дифференцируемых отображений многомерных про�
странств.
Цель работы. Изучить дифференцируемые отображения Vm,n аффинного пространства Qm на проективное пространство Pn

(m>n). Рассмотрение отображений провести не только аналитическими методами, но и геометрически с помощью присоеди�
ненных геометрических образов.
Методы исследования. Основным методом исследования является метод внешних форм Картана в локальной дифферен�
циальной геометрии и теоретико�групповой метод Г.Ф. Лаптева. Эти методы предполагают локальное изучение рассматривае�
мых объектов и использование функций класса C∞

Результаты. Получены дифференциальные уравнения внутренних фундаментальных геометрических объектов первого и вто�
рого порядков дифференцируемых отображений пространства Qm в многообразия вырожденных и невырожденных нуль�пар
пространства Pn. Найдены аналитически и геометрически инвариантные геометрические образы, определяемые компонентами
фундаментального объекта, с помощью которых решена задача об инвариантном определении отображения пространства Qm в
многообразия нуль�пар пространства Pn.

Ключевые слова:
Дифференцируемое отображение, многомерные аффинные и проективные пространства.



(6)

Проведем в точке B∈Qm такую канонизацию
аффинного репера Q аффинного пространства Qm,
при которой

(7)

Из дифференциальных уравнений (3)–(5) с уче!
том (7) получаются следующие дифференциаль!
ные уравнения:

(8)

Здесь в силу (7) величины Bi
α определяются по

формулам

и удовлетворяют дифференциальным уравнениям

В соответствии с [6] дифференциальные уравне!
ния (8) свидетельствуют о существовании канони!
зации аффинного репера Q типа (7). Геометриче!
ски с учетом (6) эта канонизация означает, что

(9)

В каждой точке B∈Qm, при этом из рассмотре!
ния исключается случай det [Aα]=0 (i,α=

⎯
1,n
⎯

), когда
размерность ядра Гm–n отображения (3) больше m–n.

Замечание 1.1. Из (5) с учетом (6), (7) и (9) за!
ключаем, что каждая (n–m+1)!плоскость

(9')

при отображении Vm,n: Qm→Pn переходит в напра!
вление

(9")

2. Поле гиперконусов Kn–1
m–n⊂Pn класса m–n

2.1. В соответствии с [7] из (1), (8) и (9) замеча!
ем, что в аффинном пространстве Qm определено
распределение

(10)

интегральные кривые которого, описываемые точ!
кой B∈Qm, удовлетворяют дифференциальным
уравнениям:

(11)

Поскольку в силу (4) и (8) величины Bα
α�β� симме!

тричны по нижним индексам, т. е.

то с учетом (11) заключаем, что распределение (10)
является голономным или инволютивным в смы!
сле [7] (см. также [8]).

2.2. Точке B∈Qm сопоставим в пространстве Pn

гиперплоскость Ln–1⊂A0, определяемую в терминах
проективного репера P уравнением

(12)

Воспользуемся далее условиями инвариантно!
сти геометрических образов аффинного простран!
ства и учтём (1), (7)–(12). Тогда получаем, что сово!
купность всех направлений, касательных к инте!
гральным кривым распределения Δm,n–1 в точке
B∈Qm, вдоль которых Гm–n и бесконечно близкая к
ней первого порядка Г'm–n при отображении Vm,n

принадлежат гиперплоскости Ln–1⊂Pn, образует
(m–n–1)!мерный конус Q2

m–n–1(x)⊂Гm–n второго по!
рядка с вершиной B. Этот конус в терминах аф!
финного репера Q определяется уравнениями:

(13)

Таким образом, каждой гиперплоскости
Ln–1⊂Pn, соответствующей точке B∈Qm, в (m–n)!
плоскости Гm–n⊂Qm отвечает конус Q2

m–n–1(x). Рассмо!
трим множество {Ln–1(x)} всех гиперплоскостей
Ln–1(x)⊂Pn, которым отвечают в Гm–n вырожденные
конусы Q2

m–n–1(x), т. е. конусы по крайней мере с
прямолинейными вершинами, проходящими че!
рез точку A0. Из (13) следует, что множество
{Ln–1(x)} определяется уравнением:

(14)

Отсюда следует, что множество {Ln–1(x)} указан!
ного типа в точке B∈Qm является гиперконусом
Kn–1

m–n⊂Pn класса m–n с вершиной A0∈Pn, который в
тангенциальных координатах проективного репе!
ра P определяется уравнением:

(15)

Здесь симметрические величины Ψi1i2...im–n опре!
деляются по формулам

(16)

Причем как обычно символы () и [] означают сим!
метрирование и альтернирование по соответствую!
щим индексам. Заметим, что каждой гиперплоско!
сти Ln–1(x)∈Kn–1

m–n⊂Pn в (m–n)!плоскости Гm–n⊃Qm отве!
чает прямая, проходящая через точку B∈Qm и являю!
щаяся вершиной Kn–1

m–n, которая определяется с учетом
(13) системой линейных однородных уравнений

(xi фиксированы), 

с условием (14).
Из дифференциальных уравнений (5) получа!

ются дифференциальные уравнения, которым удо!
влетворяют величины Ψi1i2...im–n:

(17)
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Здесь явный вид величин, стоящих при θa, для
нас несущественный.

Замечание 2.1. По аналогии с [1, (38)] и [9] и с
учетом (16) будем считать, что числа m и n удовле!
творяют неравенствам, при которых определяется
гиперконус (15):

(18)

3. Инвариантная линейная n^сеть пространства Pn

3.1. Каждой точке B∈Qm в проективном про!
странстве Pn сопоставим n линейно независимых
направлений в точке A0∈Pn:

(19)

По аналогии с пунктом 2 система Ψ(x) напра!
влений (19) называется основной относительно ги!
перконуса Kn–1

m–n⊂Pn, отвечающего точке B∈Qm, если
каждое направление xi∈Ψ(x) является линейным
полюсом (полюсом порядка n–1) [9] соответствую!
щей гиперплоскости Gin–1 (i≠j), проходящей через
все остальные направления этой системы. Из (15) и
(16) по аналогии с [1] заключаем, что система Ψ(x)
будет основной относительно гиперконуса Kn–1

m–n⊂Pn

в точке B∈Qm (m>n) тогда и только тогда, когда
n2 величин xi

j удовлетворяют следующей системе
n(n–1) алгебраических уравнений

(20)

Как и в случае [9], показывается, что в общем
случае система (20) имеет конечное число решений
относительно xi

j.
3.2. Проведем в пространстве Pn такую канони!

зацию проективного репера P, при которой

(21)

Здесь (i≠ j,k; i фиксировано), а 

матрица состоит из одного ненулевого

элемента, принадлежащего строке с номером j и
столбцу с номером k (i,j,k=

⎯
1,n
⎯

).
Из (20) и (19) следует, что в каждой точке B∈Qm

канонизация проективного репера P типа (21) оз!
начает, что каждая прямая

(22)

является основной прямой, т. е. принадлежит ос!
новной системе Ψ(x) направлений относительно

гиперконуса Kn–1
m–n⊂Pn. При этом из рассмотрения

исключается случай Ψ=0, когда основная система
Ψ(x) содержит бесчисленное множество основных
направлений относительно Kn–1

m–n.
Из (16), (17) и (21) получаются с учетом (2) в

каждой точке B∈Qm следующие дифференциаль!
ные уравнения:

(23)

Здесь явный вид величин A j
iab (i≠j) для нас несу!

щественный. Заметим в соответствии с [6] и с уче!
том (23), что канонизация проективного репера ти!
па (21) существует в общем случае в каждой точке
B∈Qm.

3.3. В соответствии с [10] с учетом (22) заключа!
ем, что в проективном пространстве Pn в каждой
точке B∈Qm определена инвариантным образом
линейная n!сеть из прямых L1

j, проходящих через
соответствующую при отображении Vm,n: Qm→Pn

точку A0∈Pn.
Каждой точке B∈Qm в проективном простран!

стве Pn сопоставим основную прямую L1
i и соответ!

ствующую ей гиперплоскость L i
n–1, проходящую

через все остальные основные прямые L1
j:

(24)

В точке B∈Qm проведем такую канонизацию аф!
финного репера Q в пространстве Qm, при которой

(25)

Из дифференциальных уравнений (8) в точке
B∈Qm получаются с учетом (23) и (1) дифферен!
циальные уравнения

по i не суммировать).                    (26)
Здесь явный вид величин Bβ

αa (α≠β) для нас не!
существенный. Дифференциальные уравнения
(26) в соответствии с [9] свидетельствуют о суще!
ствовании канонизации репера Q типа (26). Геоме!
трически с учетом (24), (8), (9') и (9") эта канониза!
ция означает, что каждая (n–m+1)!плоскость

(27)

является прообразом соответствующей прямой
L1

α=(A–0, A–α) (α=
⎯
1,n
⎯

) пространства при отображении
Vm,n: Qm→Pn. Поэтому гиперплоскость

(28)

в силу (24) проходящая через Гm–n, является прооб!
разом соответствующей гиперплоскости Lα

n–1⊂Pn

при отображении Vm,n. Заметим, что Гα
m–n+1⊄Гα

m–1.
В соответствии с [7] и с учетом (28) заключаем,

что в аффинном пространстве Qm определено гипер!
распределение

(α фиксировано).          (29), 1 1: ,m m mBα α
− −Δ → Γ

1 1 1 1 1( , , , , , , , , , ) ,
m n n m m

B Q
α

α αε ε ε ε ε ε− − + +Γ = ⊂… … …

1 ( , ) , ( 1, )
m n m n

á nα
αε− + −Γ = Γ =

0 , ,

,

( 1, , , , 1, , , 1, ; ,

i i i a

i a

b a

b a a

A B

dB B B B B

i n n a b m

β β
α α

β γ α α γ α β
α α γ γ β α

ω θ θ θ

θ θ θ θ

α β γ α β

= =

− + − =

= = = ≠

{ 1 2

1 2

0,
; 0.

0,
i n

n

i
A A A A

iα
α
α

= ≠ ≠ ≠ … ≠ ≠≠ =

1 0 1 0 1 1 1( , ) , ( , , , , , , ).i i

i n i i n
L A A L A A A A A− − += = … …

, ,

( , , 1, ; , 1, ; ).

j j a j k i j k j b j b

i ia ia ia k ka i ib a iab
A dA A A A A

i j k n a b m i j k

ω θ ω ω θ θ= + − − =

= = ≠ ≠

1 0( , )j

i
L A A=

�

[ ]

n

k i i

ij AΨ = …

� 2

[ ]

m n

i i jk

i

− −

Ψ = Ψ …

� 1

1 1 1 1

1 1 2 1 3 1 1 1

2 2 2 2

2 1 2 2 3 2 1 2

1 2 3 1
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,

0,

det 0.

n

i i j

n n

n n

n n n n

n n n n n n

i j
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−

−

−

−

= ≠⎧
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Из (1) и (2) с учетом (27) и (25) заключаем, что
интегральные кривые распределения (29) опреде!
ляются дифференциальным уравнениям:

(α=i фиксировано).     (30)

Точке B∈Qm на прямой L1
i=(A–0,A–i) сопоставим

при каждом фиксированном i=α точку

(i=α фиксировано).             (31)

Из (30) с учетом (23), (24), (29), (31), (1) и (2) за!
ключаем, что каждая точка Yi является фокусом
прямой A0Yi в смысле [11] вдоль фокальных инте!
гральных кривых соответствующего распределе!
ния Δm,m–1 (при α=i) тогда и только тогда, когда

(32)

Эта система имеет нетривиальные решения от!
носительно θ a~ тогда и только тогда, когда при каж!
дом фиксированном i имеем:

(33)

Отсюда следует, что на прямой A0Yi имеется в
общем случае (n–1) фокусов Yi с соответствующи!
ми фокальными направлениями, определяемыми
в силу (33) из системы (32). Заметим с учетом (33)
в соответствии с [10], что точка

по j~ суммировать)

является гармоническим полюсом точки A0 отно!
сительно фокусов Yj (j≠i) соответствующей прямой
A0Ai. Из (33) следует, что каждой точке B∈Qm в про!

странстве Pn отвечает гиперплоскость Ln–1∋Gi,
определяемая уравнением:

по j
~

суммировать).         (34)

Заметим, что в общем случае A0∉Ln–1.
3.4. Таким образом, с учетом (3), (18), (24) и (35)

справедлива следующая теорема.
Теорема 3.1. С отображением Vm,n: Qm→Pn при m

и n, удовлетворяющих неравенствам

инвариантным образом ассоциируются отображе!
ния

Здесь Mi
2n–1 – многообразия вырожденных нуль!

пар, а M2n – многообразие невырожденных нуль!
пар.

Заключение
В соответствии с [1] и теоремой 3.1 замечаем,

что фактически изучение отображения Vm,n: Qm→Pn

сводится к изучению отображения
2 1 2 1

, 0 1 0 1

2 2

0 1 0 1
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: { ; } , .
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The urgency of work is caused by necessity of detailed studying of differentiable mappings of multivariate space.
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mapping not only by analytical methods but also geometrically with the help of the attached geometrical images.
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В процессе развития горно!металлургической
отрасли в Восточно!Казахстанской области боль!
шое внимание уделяется разработке месторожде!
ний, строительству карьерных дорог. Реализация
этих мероприятий требует повышения эффектив!
ности эксплуатации дорожно!строительных ма!
шин (ДСМ). Важным и специфическим показате!
лем эффективности имеющейся и поступающей
дорожно!строительной техники в регион Восточ!
ного Казахстана является конкурентоспособность,
которая определяется совокупностью потребитель!
ских свойств, в частности возможностью эксплуа!
тации в суровых климатических условиях.

Одноковшовые фронтальные погрузчики ис!
пользуются во многих климатических зонах Рес!
публики Казахстан, причем особенно эффективно
в многоотраслевых хозяйствах, в которых годовой
цикл работ включает большое число чередующих!
ся производственных процессов и продолжитель!
ных погрузочно!разгрузочных работ в технологи!
ческих циклах большой напряженности [1]. Отка!
зы одноковшовых фронтальных погрузчиков в эк!
сплуатации приводят к простою не только самой
машины, но и комплекса совместно работающих
машин и оборудования. Решение задач по сокра!
щению отказов одноковшовых фронтальных по!
грузчиков и их простоев в ремонте связано с обес!
печением и поддержанием надежности их часто от!
казывающих агрегатов и узлов.

Многолетними исследованиями сотрудников
Восточно!Казахстанского государственного техни!
ческого университета им. Д. Серикбаева устано!
влено, что в практике эксплуатации одноковшо!
вых фронтальных погрузчиков проводится боль!
шой объем текущих ремонтов агрегатов. При этом
в случае отказа отдельных деталей групповая за!
мена узлов с учетом показателей надежности не
всегда обоснована.

Практика использования одноковшовых фрон!
тальных погрузчиков моделей L!34B и 534С в усло!
виях Восточного Казахстана показывает, что эф!
фективность их применения в значительной степе!
ни зависит от их эксплуатационных свойств, кото!
рые, в свою очередь, определяются надежностью и
конструктивно!технологическими особенностями
его гидромеханической трансмиссии (ГМТ). На ос!
нове эксплуатационных испытаний погрузчиков
моделей L!34B и 534С установлено, что ГМТ обла!
дает сравнительно низкой надежностью, в которой
наименее надежным агрегатом является коробка
передач (КП) модели SB 165–2 [1–3].

Поэтому исследования, направленные на со!
кращение затрат по поддержанию работоспособно!
сти КП одноковшовых фронтальных погрузчиков
моделей L!34B и 534С, обеспечивающих миними!
зацию затрат и сокращение простоев машин в эк!
сплуатации, имеют огромную практическую зна!
чимость для обоснования приобретения и повыше!
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Актуальность работы обусловлена необходимостью поддержания требуемого уровня надежности дорожно�строительных ма�
шин, работающих в реальных (тяжелых) условиях, при оптимальном уровне затрат на текущий ремонт агрегатов.
Цель работы: обоснование формирования рационального комплекса работ текущего ремонта агрегатов серийно выпускаемой
дорожно�строительной машины путем моделирования на ЭВМ уровня их надежности с учетом затрат на приобретение машины
и ее эксплуатацию.
Методы исследования: в ходе выполнения исследований использованы современные методы обеспечения надежности техни�
ческих систем, теории восстановления работоспособности ремонтируемых изделий и компьютерное моделирование. Способом
сокращения затрат на поддержание работоспособности агрегатов машин в реальных условиях эксплуатации выбрано повыше�
ние безотказности деталей и узлов, лимитирующих их надежность.
Результаты: предложена усовершенствованная последовательность моделирования уровня надежности агрегатов машин, со�
стоящая из шести этапов. Она апробирована на примере коробки передач модели SB 165–2 одноковшовых фронтальных погруз�
чиков моделей L�34B и 534С. Разработана математическая модель, программы расчетов на ЭВМ, позволяющие оценить влия�
ние качества изготовления деталей и узлов машин на выходные показатели надежности рассматриваемого агрегата и решить на
практике задачи формирования рационального комплекса текущего ремонта агрегата машины. Показано, что при использова�
нии оптимальных разновидностей текущего ремонта коробки передач модели SB 165–2 одноковшовых фронтальных погрузчи�
ков возможно снижение минимальных суммарных удельных затрат Cудmin

на поддержание надежности рассматриваемого агре�
гата до 15,1 %.
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Эксплуатационная надежность, текущий ремонт, моделирование, гидромеханическая трансмиссия, коробка передач.



ния конкурентоспособности погрузчиков данных
моделей.

Научно обоснованный подход к формированию
рационального комплекса работ текущего ремонта
КП модели SB 165–2 путем моделирования уровня
их надежности на ЭВМ позволяет существенно со!
кратить число ремонтов агрегата, а также эксплу!
атационные затраты. Используя методы обеспече!
ния надежности технических систем, результаты
современной теории вероятностей, математиче!
ской статистики и компьютерного моделирования
[4–6], можно разработать рекомендации по сниже!
нию объемов текущего ремонта машин в эксплуа!
тации при минимальных затратах и простоях.

Одним из способов сокращения затрат на под!
держание работоспособности агрегатов одноков!
шовых фронтальных погрузчиков в эксплуатации
является повышение безотказности деталей и уз!
лов, лимитирующих их надежность. Это дает воз!
можность повысить надежность отдельных эл!
ементов, но не решает проблему недостаточной на!
дежности агрегата в целом. С этих позиций следу!
ет оптимизировать работы текущего ремонта КП
модели SВ 165–2 с учетом характеристик надеж!
ности его деталей и узлов.

Формирование рационального комплекса теку!
щего ремонта заключается в обеспечении высокого
уровня надежности коробки передач модели SB
165–2 ГМТ путем выявления таких значений пока!
зателей надежности элементов данного агрегата,
которые позволяют объединить их в легко заменя!
емые блоки и модули, состоящие из деталей равной
(близкой) долговечности. При этом удается сокра!
тить общее количество отказов агрегата и повысить
его безотказность. Разработка научно обоснован!
ных рекомендаций по обеспечению равной (близ!
кой) долговечности деталей позволит осуществить
замену групп деталей, выполненных в виде кон!
структивно!технологического блока, с минималь!
ным значением их неиспользованного остаточного
ресурса. Это возможно при дальнейшем развитии
математического аппарата теории восстановления
работоспособности технических систем.

В ходе данного исследования с целью повыше!
ния эксплуатационной надежности КП модели SB
165–2 погрузчиков L!34B и 534С рассмотрен ком!
плекс работ текущего ремонта ее узлов. В качестве
критерия его оптимизации принято условие сни!
жения затрат на поддержание работоспособности
агрегата. Поэтому при формировании рациональ!
ного комплекса текущего ремонта КП учитыва!
лись не только конструктивные и технологические
особенности агрегата [7, 8], но и условия организа!
ции технического содержания погрузчиков L!34B
и 534С на предприятиях.

Математический аппарат теории восстановле!
ния [9–12] позволяет просчитать характеристики
процессов восстановления и оценить надежность
технической системы. При этом использованы та!
кие характеристики процессов восстановления,
как функция Ω(t) и параметр потока отказов ω(t).

Следует отметить, что показатели надежности ме!
ханической системы, на которых базируются рас!
четы, оценены в реальных условиях эксплуатации
подконтрольной группы погрузчиков L!34B и 534С
в количестве 20 единиц. Кроме того, с использова!
нием моделирования на ЭВМ показателей надеж!
ности узлов машин удалось оптимизировать пока!
затели долговечности и безотказности наиболее ча!
сто отказывающих деталей.

В ходе исследования разработана математиче!
ская модель, программы расчетов, которые позво!
лили имитировать влияние повышения качества
изготовления деталей и узлов на выходные показа!
тели надежности рассматриваемого агрегата (сум!
марные минимальные удельные затраты Cудmin

, уро!
вень надежности n, оптимальный ресурс tопт, нара!
ботка до первого отказа Tдо). Для оценки характера
изменения качества изготовления использован ко!
эффициент рассеивания ресурса детали (группы
деталей) kpp. При этом целевая функция математи!
ческой модели оптимизации комплекса работ те!
кущих ремонтов имеет вид:

где Cпн(t) – затраты на поддержание надежности за
наработку t i!й системы; Cотк – стоимость устране!
ния отказа i!й системы; Ω(t) – ведущая функция
потока отказов i!й системы; βpi

– коэффициент ис!
пользования ресурса i!й системы; tcpгр

, tcpi
– средняя

наработка до отказа группы деталей и i!й детали;
βc – стоимостной коэффициент; Ci – стоимость i!й
системы.

При рассмотрении целевой функции математи!
ческой модели, описывающей характеристику
комплекса работ текущих ремонтов машин, опти!
мизация ведется по суммарным затратам на прио!
бретение машин и поддержание их надежности в
эксплуатации. В качестве ограничений в матема!
тической модели применены: коэффициент ис!
пользования ресурса (βpi

) и коэффициент стоимо!
стного использования ресурса (βc). Естественно,
при моделировании на ЭВМ уровня надежности
можно добиться повышения указанных коэффи!
циентов до 1,0.

Оптимизация выходных показателей надежно!
сти агрегата сводится к определению на основе мо!
делирования на ЭВМ значений параметров наиме!
нее надежной, ненадежной и недостаточно надеж!
ной групп деталей, позволяющих прежде всего
снизить суммарные удельные затраты на изгото!
вление машины (агрегата) и поддержание ее на!
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дежности. При этом в основу положено сокраще!
ние затрат при эксплуатации путем оптимизации
комплекса работ текущего ремонта КП модели SB
165–2 на основе выявления оптимальных разно!
видностей текущего ремонта (РТР).

Показано, что при использовании оптималь!
ных разновидностей текущего ремонта КП модели
SB 165–2 возможно снижение минимальных сум!
марных удельных затрат Cудmin

по первой группе де!
талей на 13,44 %, по второй – на 15,1 %, а по
третьей – на 13,86 % (табл. 1, 2).

Формирование рационального комплекса теку!
щего ремонта коробки передач ГМТ одноковшо!
вых фронтальных погрузчиков с учетом конструк!
тивно!технологических факторов предполагает
выполнение шести этапов исследования.

На первом этапе путем технологической прора!
ботки предложено последовательно провести ана!
лиз и расчет характеристик надежности КП моде!
ли SB 165–2. При этом расчеты базируются на ис!
ходных данных, включающих характеристики ра!
спределений ресурсов деталей, выявляемых на ос!
нове эксплуатационных испытаний машин на на!
дежность, их стоимость, а также удельные затра!
ты, связанные с устранением отказов.

На втором этапе производится объединение де!
талей, лимитирующих надежность КП, по кон!
структивно!технологическому признаку. В задачи
данного этапа входит выявление элементов, лими!
тирующих надежность агрегата на основе резуль!
татов эксплуатационных испытаний одноковшо!
вых фронтальных погрузчиков, составление кар!
ты надежности и технологической схемы его раз!
борки–сборки, в которую следует включать только
детали, лимитирующие надежность агрегата.

Третий этап предполагает группирование дета!
лей внутри конструктивно!технологической зоны
общей совокупности по признаку равной долговеч!
ности. При этом производится анализ долговечно!
сти деталей внутри выделенной совокупности сов!
местно разбираемых деталей в общей конструктив!
но!технологической зоне. Среди них выделяются:
детали, имеющие ресурс менее половины ресурса
узла (наименее надежные); детали, ресурс которых
сопоставим либо значительно выше ресурса узла
(ненадежные); детали, имеющие ресурс выше поло!
вины ресурса узла (недостаточно надежные).

На четвертом этапе определяется стратегия за!
мен деталей по каждой РТР и расчет распределе!
ния наработок группы деталей совместных замен в
общей конструктивно!технологической зоне, если
групповая замена признана нецелесообразной.
При этом производится расчет композиций ра!
спределений вторых, третьих и т. д. замен группы
элементов совместной замены на основе аналити!
ческих зависимостей расчета вероятностей и плот!
ностей композиции распределения наработок до
очередного отказа. Определяется ведущая функ!
ции Wпотока отказов деталей и групп деталей сов!
местных замен в общей конструктивно!технологи!
ческой зоне и степень использования их ресурсов.

На пятом этапе производится моделирование и
выравнивание ресурсов деталей сопоставимой дол!
говечности в конструктивно!технологических
группах по стоимостному признаку. В задачу дан!
ного этапа входит моделирование повышения ре!
сурсов и сокращения их рассеивания относительно
дешевых деталей внутри каждой группы кон!
структивно!технологической зоны с целью форми!
рования группы с максимальным использованием
ресурсов и стоимости деталей. Результаты ком!
пьютерного моделирования, полученные на дан!
ном этапе, являются исходными данными для раз!
работки рекомендаций по усовершенствованию уз!
ла (агрегата) с позиций повышения технологично!
сти изготовления его деталей. При этом моделиро!
вание повышения надежности групп деталей пу!
тем изменения долговечности часто отказываю!
щих деталей позволяет добиться выравнивания
долговечности деталей, тяготеющих к единой
группе совместных замен.

Шестой этап предполагает оптимизацию си!
стем замен деталей и РТР с целью минимизации
количества ремонтов агрегата ДСМ. На данном
этапе производится моделирование на ЭВМ групп
деталей совместных замен с учетом обеспечения
кратности ресурсов групп деталей КП в общей
конструктивно!технологической зоне. Подобный
подход обусловлен стремлением повысить ресурс
более дорогих деталей. При этом ресурсы различ!
ных групп деталей совместных замен следует вы!
равнивать не только внутри узла, но и между уз!
лами агрегата.

Выше подробно описаны этапы формирования
рационального комплекса текущего ремонта ко!
робки передач ГМТ одноковшовых фронтальных
погрузчиков в целях дальнейшей детализации ра!
нее полученных результатов, изложенных в [13].

В данном исследовании для повышения надеж!
ности исследуемого агрегата одноковшовых фрон!
тальных погрузчиков предложено сократить число
текущих ремонтов путем повышения безотказности
наименее надежной (№ 3), ненадежной (№ 1) и не!
достаточно надежной (№ 5) групп деталей совмест!
ных замен (табл. 1) [14]. С этой целью было произве!
дено моделирование на ЭВМ повышения ресурсных
и стоимостных показателей наиболее часто отказы!
вающих групп деталей КП модели SB 165–2.

Моделирование затрат на поддержание эксплуа!
тационной надежности произведено с учетом харак!
тера изменения отказов, т. е. на основе ведущей
функции потока отказов. Кроме того, учтены и по!
казатели надежности КП модели SB 165–2 в целом.

В процессе исследования были получены ре!
зультаты расчетов минимальных суммарных
удельных затрат, уровня надежности и наработки
до первого отказа КП модели SB 165–2 рассматри!
ваемых групп деталей КП № 3, 1 и 5 [15]. В табл. 2
представлены результаты улучшения показателей
надежности КП модели SB 165–2 методом модели!
рования на ЭВМ показателей долговечности рас!
сматриваемых групп деталей.
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Таблица 2. Эффективность повышения надежности КП моде�
ли SB 165–2

Результаты исследований, представленные в
табл. 2, показывают эффективность работ, напра!
вленных на дальнейшее повышение надежности на!

ходящихся в эксплуатации агрегатов машин с пози!
ции повышения уровня надежности. Имеется воз!
можность поднять уровень надежности КП модели
SB 165–2 более чем в два раза, т. е. с 1,38 до 3,05.

Выполненные исследования позволили разра!
ботать рекомендации по сокращению затрат на
поддержание надежности машин, пригодные для
практического использования предприятиями.
Рекомендовано из шести РТР, в целях оптимиза!
ции объемов текущего ремонта, сформировать три
РТР с учетом конструктивно!технологического ис!
полнения КП модели SB 165–2. При этом группы
деталей № 1 и 2, находящиеся в 3!й конструктив!
но!технологической зоне (07–11, 07–12), объеди!
нены в РТР 3; группы деталей № 3 и 4, находящи!
еся во 2!й конструктивно!технологической зоне,
объединены в РТР 2; группы деталей № 5 и 6
(07–14) – в РТР 1.

Показатели 
надежности

Исход�
ное

значе�
ние

Улучшение показателей надежности
КП при моделировании

Группы деталей
№ 3 № 5 № 1

факт. % факт. % факт. %

Минимальные
суммарные
удельные 
затраты Cудmin

,
тенге/мото�ч

651,6 561,6 13,86 463,2 15,1 375,6 13,44

Уровень 
надежности n

1,38 1,65 19,56 2,10 32,60 3,05 68,84
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Таблица 1.Стоимостные и ресурсные данные групп деталей, лимитирующих надежность КП модели SB 165–2

№ узлов 
по каталогу

№ групп
деталей

Стоимость,
тенге

Первая/Вторая замена
Закон 

распределенияСредняя наработка 
до отказа, мото�ч

Среднеквадратическое
отклонение, мото�ч

Коэффициент 
вариации

07�11, 
07�12

1 23689 3,08/2,70 0,89/0,76 0,28/0,28 Нормальный

2 63025 9,90/9,10 4,60/4,80 0,46/0,52 Вейбулла

07�13
3 28373 2,67/2,25 0,75/0,65 0,28/0,28 Нормальный

4 65528 9,90/6,80 3,90/3,40 0,39/0,50 Вейбулла

07�14
5 34778 3,0/2,60 0,86/0,66 0,28/0,25 Нормальный

6 12317 10,5/6,80 2,93/1,76 0,27/0,25 Нормальный
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FORMATION OF RATIONAL RANGE FOR RUNNING REPAIRS 
OF FRONT^END SHOVEL LOADER GEARBOX

Acel M. Zhandarbekova, 
Cand. Sc., D. Serikbayev East Kazakhstan State Technical University, 

Republic of Kazakhstan, 070004, Ust�Kamenogorsk, 
А.К. Protozanov street, 69. E�mail: AZhandarbekova@bk.ru

The work relevancy is caused by the necessity to sustain the required reliability level of road�building machines operating in real hard con�
ditions at optimum level of costs on running repair of aggregates.
The work goal is to justify the formation of rational range of aggregates running repair. These aggregates belong to series�produced
road�building machines by computer modeling of their reliability when machine purchase and operation costs are taken into account.
Research methods: while carrying out the researches the author has used the up�to�date methods providing reliability of engineering 
systems, the theory of maintainable item efficiency restoration and computer modeling. The method for reducing costs on maintenance
of machine aggregates in real operation conditions was chosen as the increasing reliability of parts and units which limit their reliability.
The results. The author proposed the enhanced modeling sequence of reliability level of machines aggregates consisting of six stages.
This sequence was tested on gearbox SB165–2 of front�end shovel loaders L�34B and 534C. The mathematical model of computer cal�
culation program was developed to evaluate the influence of machines parts and units production quality on output factors of concer�
ned aggregate reliability and to achieve the work goal practically. The goal is to form rational range of machine aggregate running repa�
irs. It was proved that while using optimal running repairs of gearbox SB 165–2 of front�end shovel loaders it is possible to reduce mini�
mum total cost per unit Cspecmin

on reliability maintenance of the aggregate under concern to 15,1 %.

Key words:
Operational reliability, running repair, modeling, hydromechanical transmission, gearbox.



Способность звуковых колебаний вызывать
укрупнение мельчайших частиц, взвешенных в
воздухе, была обнаружена еще на раннем этапе изу!
чения особенностей мощного ультразвука [1, 2].
В промышленных установках очистки газов и ос!
аждения дымов успешно используются акустиче!
ские колебания в основном звуковых частот [2].
В работах [3–6] показано, что при осаждении наи!
более сложных в этом смысле тонкодисперсных ды!
мов необходимо использовать более высокие, ульт!
развуковые (УЗ) частоты. В данной работе подроб!
но исследованы механизмы влияния УЗ!колебаний
на осаждение аэрозолей с характерным размером
частиц, порядка микрометра. Теоретически и экс!
периментально показано, что эффективность коа!
гуляции и осаждения твердофазных и слабоиспа!
ряемых аэрозолей при УЗ!воздействии повышает
предварительное введение субмикронного жидко!
капельного аэрозоля. Предложена математическая
модель для описания кинетики коагуляции в зави!
симости от основных параметров УЗ!воздействия,
свойств аэрозоля и среды: частоты и амплитуды
звуковых колебаний, концентрации и дисперсного
состава исходного аэрозоля, вязкости и температу!
ры среды, физико!химических параметров матери!

ала частиц. Как вариант рассмотрена задача осаж!
дения двухфазного аэрозоля с применением и без
применения УЗ!воздействия.

Целью данной работы является теоретическое
и экспериментальное исследование процесса осаж!
дения вредных аэрозольных образований под УЗ!
воздействием, в том числе с внесением дополни!
тельной дисперсной фазы.

Полученные данные и предложенный метод ос!
аждения могут быть применены для устранения
мелкодисперсного аэрозоля пыли, задымленности,
пара в закрытом пространстве, к примеру, в шах!
тах (угольная пыль и водяной туман), при тушении
пожаров (дым и вода), при осаждении промышлен!
ных пылей с помощью водных аэрозолей и т. п.

Рассмотрим трансформацию распределения ча!
стиц в произвольном облаке по размерам с течением
времени t. Следуя [5–7], запишем балансовое уравне!
ние (интегральный вариант уравнения Смолуховско!
го), описывающее изменение со временем вектора
массовой функции распределения частиц по разме!
рам. При этом сделаны следующие предположения:
• облако частиц пространственно однородно;
• существенными являются эффекты столкнове!

ния частиц; при этом учитываются только пар!
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Актуальность работы обусловлена необходимостью осаждения промышленных и техногенных пылей и дымов.
Цель работы: теоретическое и экспериментальное исследование процесса осаждения мелкодисперсных аэрозолей с характер�
ным размером частиц, порядка микрометров, под действием акустического поля с целью ускорения осаждения частиц. Наложе�
ние акустического поля приводит к ускорению коагуляции частиц, кроме того, давление звукового излучения, направленное
вниз, ускоряет гравитационное осаждение аэрозоля. Введение мелкодисперсной дополнительной фазы повышает скорость 
осаждения за счет увеличения количества центров коагуляции.
Методы исследования: физико�математическое моделирование. Математическая модель основана на уравнении Смолухов�
ского, описывающем динамику изменения функции распределения частиц аэрозолей по размерам с учетом ультразвукового
воздействия, испарения (для жидко�капельных аэрозолей) и осаждения. В качестве вещества модельного аэрозоля использо�
валось подсолнечное масло; измерение дисперсности и концентрации частиц аэрозолей проводилось с помощью оптических
методов.
Результаты: теоретическое и экспериментальное исследование дисперсных параметров и скорости осаждения показали эф�
фективность использования акустического поля и дополнительной дисперсной фазы в целях осаждения аэрозоля.

Ключевые слова:
Коагуляция аэрозоля, ультразвуковое воздействие, двухфазный аэрозоль, испарение капель, функция распределения частиц
по размерам.



ные столкновения (параметр «упаковки», то есть
отношения объема всех частиц к занимаемому
им объему воздуха, много меньше единицы),
каждое столкновение приводит к слиянию ча!
стиц. Существенным является испарение, в пер!
вую очередь за счет кривизны поверхности капли
(в силу малости их размера), а также осаждение
на стенках экспериментальной камеры.
Итак:

(1)

где I1 описывает убыль частиц с диаметром D за
единицу времени в единице объема за счет стол!
кновения капли диаметра D с любой каплей диаме!
тра D1:

где K(D,D1) – вероятность столкновений частиц, 

H – верхняя граница облака; G –

ускорение свободного падения, η – динамическая
вязкость среды, ρp – плотность частицы. Все части!
цы, масса которых превышает критическое значе!
ние Dкр(t), выпадают из облака и не принимают
дальнейшего участия в коагуляции; спектр масс
частиц на каждый момент времени t будет обрезан
справа за счет седиментации крупных частиц, при!
чем, постепенно эта граница будет смещаться в
сторону все более малых частиц.

Член I2 описывает возникновение частиц диа!
метра D за счет столкновения капель с диаметрами
D1 и D–D1:

Член I3 описывает уменьшение массы частиц
за счет их испарения:

где m – масса капли; Df – коэффициент диффузии;
М – молекулярная масса жидкой капли; R – уни!
версальная газовая постоянная; T – абсолютная
температура; pdrop и ppl – парциальное давление над
каплей и плоской поверхностью.

Учитывая формулу Кельвина: 

где σ – поверхностное натяжение, выражая массу
частицы через ее диаметр, получим:

Начальные условия для уравнения (1): при
t=t0g(D,t0)=g0(D) – начальное распределение частиц
по размерам. Для описания функции распределения
частиц по размерам обычно применяют гамма!ра!
спределение. Счетная функция f0(D)=aDαexp(–bD),
где b, α – параметры распределения, a – нормиро!
вочный коэффициент, связана с массовой функци!
ей следующим соотношением: g(D)=m/m10f(D), где
m10 – среднеарифметическая масса частиц: 

Одна из статистических харак!

теристик функции распределения частиц по раз!
мерам – это объемно!поверхностный диаметр
D32=(α+3)/b.

Важным вопросом является определение веро!
ятности столкновений частиц: чем она выше, тем
быстрее произойдет коагуляция и осаждение аэро!
золя. При отсутствии какого!либо воздействия эта
величина обуславливается броуновским движени!
ем. В модели (1) вероятность столкновений частиц
аэрозоля без дополнительного воздействия счита!
лась пропорциональной сумме квадратов диаме!
тров частиц:

(2)

где kb – коэффициент пропорциональности; ν – ки!
нематический коэффициент вязкости среды.
В условиях УЗ!воздействия повышается вероят!
ность столкновений частиц. Именно с помощью
выражения (2) мы учтем параметры, характери!
зующие УЗ!воздействие, прежде всего, амплитуду
и частоту излучения.

В [5, 6] получено, что число встреч частиц в зву!
ковом поле пропорционально диаметру частиц,
квадрату скорости их движения U0 (которая, в
свою очередь, определяется амплитудой звуковых
колебаний), концентрации частиц, коэффициенту
обтекания kобт и обратно пропорционально вязко!
сти среды:

(3)

Взвешенная в газе частица под действием сил
звукового поля вовлекается в колебательное дви!
жение. В зависимости от свойств среды, размеров
и плотности частицы она может увлекаться средой
лучше или хуже, что определяется коэффициен!
том увлечения kувл – отношение амплитуды скоро!
сти взвешенной частицы к амплитуде скорости ча!
стицы газа. Считая, что между частицей и средой
действует сила Стокса, получим формулу для ко!
эффициента увлечения в виде [2]:

(4)

где ω – частота акустического воздействия;
τ=ρчD2/18η – время релаксации частицы, η – ди!
намический коэффициент вязкости среды.

Учитывая выражение для коэффициента увле!
чения частицы в звуковом поле (4), считаем, что
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частица увлекается звуковым полем, повышая ве!
роятность столкновений с фиксированной части!
цей в k2

обт=ka(1–kквл)2 раз, где ka – коэффициент про!
порциональности. Тогда вероятность столкнове!
ний частиц с диаметрами D и D1 пропорциональна
N (1–kувл)2, или с учетом (2)–(4):

(5)

Из (5) следует, что чем меньше диаметр частиц
(и τ), тем требуется большая частота ω для повы!
шения скорости коагуляции. Из этого выражения
также видно, что повышение концентрации ча!
стиц n0 способствует ускорению коагуляции и ос!
аждения. Мы предлагаем повысить концентрацию
частиц путем введения в существующий аэрозоль
дополнительной фазы. В этом случае следует ожи!
дать, что при использовании одной и той же массы
вводимого аэрозоля больший эффект будет полу!
чен при большей дисперсности последнего: больше
количество частиц n0, выше удельная поверхность,
выше число столкновений в единицу времени и
выше скорость коагуляции, осаждения.

Описанную выше модель коагуляции аэрозоля
(1) для учета второй фазы дополним начальным
условием вида:

где параметры распределения с индексом 1 отно!
сятся к дополнительной фазе аэрозоля; δ – счетная
доля частиц дополнительной фазы. Вероятность
столкновений повышается при введении дополни!
тельной фазы на (1+δ/(1–δ)):

Модель (1) описывает, прежде всего, изменение
спектра масс частиц аэрозоля при воздействии на
него УЗ!поля, испарении частиц, гравитационном
осаждении и введении дополнительной фазы.
В практическом смысле важным является вопрос
уменьшения массы аэрозоля со временем.

Выражение изменения массы за счет седимен!
тации можно получить из закона Стокса движения
частиц в воздухе:

где dh – расстояние, которое проходит частица ди!
аметра D за время dt. В каждый момент времени dt
от общей массы аэрозоля, размещенного в объеме
SH, исчезнет масса частиц, размещенных в слое
dm=dh(D)S, где S – площадь дна эксперименталь!
ной камеры. Относительное уменьшение массы со!

ставит: где mall – масса аэрозоля на

текущий момент времени. Таким образом,

(6)

Необходимо также учесть убыль массы за счет ис!
парения и за счет тех частиц, которые полностью вы!
пали в осадок (частицы с диаметром, более Dсr). Та!
ким образом, общее изменение массы, после сумми!
рования по всем фракциям распределения, составит:

Второй механизм повышения скорости осажде!
ния заключается в том, что УЗ!воздействие создает
избыточное давление (при размещении источника
ультразвука над облаком аэрозоля) [8]. Это давле!
ние приводит к уменьшению высоты облака H во
время действия излучения, а значит, в соответ!
ствии с выражением (6), к ускорению осаждения
аэрозоля (независимо от его коагуляции). Давле!
ние звукового излучения выражается формулой
[9]: P=2Ek1(1–R2)–2Ek2, где Еk1 и Еk2 – средние по
времени значения плотности кинетической энер!
гии падающей волны в воздухе и прошедшей вол!
ны в облаке, R – коэффициент отражения звуковой
волны от поверхности раздела фаз. При уровне ин!
тенсивности 140 Дб, применяемом в установках
для коагуляции аэрозолей, P~10 Па. Скорость
движения верхней границы облака, вызванного
избыточным радиационным давлением, определя!
ется выражением:

Для создания жидкокапельного аэрозоля ис!
пользовался краскопульт КРАТОН R 200
LVLP!02S, настроенный на заданные нами харак!
теристики (средний размер частиц около 9 мкм). В
ходе проведения экспериментов камера заполня!
лась аэрозолем в течение 1 минуты (масса распы!
ленной жидкости составила 9 г). Дополнительная
фаза (водный аэрозоль с параметрами функции ра!
спределения α=2,1, b=0,9) генерировалась с помо!
щью УЗ!распылителя «Муссон!2» (распылитель
2). Для создания акустического поля, воздейству!
ющего на аэрозоль, использовался ультразвуковой
дисковый излучатель УЗКС 320. Технические ха!
рактеристики УЗ!аппарата: диаметр излучателя –
320 мм, уровень звукового давления – не менее
140 дБ, частота колебаний – 28 кГц. Дисперсные
характеристики и концентрацию аэрозоля измеря!
ли с помощью оптических методов, описанных в
[10]. Схема экспериментальной установки приве!
дена на рис. 1.
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В качестве модельной среды рассмотрено под!
солнечное масло. Подсолнечное масло содержит
влагу и летучие вещества от 10 до 30 %. В расче!
тах доля быстроиспаряемых веществ в масле была
принята равной 15 %.

На рис. 2, a приведена зависимость относитель!
ной массы аэрозоля подсолнечного масла m/m0 (где
m0 – начальная масса частиц аэрозоля), рассчитан!
ная по приведенной выше модели (кривые) и изме!
ренные экспериментально (точки), в зависимости
от времени при УЗ!воздействии (кривая 2) и без не!
го (кривая 1). Перегиб кривой в области около
100 секунд обусловлен испарением воды и летучих
веществ из капель масла. Дальнейшая эволюция
аэрозоля обусловлена коагуляцией капель, радиа!
ционным давлением на облако и осаждением ча!
стиц. На рис. 2, б приведена зависимость объемно!
поверхностного диаметра от времени для масляно!
го аэрозоля в случае с УЗ и без УЗ!воздействия. Ра!
спределение частиц от времени деформируется

слабо, но несколько сильнее при наложении аку!
стического поля, что связано с ускоренной коагу!
ляцией частиц.

На рис. 3 показана зависимость относительной
массы (а) и объемно!поверхностного диаметра (б) аэ!
розоля подсолнечного масла от времени при УЗ!воз!
действии с использованием дополнительной фазы
(водного аэрозоля, кривая 2) и без нее (кривая 1).
Введение в аэрозоль дополнительной фазы ускоря!
ет осаждение аэрозоля, способствуя коагуляции.

Рис. 4 иллюстрирует эффект воздействия до!
полнительной фазы водного аэрозоля на осажде!
ние подсолнечного масла без наложения акустиче!
ского поля. Более глубокое снижение концентра!
ции аэрозоля обусловлено испарением дополни!
тельной фазы водных капель; затем снижение кон!
центрации происходит практически с той же ско!
ростью, что и у исходного масляного тумана.

В таблице приведено расчетное время осажде!
ния масляного аэрозоля для четырех случаев: без
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Рис. 1. Схема экспериментальной установки

 

Рис. 2. Зависимость а) относительной массы; б) объемно�поверхностного диаметра аэрозоля подсолнечного масла от време�
ни без УЗ�воздействия (1) и с УЗ�воздействием (2)

a  



УЗ!воздействия и введения дополнительного вод!
ного аэрозоля; с УЗ!воздействием; под действием
ультразвука и дополнительным водным аэрозо!
лем; только с водным аэрозолем, без УЗ!воздей!
ствия.

Рис. 4. Зависимость относительной массы частиц аэрозоля
подсолнечного масла от времени без УЗ�воздей�
ствия: 1 – с введением 5 г водного аэрозоля дополни�
тельно; 2 – без введения дополнительного аэрозоля

Таблица. Время полного осаждения масляного аэрозоля
при разных видах воздействия

Как видно из проведенных расчетов, УЗ!воздей!
ствие и введение дополнительного мелкодиспер!
сного водного аэрозоля позволяет существенно сни!
зить время осаждения исходного (слабоиспаряемо!
го) аэрозоля. Эксперименты подтверждают этот вы!
вод. Предложенная физико!математическая мо!
дель, основанная на уравнении Смолуховского с
учетом испарения, ускорения коагуляции и осаж!
дения облака за счет УЗ!воздействия, в том числе
облака двухфазного аэрозоля, удовлетворительно
описывает экспериментальные данные.

Вид воздействия
Время 

осаждения, ч
Без воздействия 4,41
УЗ�воздействие, 28 кГц, 140 Дб 1,07
Введение дополнительно водного аэрозоля
(D32~5 мкм) 4,38

УЗ�воздействие + дополнительный водный
аэрозоль

0,69
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Рис. 3. Зависимость а) относительной массы; б) объемно�поверхностного диаметра аэрозоля подсолнечного масла от време�
ни при УЗ�воздействии с дополнительной фазой водного аэрозоля (2) и без дополнительной фазы (1)

a  
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Relevance of the work is caused by the need of sedimentation of industrial and technogenic dusts and smokes.
The main aim of research is theoretical and experimental study of sedimentation of superfine aerosols with a typical particle size, about
micrometers, under the influence of acoustic field for particle sedimentation acceleration. The acoustic field imposing results in particle
coagulation acceleration, besides, the sound radiation downward pressure accelerates aerosol gravitational sedimentation. Introduction
of a superfine additional phase increases sedimentation speed because of growth of coagulation center number.
The methods used in the study: physical and mathematical modeling. The mathematical model is based on Smolukhovsky equation,
describing dynamics in changing distribution function of aerosol particles by size considering ultrasonic influence, evaporation (for
liquidly�drop aerosols) and sedimentation. Sunflower oil was used as a substance of a model aerosol; dispersion and concentration of
aerosol particles were measured by optical methods.
The results: theoretical and experimental study of disperse parameters and speed of sedimentation showed the efficiency of applica�
tion of acoustic field and additional disperse phase for aerosol sedimentation.
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Введение
Повышение работоспособности композицион!

ных материалов, как в условиях абразивного воз!
действия, так и в узлах трения в широком интерва!
ле нагрузок и температур, в основном связано с ре!
жимами эксплуатации и их структурно!фазовым
составом. Помимо влияния условий эксплуата!
ции, сопротивление износу сильно зависит от ми!
кроструктурных параметров металлической ма!
трицы и карбидов. Матрица ответственна за спо!
собность удерживать частицы твердых карбидов,
упрочняться в процессе эксплуатации за счет суб!
структурных и фазовых превращений. Последнее
особенно важно, поскольку позволяет релаксиро!
вать напряжения и, следовательно, сдерживать об!
разование и развитие микротрещин, и передавать
нагрузку на карбидные частицы. Эти свойства ма!
трицы успешно достигаются за счет использова!
ния метастабильных аустенитных сталей и спла!
вов [1].

К микроструктурным параметрам карбидов от!
носятся тип, морфология, объемная доля и распре!
деление. Большую роль в уменьшении износа отво!
дят карбиду ванадия. Независимо от класса сталей
введение ванадия в несколько раз уменьшает из!
нос [2–6]. Для повышения износостойкости компо!
зиционных материалов и покрытий на их основе в
настоящее время предпринимают ряд подходов:
получение мультимодального распределения кар!
бидов по размерам, наличие нескольких типов

карбидов, в том числе сложных метастабильных
[7, 8], изменение скорости кристаллизации стали
и (или) использование дополнительной термиче!
ской обработки, позволяющее получить более мел!
кие, стабильные и равномерно распределенные
карбиды [9–13], увеличение в быстрорежущих
сталях содержания углерода, позволяющее перей!
ти от пластинчатых к равноосным карбидам вана!
дия [3], или одновременно увеличение содержания
углерода и ванадия [14].

Детальное изучение влияния углерода на мор!
фологию карбида ванадия и свойства высокомар!
ганцовистой стали проведено в [2]. Авторы показа!
ли, что с увеличением содержания углерода до
3 вес. % увеличивается доля карбида ванадия и
первичные частицы VC изменяют свое строение от
вытянутого до сферического, а их распределение
становится более однородным. Дальнейшее увели!
чение содержания углерода уменьшает однород!
ность распределения VC в аустенитной матрице,
что отрицательно влияет на износостойкость и
ударную вязкость. Самой высокой износостойко!
стью обладает сталь со сферическими однородно
распределенными частицами карбида ванадия в
аустенитной матрице.

Авторы [5] отмечают, что более высокой сопро!
тивляемостью зарождению трещин обладают по!
крытия, содержащие частицы VC малых размеров
равноосной формы, в отличие от частиц крупной
«лепесткообразной» формы. Сопротивляемость
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Актуальность исследования связана с формированием однородной по объему структуры и фазового состава композиционных
покрытий, что обеспечит им высокий комплекс эксплуатационных свойств. Целью настоящей работы является детальное иссле�
дование изменений средних объемной доли, размера, фактора формы частиц карбида ванадия, равномерности их распреде�
ления в зависимости от силы тока и скорости подачи порошка ПР�Х18ФНМ при плазменно�порошковой наплавке током прямой
полярности. Анализ микроструктуры покрытий проводили с помощью оптического микроскопа Olympus GX51, снабженного ана�
лизатором изображений SIAMS 700. Исследование фазового состава наплавленных покрытий проводили методом рентгено�
структурного анализа на дифрактометре Shimadzu XRD 6000 с фильтрованным CuКα� излучением. Изучено влияние таких пара�
метров режима плазменно�порошковой наплавки, как сила тока прямой полярности и скорость подачи порошка ПР�Х18ФНМ на
микроструктурные параметры карбида ванадия. Установлено, что в интервале токов 220…260 А с ростом скорости расхода по�
рошка фактор формы частиц VC растет по линейному закону и при расходе более 1,5 кг/ч они становятся равноосными. При на�
плавке покрытий токами 160…200 А выделяются только равноосные частицы VC и их фактор формы мало зависит от скорости по�
дачи порошка.
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распространению трещин в материале связана с
высокой плотностью однородного распределения
VC. С уменьшением размеров частиц VC уменьша!
ется их склонность к растрескиванию и выкраши!
ванию, а сокращение расстояния между ними спо!
собствует снижению развития адгезионного схва!
тывания [15]. В [3] определено низкое сопротивле!
ние износу закрепленным абразивом сплава Fe!V!
Cr!Mo!C, содержащего вытянутые частицы VC,
расположенные в обедненной углеродом феррит!
ной матрице.

Следовательно, чтобы получить оптимальные
свойства композиционных материалов и покры!
тий необходимо управлять этими микроструктур!
ными факторами, изменяя состав и проводя тер!
мическую обработку.

В настоящее время широкое распространение
для поверхностного упрочнения деталей механиз!
мов и машин получила обработка концентрирован!
ными потоками энергии (КПЭ) [16]. Обработка
КПЭ – это воздействие на поверхность заготовки
исключительно потока энергии, носителями кото!
рой являются частицы: электроны, фотоны, ато!
мы, ионы, сконцентрированные в пучки ограни!
ченных поперечных размеров.

Особенностью технологии плазменно!порошко!
вой наплавки (ППН) является концентрирован!
ный ввод энергии в упрочняемую деталь [17]. Это
способствует кратковременности термического ци!
кла наплавки и формированию покрытий, содер!
жащих метастабильные фазы и пересыщенные
твердые растворы. Способ ППН позволяет обеспе!
чить возможность раздельного управления процес!
сами ввода энергии и подачи присадочного матери!
ала, что открывает широкие возможности для ре!
гулирования не только макроразмеров покрытий
(ширины, высоты, доли основного металла в на!
плавленном), но и их микроструктуры.

В работах [18–20] показано, что с увеличением
погонной энергии наплавки (уменьшением скоро!
сти наплавки и увеличением силы тока при по!
стоянном расходе порошка) в покрытиях на основе
порошка ПР!Х18ФНМ наблюдается рост средних
диаметров частиц карбида ванадия, появление ча!
стиц вытянутой морфологии и уменьшение объе!
мной доли VC. Это приводит к снижению износо!
стойкости покрытий.

Целью настоящей работы является детальное
исследование изменений средних объемной доли,
размера, фактора формы частиц карбида ванадия,
равномерности их распределения в зависимости от
силы тока и скорости подачи порошка ПР!
Х18ФНМ при плазменно!порошковой наплавке
током прямой полярности.

Материал, оборудование и методы исследования
Материал. В качестве наплавочного материа!

ла в работе использовался промышленный поро!
шок ПР!Х18ФНМ, фракцией от 125 до 200 мкм,
следующего химического состава (мас. %):
2,1…2,4 С, 17…19 Cr, 2…3 Ni, 7…8 V, 2…2,6 Mo,

Fe – основа. В качестве основного материала (под!
ложки) использовали пластины из стали 20 разме!
ром 250×100×10 мм, поверхность которых предва!
рительно шлифовалась.

Технология наплавки. Покрытия наносили на
установке УПН!303УХЛ4 с водоохлаждаемым
плазмотроном. Для более высокого уровня защиты
создаваемых упрочняющих слоев от вредного
влияния атмосферного воздуха на плазмотрон
устанавливали устройство дополнительного обду!
ва зоны наплавки. В качестве плазмообразующего,
транспортирующего и защитного газов применяли
аргон высшего сорта. Покрытия наплавляли за
один проход током прямой полярности при рас!
стоянии от плазмотрона до изделия 10…12 мм,
расходе плазмообразующего газа 1…2 л/мин,
транспортирующего 10…16 л/мин, для дополни!
тельного поддува до 5…15 л/мин, напряжении на
дуге (Uд) 30…39 В. Силу тока (I) изменяли в диапа!
зоне 160…260 А с шагом в 20 А, скорость подачи
присадочного порошка (vп) в диапазоне
1,1…2,2 кг/ч с шагом 0,3…0,4 кг/ч (таблица). Ско!
рость ППН, согласно ранее проведенной работе,
была выбрана 6 м/ч [18, 19].

Таблица. Параметры режимов плазменно�порошковой на�
плавки

Анализ макро� и микроструктуры. Анализ
макро! и микроструктуры покрытий проводили на
поперечных микрошлифах, вырезанных из зоны
установившегося режима наплавки.

В настоящей работе способ приготовления ми!
крошлифов традиционный – механическое шли!
фование и механическое полирование на алмаз!
ных пастах различной дисперсности. Химическое
травление производилось различными реактивами
при температуре 20 °С методом погружения образ!
цов. Для макротравления использовали 4 % ра!
створ HNO3 в С2H5OH. Время травления составляло
15…20 с. Для выявления эвтектики (карбид типа
Cr7C3+аустенит) применяли химический реактив
следующего состава: 8,3 % K3[Fe (CN)6], 8,3 %

Режимы наплавки I, A Uд, В vп, кг/ч

1 160 30…31 1,1
2 180 31…33 1,1
3 200 32...34 1,1
4 200 32…34 1,5
5 200 32…34 1,9
6 220 34…36 1,1
7 220 34…36 1,5
8 220 34…36 1,9
9 220 34…36 2,2
10 240 36…38 1,1
11 240 36…38 1,5
12 240 36…38 1,9
13 240 36…38 2,2
14 260 37…39 1,1
15 260 37…39 1,5
16 260 37…39 1,9
17 260 37…39 2,2
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KOH, 83,4 % H2O. Время травления составляло
60 с. Для выявления границ аустенитных зерен
использовали смесь кислот HNO3 (1 об. часть) и
HCl (3 об. части). Время травления 15…30 с.

Анализ микроструктуры покрытий проводили
с помощью оптического микроскопа Olympus
GX51, снабженного анализатором изображений
SIAMS 700. Для оценки равномерности структуры
по толщине формируемых покрытий, по оси по!
крытий, от границы сплавления к их вершине,
прокалывали дорожку уколов (маркеров) алмаз!
ной пирамидой при нагрузке в 0,981 Н с шагом
300 мкм. Справа и слева от каждого маркера ана!
лизировали микроструктуру.

Частицы карбида ванадия, выявляемые ре!
льефным полированием по методике [21], исследо!
вали с применением методов дифференциального
интерференционного контраста и темнопольного
освещения. С помощью анализатора изображений
(пакет прикладных программ SIAMS 700) оцени!
вали объемную долю (V), средний размер (d, диа!
метр) и средний фактор формы (f) частиц VС, рас!
считанный как отношение ортогональной макси!
мальной проекции частицы к максимальной про!
екции частицы; а также число частиц (N), прихо!
дящихся на единицу площади шлифа (104 мкм2).
Для сферы фактор формы равен 1. Значения фак!
тора формы для пяти типов правильных много!
гранников (тетраэдр, куб, октаэдр, додекаэдр, ико!
саэдр) изменяются в интервале 0,8…0,97, из кото!
рого очевидна количественно близость формы
сложных многогранников к сферической [22]. По!
этому в работе частицы карбида ванадия с факто!
ром формы более 0,7 принимали за равноосные.

Исследование фазового состава наплавленных
покрытий проводили методом рентгеноструктур!
ного анализа (РСА) на дифрактометре Shimadzu
XRD 6000 с фильтрованным CuКα – излучением в
режиме сканирования в интервале углов 2Θ от 10°
до 110°, с шагом 0,1°. При проведении качественно!
го фазового анализа использовались хорошо из!
вестные картотеки. Для количественного фазового
анализа использовали значения интегральной ин!
тенсивности дифракционных линий.

Результаты и обсуждение
На основе визуального анализа сформирован!

ных покрытий установлено, что с увеличением си!
лы тока от 160 до 260 А и уменьшением скорости
подачи порошка от 2,2 до 1,1 кг/ч уменьшаются
угол смачивания (от 95 до 25°) и высота валиков
(от 4,5 до 2,2 мм), повышается их ширина (от
7,5 до 14,8 мм).

Анализ макроструктуры наплавленных покры!
тий позволил построить зависимость глубины про!
плавления от силы тока наплавки и скорости пода!
чи порошка (рис. 1). Из рисунка видно, что с уве!
личением силы тока глубина проплавления увели!
чивается и особенно интенсивно (в два раза) с ро!
стом значений тока от 240 до 260 А во всем интер!
вале скоростей подачи порошка. Наибольший уро!

вень проплавления для всех значений тока наплав!
ки наблюдается при малом расходе порошка, и он
изменяется от 0,1 до 1 мм при увеличении тока от
160 до 260 А. Далее с увеличением расхода интен!
сивность проплавления уменьшается по линейно!
му закону и для токов 160…240 А и расхода по!
рошка 1,9…2,2 кг/ч не превышает 0,4 мм.

Рис. 1. Влияние силы тока и скорости подачи порошка (vп) на
глубину проплавления основного металла (g)

По данным рентгеноструктурного анализа ма!
трица в упрочненном слое представлена γ! и
α!твердыми растворами на основе железа (рис. 2,
стрелки D). С увеличением тока наплавки от
160 до 260 А соотношение между γ! и α!фазами из!
меняется от ~70:30 до ~80:20. Это обусловлено уве!
личением температуры ванны расплава и, следова!
тельно, большей растворимостью легирующих эл!
ементов в ней, что при дальнейшей кристаллиза!
ции и ускоренном охлаждении обеспечивает уве!
личение количества аустенита.

В карбидной подсистеме присутствуют карбид
ванадия (рис. 2, стрелки A и B) и эвтектический
карбид типа Cr7C3, выделившийся по некоторой ча!
сти границ зерен в виде сетки (стрелки С). Объе!
мная доля эвтектики уменьшается как с ростом то!
ка наплавки, так и с уменьшением скорости пода!
чи порошка от 30±6 до 10±1 %. В работе [20] пока!
зано, что с уменьшением объемной доли эвтекти!
ческого карбида скорость изнашивания покрытия
возрастает.

С увеличением глубины проплавления (объе!
мной доли основного металла в наплавленном по!
крытии с 2 до 33 %) уменьшается объемная доля
карбида ванадия в покрытии на 40 % (рис. 3). Бо!
лее того, по толщине покрытия явно выделяются
две области, сформированные токами 220…260 А.
В первой области от границы сплавления на тол!
щину проплавления наблюдается линейный рост
числа частиц карбида ванадия, а далее во второй
области их практически стабильное содержание по
толщине. Причем для покрытий, сформирован!
ных током 260 А, данная зависимость сохраняется
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для всех скоростей расхода порошка. Далее с уме!
ньшением тока наплавки формируется относи!
тельно однородное распределение числа частиц по
всей толщине покрытия для скоростей расхода по!
рошка 1,9…2,2 кг/ч (240 и 220 А), 1,5…1,9 кг/ч
(200 А). Формирование первой области с неравно!
мерным распределением частиц карбида ванадия
при малом расходе порошка связано с интенсив!
ным проплавлением основного металла.

Рис. 3. Зависимости объемной доли частиц VC (V) от доли
участия основного металла в наплавленном покрытии

В покрытиях, наплавленных токами 160…180 А
при минимальном расходе присадочного порошка,
распределение частиц VC неравномерно, однако
эта неравномерность не связана с проплавлением
основного металла, а обусловлена периодическим
распределением частиц карбида ванадия по эллип!
тическим траекториям [18, 19].

Морфология частиц карбида ванадия в микро!
структуре наплавленных покрытий в зависимости
от режимов наплавки различна. В упрочняющих
слоях, сформированных токами 220…260 А при
скорости подачи присадочного порошка
1,1…1,5 кг/ч, частицы карбида ванадия, распола!
гающиеся в основном по границам аустенитного
зерна, имеют вытянутую морфологию (рис. 2, а, б,
стрелки А). Увеличение скорости подачи приса!
дочного порошка способствует формированию ча!
стиц карбида ванадия равноосной морфологии,
как в зернах матрицы, так и в эвтектических коло!
ниях (рис. 2, в, г, стрелки В).

Анализ всего комплекса микроструктур свиде!
тельствует о том, что для интервала токов от 180 до
200 А с увеличением скорости подачи порошка от
1,1 до 1,9 кг/ч средний размер частиц карбида ва!
надия слабо уменьшается, принимая значения в
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Рис. 2. Микроструктура композиционных покрытий, сформированных по режимам: а, б) 260 А, 1,1 кг/ч (№ 14); в) 260 А,
2,2 кг/ч (№ 17); г) 220 А, 2,2 кг/ч (№ 9): А – частицы VС вытянутой формы; В – частицы VС равноосной формы; С – эв�
тектический карбид Cr7C3, D – матрица; на основе γ� и α�твердых растворов

  
      

  
      



пределах 1,30…1,45 мкм (рис. 4, а). Для тока 220 А
средний размер частиц также слабо снижается с
увеличением расхода порошка от 1,69 до 1,62 мкм
(рис. 4, а). Далее с увеличением тока (240 и 260 А)
средний размер частиц растет от 1,5 до 1,85 мкм по
линейному закону с увеличением расхода порош!
ка. Это вызывает уменьшение числа частиц при!
мерно в два раза (от 600 до 300) на анализируемой
площади шлифа (104 мкм2, рис. 4, б).

Одновременно с ростом среднего размера и
объемной доли (рис. 4, г) частиц VC наблюдается
частичное изменение и их морфологии: в интерва!
ле токов 220…260 А с ростом скорости подачи по!
рошка частицы удлинённой формы становятся бо!
лее равноосными (рис. 4, в). Данное изменение
происходит по закону, близкому к линейному. Для
более детального изменения фактора формы было
построено распределение числа частиц от f для по!
крытий, выполненных при силе тока 260 А и ско!
рости подачи порошка 1,1 и 2,2 кг/ч (рис. 5). Ана!
лиз полученных данных свидетельствует, что при
минимальном расходе порошка средний размер
фактора формы не превышает 0,64 (рис. 5, а). При
увеличении расхода порошка в два раза среднее
значение f равно 0,8 (рис. 5, б), что подтверждает

формирование практически равноосных частиц
карбида ванадия.

При наплавке током 200 А фактор формы с уве!
личением расхода порошка до 1,5 кг/ч увеличива!
ется от 0,74 до 0,81 и далее не меняется. При на!
плавке покрытий токами 180 и 160 А частицы VC
в них описываются средним фактором формы
0,77 и 0,81 уже при минимальном расходе порош!
ка (рис. 4, в).

Изменение объемной доли VC при варьирова!
нии скорости подачи присадочного порошка и си!
лы тока можно связать, во�первых, с увеличением
доли участия основного металла в наплавленном
покрытии (рис. 3), во�вторых, с увеличением вы!
горания и окисления легирующих элементов в хо!
де плазменной наплавки при возрастании тока на!
плавки.

Морфология и размер частиц карбида ванадия
связаны с металлургическими процессами, проте!
кающими в ванне расплава, и с перераспределени!
ем легирующих элементов между фазами. В работе
[18] показано, что исходный порошок ПР!
Х18ФНМ содержит мелкодисперсные (менее
1 мкм) частицы VC. По данным [17, 23] при ППН
средняя температура ванны расплава может дости!
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Рис. 4. Изменение среднего размера d (а), количества N (б), фактора удлинения f (в) и объемной доли V (г) частиц VC от си�
лы тока наплавки и скорости подачи присадочного порошка vп



гать 1500…1850 °С, а температура ванны под стол!
бом плазмы может в два раза превосходить сред!
нюю температуру ванны расплава [24].

Температура плавления карбида ванадия равна
2830 °С, а карбида М7C3 – 1665 °С [24]. Карбид вана!
дия начинает растворяться в аустените при темпе!
ратуре 1100…1150 °С, а выделяться из него при на!
греве до 500…600 °С [21]. Поскольку сплав системы
Fe!Cr!V!Mo!C содержит помимо ванадия такие
карбидообразующие элементы, как Cr и Mo, обра!
зующие менее тугоплавкий карбид M7C3 (M7C3 ра!
створяется при температурах 950…1150 °С), спо!
собный растворить в себе до 15 % ванадия, то кар!
бид VC практически нерастворим в аустените [21].
В работе [12] показано, что в случае проведения
аустенитизации Fe!Cr!V!Mo стали с высоким со!
держанием ванадия при температуре 1000 °C в ее
микроструктуре будет находиться до 13 % частиц
VС и до 8 % Cr7C3, а при 1200 °C доля карбида вана!
дия уменьшается до 10 % за счет растворения ча!
стиц мелкой фракции; карбид хрома полностью
отсутствует уже при температуре аустенитизации
1150 °C. По данным [3] в жидкой стали или чугуне
может растворяться до 3 % VC.

На основании вышесказанного, учитывая крат!
ковременность (менее 1 минуты) существования
ванны расплава и диффузионный характер раство!
рения тугоплавких частиц, можно говорить лишь
о частичном растворении частиц VС и более пол!
ном растворении карбида типа М7C3. Степень ра!
створения частиц VC зависит от силы тока, поляр!
ности, скорости наплавки, скорости подачи приса!
дочного порошка и их исходного размера.

Большое количество вытянутых частицы VC в
зернах аустенитной матрицы с фактором формы ме!
ньше 0,7 в покрытиях, полученных при высоких
значениях силы тока прямой полярности
(220…260 А) и малых расходах (1,1…1,5 кг/ч), мож!
но объяснить значительным растворением исход!
ных частиц VC в перегретой жидкометаллической
ванне. При дальнейшей кристаллизации оставшие!
ся исходные частицы получают направленный рост
по границам зерен матрицы за счет диффузионного
перераспределения углерода и ванадия между твер!
дым раствором аустенита и карбидной фазой.

Увеличение расхода порошка более 1,5 кг/ч
способствует уменьшению температуры жидкоме!
таллической ванны и, следовательно, сокращению
доли растворившихся исходных частиц карбида в
ней. При дальнейшей кристаллизации и охлажде!
нии многочисленные исходные частицы и вновь
выпавшие равномерно подрастают, сохраняя рав!
ноосную форму.

В покрытиях, наплавленных при значениях то!
ка 160…200 А, независимо от скорости подачи по!
рошка частицы карбида ванадия формируются
только равноосной формы (рис. 4, в). Это обусло!
влено меньшей температурой перегрева жидкоме!
таллической ванны, что обеспечивает меньшую ра!
створимость исходных частиц карбида ванадия.

Отдельно необходимо отметить формирование
мелкодисперсных выделений строчек карбидов,
которые хорошо просматриваются в аустенитных
зернах (рис. 2, б, в). Данные дисперсные выделе!
ния, по!видимому, интенсивно формируются при
температурах менее 800 °С, когда диффузионная
подвижность легирующих элементов мала, а угле!
род еще способен активно диффундировать. Тип
этих карбидных выделений можно определить
только с применением высокоразрешающей элек!
тронной микроскопии. Несомненным фактом яв!
ляется то, что ППН позволяет формировать мульт!
и модальное распределение упрочняющей фазы по
размерам в объеме упрочненного слоя: микронные
и субмикронные размеры частиц карбида ванадия
в аустенитной матрице и эвтектические карбиды
типа Cr7C3, что обеспечивает равномерность их ра!
спределения по объему. Это, по данным [16], явля!
ется эффективным способом повышения износо!
стойкости композиционных покрытий.

Выводы
При ППН порошком ПР!Х18ФНМ с увеличени!

ем тока в интервале 160…260 А глубина проплав!
ления основного металла увеличивается и особен!
но интенсивно (в два раза в сравнении с наплавкой
током 240 А) для значения 260 А во всем исследо!
ванном интервале скоростей подачи порошка
(1,1…2,2 кг/ч). Наибольший уровень проплавле!
ния для всех значений тока наплавки наблюдается
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Рис. 5. Распределение частиц VC в зависимости от фактора формы (f) в покрытиях, выполненных током 260 А при расходе по�
рошка а) 1,1; б) 2,2 кг/ч

                      



при малом расходе порошка, и он изменяется от
0,1 до 1 мм при увеличении тока. Далее с увеличе!
нием расхода интенсивность проплавления умень!
шается по линейному закону и для токов
160…240 А и расходе порошка 1,9…2,2 кг/ч не
превышает 0,4 мм. С увеличением глубины про!
плавления (объемной доли основного металла в на!
плавленном покрытии с 2 до 33 %) уменьшается
объемная доля карбида ванадия в упрочняющем
слое на величину, достигающую 40 %.

Показано, что для интервала изменений тока
от 160 до 200 А независимо от скорости подачи по!
рошка средний размер частиц карбида ванадия ра!
вен 1,3…1,4 мкм, в случае наплавки током 220 А –
1,60…1,7 мкм, а для токов 240 и 260 А средний d
растет по линейному закону с увеличением расхо!
да порошка от 1,5 до 1,85 мкм.

Установлено, что в интервале токов 220…260 А с
ростом скорости подачи порошка фактор формы ча!

стиц VC растет по линейному закону и при расходе бо!
лее 1,5 кг/ч они становятся равноосными (f>0,7). При
наплавке покрытий токами 160…200 А частицы VC в
них описываются средним фактором формы больше
0,74 уже при минимальном расходе порошка.

Удлиненные частицы в основном располагают!
ся по границам аустенитных зерен, а равноосные –
в теле зерен и эвтектике.

Плазменная порошковая наплавка позволяет
формировать мультимодальное распределение
упрочняющей фазы по размерам в объеме упроч!
ненного слоя: микронные и субмикронные размеры
частиц карбида ванадия в аустенитной матрице и
эвтектические карбиды типа Cr7C3, что обеспечива!
ет равномерность их распределения по объему.

Работа выполнена при финансовой поддержке государ�
ственного задания Министерства образования и науки
РФ на проведение научно�исследовательских работ ТПУ
№ 862.
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The vital importance of the investigation is caused by forming the volume homogeneous structure and the phase composition of com�
posite coatings to give them wide range of operational requirements. The paper seeks to study in detail the change of average volume
fraction, size, carbide�vanadium particles shape factor, uniformity of their distribution depending on current intensity and the feed spe�
ed of PR�Cr18VNiMo powder in a plasma�powder deposition with the direct current. The microstructure analysis of the coatings was car�
ried out with Olympus GX51 optical microscope supplied with SIAMS�700 image analyzer. The authors have carried out the phase com�
position investigations of the depositions using X�ray diffraction analysis by means of Shimadzu XRD�6000 diffractometer with CuK fil�
tered α�radiation. The studies revealed the influence of plasma surfacing parameters such as current straight polarity and powder feed 
rate of PR�Cr18VNiMo on vanadium carbide microstructure. With the increasing powder feed rate in the range of current of 220...260 A
the VC particle shape factor grows linearly. At rate exceeding 1,5 kg/h the VC particle shape factor become equiaxed. The use of surfa�
cing coating currents of 160...200 A promotes the release of equiaxed particles. In this case their form factor does not depend on the
powder feed rate.
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Введение
Роторы многих центробежных машин – сти!

ральных, экстракторов, сепараторов, центрифуг,
осевых вентиляторов и пр. – установлены в корпус
с возможностью вращения, а уже корпус закре!
плен упруго!вязко и совершает неплоское движе!
ние. В этих машинах дисбаланс ротора меняется в

процессе выполнения технологических операций,
поэтому его целесообразно уравновешивать на хо!
ду пассивными автобалансирами (АБ) [1].

Наиболее полный обзор литературы по пассив!
ной автобалансировке роторов приведен в [1]. Учет
этого обзора и последних публикаций показывает,
что на сегодня мало работ, в которых аналитиче!
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В УПРУГО^ВЯЗКО ЗАКРЕПЛЕННОМ КОРПУСЕ С НЕПОДВИЖНОЙ ТОЧКОЙ
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Изучается процесс уравновешивания автобалансиром статически неуравновешенного ротора, помещенного с возможностью
вращения в тяжелый упруго�вязко закрепленный корпус с неподвижной точкой. Предложенная методика исследований может
быть стандартной при решении подобных задач и включает следующие этапы:
· составление упрощенных дифференциальных уравнений движения роторной системы, линеаризованных как по введенно�

му малому параметру, так и по отклонениям системы от установившегося движения;
· составление замкнутой системы дифференциальных уравнений относительно обобщенных координат, определяющих дви�

жение ротора, его дисбаланс;
· проведение уравнений к безразмерному виду, их комплексное сворачивание и приведение к стационарному виду;
· составление характеристического уравнения и исследование его корней.
В результате исследований установлено, что: принципиально возможно уравновесить ротор, только если условный составной ро�
тор (образованный ротором и корпусом) длинный; при этом ротор имеет одну критическую скорость, и автобалансировка насту�
пает при ее превышении; в процессе наступления автобалансировки сначала прекращаются быстрые движения корректирующих
грузов относительно ротора, а потом они медленно движутся относительно ротора к автобалансировочному положению.

Ключевые слова:
Ротор, дисбаланс, автобалансир, основное движение, устойчивость движения.



ски исследуется автобалансировка ротора, совер!
шающего неплоские движения [1–9]. При этом в
них рассматриваются роторы, непосредственно
установленные на опоры, и теоретически опреде!
ляются только условия наступления автобаланси!
ровки, а переходные процессы не исследуются.

В данной работе изучается автобалансировка
шаровым или роликовым АБ статически неура!
вновешенного ротора, помещенного с возможно!
стью вращения в тяжелый упруго!вязко закре!
пленный корпус с неподвижной точкой. По пред!
ложенной методике [1, 9], которая может быть
стандартной при исследовании роторных машин с
осесимметричными опорами, определены условия
наступления автобалансировки и оценены пере!
ходные процессы.

Описание теоретико^механической модели 
ротора и автобалансира
Ротор массы mr установлен в корпус массы mc с

возможностью поворота вокруг собственной про!
дольной оси, являющейся его главной централь!
ной осью инерции (рис. 1). Ротор вращается отно!
сительно корпуса с постоянной угловой скоростью
ω. Корпус удерживают опоры: шарнирная – в точ!
ке O, благодаря которой ротор имеет неподвижную
точку O на продольной оси, и две упруго!вязкие,
которые в недеформированом состоянии перпенди!
кулярны продольной оси ротора и действуют в пер!
пендикулярных направлениях.

Для описания движения системы используем
три тройки правых ортогональных осей (рис. 1).
Неподвижные оси Oxyz введены для положения
статического равновесия роторной системы так,
что ось Oz направлена вдоль продольной оси рото!
ра, оси Ox, Oy направлены параллельно направле!
ниям упруго!вязких опор. Подвижные оси Ouvw
жестко связаны с корпусом, а Oξηζ – с ротором.
В исходном положении роторной системы оси всех

трех систем совпадают (рис. 1, а).
Относительно осей Ouvw тензоры инерции ро!

тора и корпуса имеют вид

Упруго!вязкие опоры с коэффициентами же!
сткости kx, k и вязкости bx, by имеют радиус!векто!
ры точек приложения в проекциях на оси Oxyz
(рис. 1, а)

В плоскости P0(ζ=d0) на расстоянии r0 от про!
дольной оси ротора находится точечная масса m0,
образующая статический дисбаланс s0. Не ограни!
чивая общности, считаем, что в начальный момент
времени вектор s0 направлен параллельно оси Oξ.
В плоскости P(ζ=d), близкой к плоскости P0, уста!
новлен АБ с n одинаковыми корректирующими
грузами (КГ) – шарами или роликами массы m. КГ
в АБ катятся без скольжения по кольцевой дорож!
ке, при этом расстояние от продольной оси ротора
до центра шара или продольной оси ролика равно
r. Как это принято в теории пассивных АБ [1–9],
пренебрегаем действием сил тяжести на систему и
считаем, что: радиус КГ намного меньше радиуса
их беговой дорожки; КГ не препятствуют движе!
нию друг друга.

Модель движения ротора и корпуса приведена
на рис. 1. Вначале происходят повороты корпуса с
ротором вокруг точки O на углы Резаля α, β
(рис. 1, б), при этом оси Oxyz переходят в оси
Ouvw, задающие текущее положение корпуса. По!
том ротор поворачивается вокруг продольной оси
Ow=Oζ на угол γ=ωt (рис. 1, в), вследствие чего оси
Ouvw переходят в оси Oξηζ, задающие текущее по!
ложение ротора.

Положение массы дисбаланса или i!го КГ в пло!
скостях соответственно P0 и P определяются абсо!
лютными ϕi, /i=

⎯
0,n
⎯

/ (рис. 2, а) или относительны!

1 2

T T( ,0, ) , (0, , ) .B B B B B Bx z x z= − =r r

Diag( , , ), Diag( , , ).
r r r r c c c c

A A C A A C= =J J
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Рис. 1. Кинематика движения ротора и корпуса

 

   



ми ψi, /i=
⎯
0,n
⎯

/ (рис. 2, а) углами, отсчитываемыми
соответственно между осью D0uD0

(DuD) или
D0ξD0

(DξD) и относительным радиус!вектором ri мас!
сы дисбаланса (i=0) или центров масс КГ (i=

⎯
0,n
⎯

).
Абсолютные и относительные углы связаны соот!
ношениями

(1)

При движении i!го КГ по дорожке на него дей!
ствует сила вязкого сопротивления br(ω–ϕ. i), где
b – коэффициент силы вязкого сопротивления, и
r(ω–ϕ. i) – скорость движения центра масс i!го КГ
относительно ротора.

Составление упрощенных дифференциальных 
уравнений движения роторной системы 
в неподвижной системе координат
Упрощенные дифференциальные уравнения

движения системы составляются по методике,
предложенной в работе [9], с использованием ура!
внений Лагранжа ІІ рода

(2)

где T и П – соответственно кинетическая и потен!
циальная энергии системы, Ф – диссипативная функ!
ция Релея; q – вектор обобщенных координат, опреде!
ляющих движение системы. Упрощающие предполо!
жения касаются отношений малости величин [9]:

Кинетическая энергия системы равна
T=Tr+Tc+Σn

i=0Ti, где Tr – кинетическая энергия ро!
тора, Tc – массивного корпуса, Ti – массы дисба!
ланса или i!го КГ.

Кинетическая энергия ротора и корпуса равна
кинетической энергии вращательного движения
этих тел вокруг неподвижной точки O:

где ωωr≈(α. ,β
.
ω+α. β) T, ωωc≈(α. ,β

.
α. β)T – угловые ско!

рости вращения, соответственно, ротора и корпуса
в проекциях на подвижные оси Ouvw с точностью
до величин 2!го порядка малости включительно.
Тогда с этой же точностью

Кинетическая энергия i!го КГ определяется как
сумма кинетической энергии поступательного дви!
жения вместе с центром масс и вращательного дви!
жения вокруг центра масс Ti=Ti

(tr)+Ti
(rot), /i=

⎯
0,n
⎯

/.
Кинетическая энергия массы дисбаланса и посту!

пательного движения i!го КГ соответственно равна

(3)

где vi=ωωi×ρρi, /i=
⎯
0,n
⎯

/ – вектор скорости массы дис!
баланса или центра масс КГ; ρρ0≈(r0cosϕ0,r0sinϕ0,d0)T,
ρρi≈(rcosϕi,rsinϕi,d)T, /i=

⎯
0,n
⎯

/ – радиус!векторы со!
ответственно массы дисбаланса и центра масс КГ в
системе Ouvw; ωωr≈(α.

,β
.
ω+α.β)T – вектор угловой

скорости вращения вектора ρρi вокруг точки O в си!
стеме Ouvw.

С точностью до величин 1!го порядка малости
включительно

(4)

Из (3), (4) с точностью до величин 2!го порядка
малости включительно получим

Кинетическая энергия вращательного движе!
ния i!го КГ с точностью до величин 2!го порядка
малости включительно равна Ti

(rot)≈κ(rot) mr2ϕ.
i
2/2,

/i=
⎯
0,n
⎯

/, где κ(rot)=2/5 – для шаров и κ(rot)=1/2 – для
цилиндрических роликов.

Введем обобщенные координаты Su, Sv, опреде!
ляющие проекции суммарного дисбаланса точеч!
ной массы и КГ на оси Ou, Ov соответственно

(5)

Тогда кинетическая энергия системы с точно!
стью до величин 2!го порядка малости включи!
тельно примет вид
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Рис. 2. Углы, задающие положения массы дисбаланса и КГ относительно ротора

 a  



(6)

где A=Ar+Ac, κ=1+κ(rot), /i=
⎯
0,n
⎯

/.
Потенциальная энергия, накопленная двумя

опорами с точностью до величин 2!го порядка ма!
лости включительно равна:

(7)

Диссипативная функция Релея Ф=Фс+Σn

i=1Фi,
где Фc≈(bαα

. 2+bββ
.

2)/2 – составляющая корпуса (для
упруго!вязких опор – с точностью до величин вто!
рого порядка малости включительно), bα=byzB

2,
bβ=bxzB

2; Фi=br2(ϕ.i–ω)2/2, /i=
⎯
0,n
⎯

/ – составляющая i!
го КГ. Тогда с рассматриваемой точностью

(8)

Подставив (6)–(8) в (2), получим в случае изо!
тропных упруго!вязких опор (kβ=kα, bβ=bα) систему
(2+n) обыкновенных дифференциальных уравне!
ний 2!го порядка относительно обобщенных коор!
динат α, β, i, /i=

⎯
0,n
⎯

/:

(9)

(10)

Основные движения системы и дифференциальные
уравнения для исследования их устойчивости
На основных движениях ротор уравновешен и

вращается вокруг собственной продольной оси, по!
этому:

(11)

Устойчивость основных движений можно ис!
следовать по этим обобщенным координатам. Но
система уравнений (9) незамкнута. К ней нужно
добавить минимальное количество уравнений, яв!
ляющихся комбинациями соответствующих диф!
ференциальных уравнений движения КГ.

Замкнутая система дифференциальных уравнений
Умножим каждое уравнение в (10) поочередно

на sinϕi и сложим, затем – на cosϕi и сложим. По!
лученные уравнения в окрестности определенного
установившегося движения линеаризуются и с
учетом (1), (5) принимают вид

(12)

где

ψ~i, /i=
⎯
0,n
⎯

/ – угловое положение i!го КГ в устано!
вившемся движении.

Введем угол ϑ и параметр p:

и сдвинем время: 2ωt+ϑ=2ωt~ или t=t~–ϑ/(2ω).
Тогда уравнения (12) примут вид

(13)

Уравнения (9) не изменятся при переходе к но!
вому времени, поэтому уравнения (13) замыкают
их относительно неизвестных функций α, β, sv, su.
Уравнения (9), (13) – это система линейных диффе!
ренциальных уравнений 2!го порядка с периодиче!
скими коэффициентами. В нее входит 11 параме!
тров ω, d, m, n, κ, A, Cr, bα, b, p, kα.

Приведение уравнений к безразмерному 
и комплексному виду, переход 
к подвижной системе координат
Уравнения в безразмерном виде. Введем безраз!

мерные обобщенные координаты и выделим мини!
мальное количество независимых безразмерных
параметров, полностью описывающих динамику
системы.

Сделаем следующие преобразования системы
(9), (13):
а) введем безразмерные время τ~ и обобщенные ко!

ординаты α~, β~, s~u, s~v:

(14)

где ω0, lα, ls – масштабные коэффициенты;
б) поделим первые два уравнения на Aω0

2lα, а по!
следние два – на κω0

2ls;
в) введем безразмерные параметры ω~, C~, b~α, b~, m~, и

коэффициенты lα, ls, ω0:

Получим уравнения движения в безразмерном виде

(15)
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Таким образом, динамику системы описывают
5 безразмерных координат (4 зависимые – α~, β~,
s~u, s~v и одна независимая – τ~) и 6 независимых без!
размерных параметров ω~, m~, C~, b~α, b~, p.

Уравнения в комплексном виде. В комплекс!
ных переменных (после комплексного псевдосво!
рачивания) уравнения принимают вид двух пар
комплексно!сопряженных уравнений, и в каждое
из них входит меньшее число переменных.

Умножим четные уравнения системы (15) на
мнимую единицу i, после чего прибавим и отнимем
их от соответствующих нечетных уравнений, по!
лучим:

(16)

(17)

где

Дифференциальные уравнения движения ро*
торной системы в подвижной системе координат –
приведение уравнений к стационарному виду.

Введем в рассмотрение еще одну подвижную
систему координат Oξ1η1ζ1, полученную при пово!
роте системы Ouvw вокруг оси Ow на угол
ω~τ~=ωt+ϑ/2, и новые угловые переменные
δ1,θ1:α=δ1cosω~τ~–θ1sinω~τ~, β=δ1sinω~τ~+θ1cosω~τ~. Вы!
пишем связь между соответствующими перемен!
ными в системах координат Ouvw, Oξηζ, Oξ1η1ζ1:

(18)

где

(19)

s~0=m0r0d0/(mrd) – безразмерный статичный дисба!
ланс.

Подставив (18) в уравнения (16), (17) получаем:

(20)

(21)

где

С (11), (14), (18), (19) следует, что на основных
движениях обобщенные комплексные координаты
δz, δ–z, sz, s–z в подвижной системе координат Oξ1η1ζ1

равны 0:

Уравнения (20), (21) стационарны, поэтому
устойчивость основных движений роторной систе!
мы можно исследовать по обобщенным координа!
там δz, δ–z, sz, s–z с применением теории устойчивости
стационарных решений линейных автономных
дифференциальных уравнений.

Оценка величин безразмерных параметров 
ωω~, m~ , C~, b~αα, b~, p

Параметр ω~ соответствует угловой скорости
вращения ротора и теоретически может меняться в
пределах от 0 до +∞. Нужно определить такие
области изменения ω~, в пределах которых будут
устойчивыми основные движения.

Для реальных роторных машин масса КГ нам!
ного меньше массы ротора с корпусом, поэтому
m~<<1. В соответствии с уравнениями (20) корпус и
ротор как бы образуют составной ротор с осевыми
моментами инерции A=Ac+Ar, C=Cr, вычисленны!
ми относительно осей, проходящих через непо!
движную точку. Этот ротор в зависимости от вели!
чины параметра C~: C~<1 – длинный; C~≈1 – сфери!
ческий; C~>1 – короткий. Поскольку C~=Cr/(Ac+Ar),
то при массивном корпусе составной ротор будет
длинным, даже если сам ротор короткий. Поэтому
будем считать, что C~~1. В реальных роторных ма!
шинах силы сопротивления обеспечивают затуха!
ние переходных процессов, поэтому будем счи!
тать, что b~α, b~~1.

Так как

(22)

то при произвольном изменении дисбаланса и ко!
личества КГ параметр p принимает значения в пре!
делах от 0 до 1. Случай p=1 является критичес!
ким, так как разность уравнений (21) при этом да!
ет уравнение

и, следовательно, характеристическое уравнение
имеет один нулевой корень. Из (22) следует, что
равенство p=1 выполняется только в случае

(23)

где ψ~∈[0,π) – некоторый фиксированный угол.
В реальном АБ количество КГ всегда больше двух.
Поэтому равенство (23) не выполняется, так как
КГ мешают друг другу занимать положение на
прямой, проходящей через центр АБ.

Окончательно имеем такие оценки величин без!
размерных параметров:

Исследование устойчивости основных движений 
и характера переходных процессов
Запишем характеристическое уравнение систе!

мы (20), (21) в виде
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где

Нулевое приближение. В нулевом приближе!
нии (m~ =0) корни уравнения (24) равны

где

Корни λ3,8–– имеют отрицательную действитель!
ную часть, поэтому соответствующие им частные
решения асимптотически устойчивы при любых
ω~. Они определяют быстрые переходные процес!
сы, при которых КГ замедляют движение относи!
тельно ротора и устанавливается движение ротора,
соответствующее суммарному дисбалансу от массы
дисбаланса и КГ. Скорость протекания этих пере!
ходных процессов зависит от условий закрепления
ротора, его массо!инерционных характеристик,
скорости вращения, сил вязкого сопротивления,
действующих на КГ, и не зависит от уравновеши!
ваемого дисбаланса, положения плоскости движе!
ния КГ, количества КГ и их текущих положений.
Поэтому возможна отдельная оптимизация ука!
занных параметров с целью скорейшего наступле!
ния автобалансировки.

Первое приближение. Для окончательного опре!
деления условий асимптотической устойчивости ос!
новных движений необходимо найти в первом при!
ближениях корни λ1,2. Подставляя λ1,2=m~λ1,2

(1) в ура!
внение (24) с точностью до малых второго порядка
малости включительно относительно m~ , получим

(25)

Уравнение (25) будет иметь корни с отрицатель!
ными действительными частями тогда и только
тогда, когда a11=1+(C~–1)ω~ 2<0 или в размерном виде

Таким образом, ротор можно уравновесить,
только если составной ротор, образованный рото!
ром и корпусом, вытянутый (Ac+Ar>Cr).

Из уравнения (25) находим нулевые корни в
первом приближении

Корни λ1,2 соответствуют медленным переход!
ным процессам – реакции КГ на движение ротора,
установившееся в нулевом приближении. КГ мед!
ленно стремятся к автобалансировочному положе!
нию. При чрезмерном количестве КГ существует
семья установившихся движений, и КГ стремятся
к одному из движений этой семьи. Скорость проте!
кания этих переходных процессов зависит уже и
от уравновешиваемого дисбаланса, положения
плоскости движения КГ и их текущих положений.

Выводы
1. Принципиально возможно уравновесить ротор,

только если Ac+Ar>Cr – составной ротор (образо!
ванный ротором и корпусом), вытянутый.

2. При этом ротор имеет одну критическую ско!
рость ω1

*=zB√
⎯
kx/

⎯
(Ac

⎯
+Ar

⎯
>Cr
⎯

)  и автобалансировка
наступает при ее превышении.

3. Переходные процессы, характеризующие на!
ступление автобалансировки, делятся на: быс!
трые, при которых прекращаются быстрые
движения КГ относительно ротора и устанавли!
вается устойчивое движение ротора, соответ!
ствующее текущему суммарному дисбалансу;
медленные, при которых КГ приходят в автоба!
лансировочное положение, медленно двигаясь
относительно ротора.
Работа выполнена в соответствии с госбюджетной

темой Министерства образования и науки Украины
№ 0105U001506, период выполнения 2012–2014 гг.
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BALANCING OF ROTOR IN VISCO^ELASTIC FIXED CASING 
WITH FIXED POINT USING AUTO^BALANCER
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The authors have studied the process of balancing statically unbalanced rotor placed in visco�elastic fixed casing with fixed point by 
auto�balancer. The proposed research methodology may be standard in solving similar problems and includes the following stages:
· derivation of simplified differential equations of motion of rotor’s system linearized by the entered small parameter and by the 

system deviations from steady motion;
· obtaining of closed system of differential equations for generalized coordinates defining rotor motion and its unbalance;
· transformation of the equations to the dimensionless form, their complex folding and reduction to stationary form;
· obtaining of characteristic equation and studying its roots.
The results of the research are: it’s possible to balance rotor only if a conditional composite rotor (formed by rotor and casing) is long;
in this case rotor has only one critical speed and auto�balancing occurs on its exceeding; at auto�balancing at first the fast motions of
corrective weights stop relative to the rotor and then they move slowly relative to the rotor to auto�balancing positions.

Key words:
Rotor, unbalance, auto�balancer, main motion, stability of motion.



Около половины загрязняющих атмосферу ве!
ществ приходится на долю газообразных приме!
сей. Источниками загрязнения атмосферы дымо!
выми газами – продуктами сгорания – являются
практически все тепловые двигатели и установки,
сжигающие углеводородное топливо.

Исследования дымовых уходящих газов топли!
восжигающих установок показывают, что в их со!
ставе основными загрязнителями атмосферного
воздуха являются оксиды углерода (до 50 %), ок!
сиды серы (до 20 %), оксиды азота (до 6…8 %),
углеводороды (до 5…20 %).

Газообразные примеси наиболее опасны для
окружающей среды, так как трудно улавливаются
и легко переносятся на большие расстояния. Рас!
пространенными источниками загрязнения атмо!
сферы являются трубы.

Существующие модели и методики рассеяния
газообразных примесей содержат большое количе!
ство параметров, зависимость которых от метео!
условий сложна и плохо изучена. Расчеты по ним
сильно разнятся [1, 2]. Наибольшее число резуль!
татов получено для высоких источников вредных
выбросов и далеко от них [3–7].

Большое воздействие на окружающую среду
оказывают низкие и средние источники, в частно!
сти котельные, располагающиеся вблизи жилых и
промышленных зон. Действие таких источников
исследовано недостаточно. Данная работа частич!
но восполняет этот пробел.

Предпосылки модели распространения газо!
вых примесей.

1. Основными параметрами, влияющими на рас!
пространение газообразных примесей в атмо!
сферном воздухе, являются направление и ско!
рость ветрового потока, скорость выбросов [3, 8].

2. Выбросы газообразных примесей, скорость
упорядоченного оседания которых практиче!
ски равна нулю, – турбулентные струи, распро!
страняющиеся в поперечном ветровом потоке.

3. Газовоздушную струю выбросов можно считать
практически воздушной уже вблизи источни!
ка. Рассеяние примесей в атмосферном призем!
ном слое осуществляется в конечном итоге под
действием диффузии переносящей среды (ве!
трового, воздушного потока).

4. Подъем струи выбросов за счет избыточной
температуры (плавучести) не учитывается [8].

5. Профиль концентраций газообразной примеси
в факеле выбросов подобен профилю избыточ!
ных температур в поперечном сечении струи
[9, 10].
Для моделирования рассеяния газообразных

примесей в реальной атмосфере необходимо соблю!
дать механическое (физическое) подобие модели,
под которым подразумеваются одновременно гео!
метрическое, кинематическое и динамическое по!
добия [11, 12]. Выполнение полного подобия прак!
тически невозможно, однако и частичность его,
тем более в случае развитых турбулентных тече!
ний, вполне достаточна в пределах качественной
оценки рассеяния газообразных веществ. Более
подробно корректность предложенного моделиро!
вания рассмотрена ниже.
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Актуальность работы обусловлена воздействием тепловых источников на окружающую среду посредством главным образом
вредных газообразных примесей, которые необходимо контролировать.
Цель работы: построить достоверную модель распространения примесей в приземном воздухе и получить оценочную методи�
ку расчета концентраций примесей.
Методы исследования: геометрическое и динамическое подобие физической модели распространения струи в поперечном
потоке и реального рассеяния летучих примесей для получения расчетной формулы концентрации вредного газа на разных рас�
стояниях от источника выбросов.
Результаты: Разработана физическая модель распространения вредных газообразных примесей от вертикальных тепловых ис�
точников в приземном атмосферном слое. Получена эмпирическая формула, которая позволяет оценить концентрации газовых
примесей на различных расстояниях от низких и средних источников выбросов. Приведены значения расстояний, на которых
будет максимальная концентрация, для различных высот источников выбросов. Проведен сравнительный анализ методики ав�
торов и одной из официальных методик расчета концентрации вредных примесей для одной из высот.

Ключевые слова:
Модель, газообразные примеси, струя, высота выбросов, концентрация.



Физическая модель изучаемого нами течения
представляет собой воздушную осесимметричную
струю, которая выбрасывается из трубы высотой
H=0,22…0,3 м и диаметром d=0,022 м под пря!
мым углом к направлению движения воздушного
потока. На рис. 1 представлена полученная авто!
ром задымленная струя. Для исследования струи в
сносящем потоке применялся аэродинамический
канал [13] длиной 5,5 м и поперечным сечением
0,8·0,5 м.

Рис. 1. Вертикальная струя в поперечном потоке

Исследования проводились для относительных
скоростных напоров q=0,85… 6,12 (q=u0

2/u1
2, где

u0 – максимальная скорость струи на срезе трубы;
u1 – скорость сносящего потока) с изотермически!
ми и слабонеизотермическими (критерий Архиме!
да Ar=(gd·ΔT0)/(2u0

2·T1)=2,8·10–4…1,0·10–3, где
g=9,8 м/с2 – ускорение свободного падения; ΔT0 –
разность абсолютных температур в струе и снося!
щем потоке, К; T1 – абсолютная температура пото!
ка, К) струями. Плотность, кинематическая вяз!
кость струй и сносящего потока принимались оди!
наковыми (относительная погрешность этих вели!
чин для рассматриваемых разностей температур
струи и потока не превышала 5 %).

Геометрическое подобие легко достижимо. На!
турные диаметры источников выбросов (например,
котельные, вентиляционные трубы) лежат в преде!
лах 0,5…1,5 м. Для диаметра используемых нами
модельных труб коэффициент Ml=ln/lm≈23…68
(ln, lm – какой!либо размер соответственно натуры
и модели), что соответствует высотам реальных
труб H≈5…20 м.

Масштаб скорости Mu=un/um=1,6…6 (un, um – ха!
рактерные скорости исследуемых течений соответ!
ственно в натуре и модели), что соответствует скоро!
сти атмосферных течений 3…10 м/с и воздушному
потоку в канале u1=1,7…1,9 м/с. Отсюда скорость
выбросов в натуре un≈4…28 м/с при скорости мо!
дельных струй (в устье источника) u0=2,4…4,7 м/с.

Значения чисел Рейнольдса для воздушных
струй, формирующихся в вертикальных трубах,
составляли Re0=2,7·103…6,9·103, где Re0=u0d/ν (ν –
кинематическая вязкость воздуха, м2/с). В цен!
тральной части канала был сформирован равно!
мерный поток с числом Re1≈8,5·104, где Re1=u1D/ν
(D – условный диаметр канала, который опреде!

лялся из равенства площадей поперечного сечения
канала и круглой трубы: a·b=πD2/4. Откуда
D=√

⎯
(4ab)

⎯⎯
/π ≈0,71м).

Реальные атмосферные течения имеют числа
Re1>105, а струи газообразных выбросов – Re0>104.
Однако это неполное подобие чисел Рейнольдса
для натуры и модели не оказывает серьезного
влияния на достоверность модельного исследова!
ния, так как расширение струи не зависит от плот!
ности, вязкости и числа Рейнольдса, если оно до!
статочно велико [10].

Реальная струя примесей достаточно быстро
приобретает температуру, близкую к окружающей
среде [14].

В [15] приведены расчеты, на основании кото!
рых сделано заключение, что при расчете возвы!
шения струи над устьем источника нецелесообраз!
но делать поправку на подъем струи за счет плаву!
чести, а следует учитывать лишь подъем под влия!
нием динамических сил. Это обеспечит некоторый
запас и большую надежность расчетов ожидаемых
концентраций вредных веществ.

В работе [3] показано, что при увеличении ско!
рости набегающего потока и других постоянных
параметрах высота подъема факела резко умень!
шается, и при скорости потока более 3 м/с уже не
наблюдается значительного эффекта всплытия.
В реальности скорости ветрового потока могут
быть значительно выше. Там же приводятся дан!
ные по влиянию разности температур факела и по!
тока на тепловой подъем, однако даже при разно!
сти температур ΔТ=182 К относительный тепло!
вой подъем факела составляет всего единицу.

Одной из основных характеристик распростра!
нения выбросов от труб является определение эф!
фективной высоты выброса с помощью выражений
для подъема шлейфа (определение оси струи).

Измерения скоростного и температурного по!
лей, визуальные наблюдения и фотосъемка зады!
мленных струй показали, что наиболее достоверно
ось струи описывается точками максимальной тем!
пературы в поперечных сечениях неизотермиче!
ской струи. Было показано, что ось струи, построен!
ная по максимальным температурам, лежит ниже
построенной по максимальным скоростям [16, 17].

Для относительных скоростных напоров q=2,0;
3,10; 5,55 слабонеизотермической струи было по!
лучено эмпирическое выражение для точек макси!
мальной температуры [16] (поднятие струи над ис!
точником):

(1)

где x–, z–0 – относительные координаты (x–=x/d,
z–0=z0/d), отсчитываемые относительно устья ис!
точника (трубы); x, z0 – координаты точек макси!
мальной температуры в поперечных сечениях
струи.

Считая, что профиль концентраций газообраз!
ной примеси подобен профилю избыточных темпе!
ратур в поперечном сечении струи, были определе!
ны границы теплового пограничного слоя струи.

0,51 0,33

0
,z q x=
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На основе опытных данных был получен без!
размерный профиль избыточной температуры в
вертикальной плоскости XZ [18], который может
быть представлен в виде:

(2)

где t – температура в измеряемой точке, °С; tm –
максимальная температура в рассматриваемом по!
перечном сечении струи, °С; t1 – температура сно!
сящего потока, °С; z – вертикальная координата
измеряемой точки; tgα0,5t – тангенс угла α, образо!
ванного точкой половинной избыточной макси!
мальной температуры и осью X в рассматриваемом
поперечном сечении струи (рис. 2).

Вблизи источника были определены значения
тангенсов отдельно выше (tgα +

0,5t) и ниже (tgα –
0,5t)

оси в поперечных сечениях струи.
По этим опытным данным были получены эм!

пирические зависимости

(3)

Рис. 2. Геометрические и кинематические характеристики
струи

Используя приведенные выше рассуждения и
зависимости, был построен профиль относитель!
ных, избыточных температур слабонеизотермиче!
ских струй в горизонтальной плоскости XY.

(4)

где tgβ0,5t – тангенс угла, образованного точкой по!
ловинной избыточной осевой температуры и осью
Х в рассматриваемом горизонтальном поперечном
сечении струи; у – поперечная координата (рис. 1).

Для некоторых поперечных сечений
(x–=0,9…17,25) были найдены значения тангенса
угла β0,5t, которые могут быть выражены зависимо!
стью

(5)

Для значений осевой относительной безразмер!
ной температуры была получена зависимость [17],
которая может быть представлена в виде
(x–=2,73…20,91):

(6)

где t0 – температура в начальном сечении струи
(в устье источника), °С.

Используя (2) и (6), можно получить выраже!
ние для профиля относительной температуры.

(7)

На рис. 3 представлены профили температуры,
построенные по (7), с использованием (1) и (3).

Рис. 3. Безразмерные профили температуры в плоскости XZ

Подобный профиль (рис. 3) будет и для относи!
тельной концентрации газообразных примесей,
если сделать замену t (температура) на c (концен!
трация).

На основе (1)–(7) была получена формула для
расчета концентрации с газообразных примесей,
выбрасываемых в атмосферу через одиночные ис!
точники (трубы), считая фоновую концентрацию
незначительной.

где A(x–) определяется (6) при x–<20 и A(x–)2,1q0,3/x–

при x–>20; c0 – концентрация примеси в устье ис!
точника; z–0 – положение осевой линии струи (точ!
ки максимальной температуры в поперечных сече!
ниях неизотермических струй) выбросов относи!
тельно устья источника; H

–
=H/d – относительная

высота источника выбросов; z–=z/d – вертикальная
относительная координата, отсчитываемая отно!
сительно поверхности Земли; y–=y/d – поперечная
относительная координата; tgα0,5, tgβ0,5 – тангенсы
углов, образованных точкой половинной избыточ!
ной максимальной температуры (концентрации) и
продольной осью X, в рассматриваемом попереч!

2

0
0 2

0,5

2

2

0,5

0,7 ( )
( ) exp

tg

0,7
exp ,

tg

z z H
ñ A x c

x

y

x

α

β

⎧ ⎫− − +⎛ ⎞⎪ ⎪
= ⋅ ⋅ ×⎨ ⎬⎜ ⎟⎝ ⎠⎪ ⎪⎩ ⎭

⎧ ⎫−⎪ ⎪⎛ ⎞× ⎨ ⎬⎜ ⎟⎝ ⎠⎪ ⎪⎩ ⎭

2

1 0

0,75 2

0 1 0,5

1 0,7
exp .

tg t

t t z z

t t x xα

⎧ ⎫− −⎪ ⎪⎛ ⎞= ⋅ −⎨ ⎬⎜ ⎟⎝ ⎠− ⎪ ⎪⎩ ⎭

1

0,75

0 1

1
,m

t t

t t x

−
=

−

0,86

0,5 0,75

0,29
tg .

t

q

x
β =

2

1

2

1 0,5

0,7
exp ,

tgm t

t t y

t t xβ

⎧ ⎫− ⎪ ⎪⎛ ⎞= −⎨ ⎬⎜ ⎟⎝ ⎠− ⎪ ⎪⎩ ⎭

0,43 0,28

0,5 0,50,75 0,75

0,39 0,54
tg è tg .

t t

q q

x x
α α+ −= =

2

1 0

2

1 0,5

0,7
exp ,

tgm t

t t z z

t t xα

⎧ ⎫− −⎪ ⎪⎛ ⎞= −⎨ ⎬⎜ ⎟⎝ ⎠− ⎪ ⎪⎩ ⎭

Известия Томского политехнического университета. 2014. Т. 324. № 2

80



ном сечении струи соответственно в вертикальной
XZ и горизонтальной XY плоскостях.

Вблизи источника (0<x–<20) tgα0,5 и tgβ0,5 опре!
деляются (3) и (5) соответственно. Далеко от источ!
ника (x–>20) tgα0,5≈0,10, tgβ0,5≈0,12 [18].

Используя математические преобразования
можно получить оценочные значения концентра!
ций газообразных примесей и на поверхности Зе!
мли (z–=0), определив предварительно место каса!
ния струи. Это будет происходить достаточно дале!
ко от источника, где tgα0,5≈0,10, tgβ0,5≈0,12. Для
конкретного значения q и относительной высоты
трубы H

–
можно найти подъем (шлейфа) струи

(z–0+H
–

) над поверхностью Земли, определив снача!
ла расстояние x–0, когда подъем струи над источни!
ком будет максимальным, используя (3) для tgα–

0,5t

и приравняв его к 0,1 и далее, подставив в (1).

Продифференцировав выражение для концен!
трации (при y–=0и z–=0)

и приравняв полученное выражение к нулю, мож!
но определить место касания струи с поверхностью
Земли (x–K) и относительную концентрацию приме!
си c–к=cк/c0 в этом месте.

В таблице приведены данные для координаты
касания струи x–K и относительной концентрации
примеси c–к (после косой черты) в зависимости от
относительного динамического напора q и высоты
источника выбросов H

–
.

Для сравнения были проведены расчеты по ме!
тодикам ОНД!86 (пример 1 из приложения 3) [2].
Были взяты следующие условия: высота трубы ис!
точника выбросов H=20 м, диаметр трубы D=1 м,

скорость выхода газовоздушной смеси u0=7 м/с,
перегрев газовоздушной смеси ΔT=100 К, ско!
рость сносящего воздушного потока u1=4 м/с. Ко!
эффициент, зависящий от температурной страти!
фикации А=200. Были получены следующие ре!
зультаты: расстояние xm=252 м от источника вы!
бросов, на котором относительная приземная кон!
центрация при неблагоприятных метеорологиче!
ских условиях и опасной скорости ветра достигает
максимального значения cm/c0=2,93·10–4; расстоя!
ние xmu=336 м от источника выбросов, на котором
при скорости ветра u1, отличающейся от опасной
скорости ветра и неблагоприятных метеорологиче!
ских условиях относительная приземная концен!
трация достигает максимального значения
cmu/c0=2,16· 10–4. Это соответствует нашим расче!
там (таблица H

–
=20, q≈3,1) c–к=0,006 и x–K=288, что

несколько отличается от полученных результатов
по ОНД!86. Однако расчеты по нашим формулам
достаточно просты и дают оценку верхней грани!
цы с некоторым запасом. Для холодных выбросов
(ΔT≈0) по ОНД!86 cm/c0=0,92·10–3, xm=114 м, а
cmu/c0=0,68·10–3, xmu=152 м. Такое большое отличие
в значениях x для холодных и нагретых выбросов
маловероятно, принимая во внимание обзор лите!
ратуры, приведенный выше.

В [7] проведен анализ применимости ряда наи!
более известных методик расчета рассеивания
вредных примесей в атмосфере в районе КАТЭК.
Разброс получился большой как между отдельны!
ми методиками, так и с натурными измерениями,
в десятки раз.

Выводы
Разработанная модель позволяет быстро оце!

нить рассеяние газообразных примесей, распро!
страняющихся от низких и средних источников
высотой 5…20 м в воздухе и на поверхности Земли
для скоростей ветровых потоков 3…10 м/с и скоро!
сти выбросов 4…20 м/с.
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Таблица. Концентрация газообразных примесей в точках касания струей выбросов поверхности Земли при заданных высотах
труб и относительной скорости 

q
H
–

5 10 12,5 15 17,5 20
2,0 98/0,016 157/0,01 186/0,0084 216/0,0072 246/0,0064 275/0,0057
3,1 110/0,016 169/0,01 199/0,009 228/0,008 258/0,0069 288/0,006

5,55 133/0,016 192/0,011 221/0,0096 251/0,0085 281/0,0076 310/0,0069
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Relevance of the work is caused by the influence of heat sources on the environment mainly by harmful gaseous impurities which must
be monitored.
The main aim of the study is to build a reliable model of distribution of impurities in ground air and to obtain an evaluation methodo�
logy for calculating the concentrations of impurities.
The methods used in the study: the geometric and dynamic similarity of physical model of jet propagation in cross flow and real scat�
tering of volatiles to obtain the calculation formula of harmful gas concentrations at different distances from the emission source.
The results: The authors have developed the physical model of distribution of harmful gaseous impurity extending from vertical thermal
sources in a ground atmospheric layer. The empirical formula for calculating gas impurity concentration at different distances from low
and average sources of emission was obtained. The paper introduces the values of the distances with maximum concentration for various
heights of emission sources. The authors carried out the comparative analysis of peronal method and one of the official methods for cal�
culating the concentration of harmful impurities for one of the heights.
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Введение
Особенностями никелида титана (TiNi) являет!

ся его способность изменять фазовый состав и, со!
ответственно, свойства при термических воздей!
ствиях и в силовых полях [1]. Так, при понижении
температуры Т исходная аустенитная (А) фаза пе!
реходит в более пластичную мартенситную (М) фа!
зу. Возврат температуры к исходной сопровожда!
ется обратным превращением мартенсита в аусте!
нит. Подобное превращение может произойти так!
же под действием напряжений s и деформаций ε,
при которых фаза А превращается в мартенсит де!
формации (Мд) с теми же его свойствами, что и в
термическом мартенсите. Снятие внешней нагруз!
ки приводит к обратному Мд→А превращению. Ре!
акция А→Мд происходит при температурах до
60…80 °С. Выше этих температур мартенсит дефор!
мации не образуется.

Таким образом, TiNi, как и другие материалы с
памятью формы (ПФ), относятся к классу слож!
ных материалов, свойства которых, а также коли!
чественные соотношения фаз в них переменны и
зависят от температуры и напряженно!деформиро!
ванного состояния. Возникновение твердофазных
реакций типа А↔М и А↔Мд превращений являет!
ся первопричиной ряда аномалий в свойствах этих
материалов, в частности механических, таких как
снижение сопротивления деформациям, увеличе!
ние внутреннего трения, пластичности, а также
особого поведения материалов с ПФ в условиях
трения и износа. Так, например, в [2] была получе!
на необычно высокая износостойкость TiNi, выяв!
лены механизмы износа и определена их природа.
Однако для установления полной физической кар!
тины такого поведения никелида титана необходи!
мо изучение предыстории его проявления, вопро!
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сов протекания пластических деформаций в по!
верхностных слоях при трении и структурно!фазо!
вого состояния последних.

Здесь мы имеем дело с динамическим процес!
сом трения, суть которого заключается в том, что в
результате А↔Мд превращений изменяется сам
процесс трения. Его следовало бы рассматривать
как простое создание условий, приводящих к из!
менению структуры поверхностных слоев, их ме!
ханических свойств и в ряде случаев состава. Од!
нако реальное трение так изменяет поверхностный
слой в материалах с ПФ, что в контактное взаимо!
действие вступает уже новый металл, обладающей
отличным от исходных структурно!фазовым со!
стоянием (СФС), параметрами трения (температу!
ра, коэффициент трения и износ) и работоспособ!
ностью контактных пар. Причем новые условия
создаются в поверхностных слоях, в основном в бе!
лых слоях (БС), если они образуются, и во вторую
очередь – в матрице, также с измененными СФС и
свойствами.

В настоящей работе поставлены задачи экспе!
риментально!аналитического изучения условий
возникновения белых слоев, их физико!механиче!
ских свойств и фазового состава на примере нике!
лида титана, как одного из распространенных в
технике представителей материалов с памятью
формы.

Важность изучения этих вопросов несомненна,
поскольку в настоящее время существует множе!
ство разновидностей элементов приборов и кон!
струкций на основе TiNi, работающих в условиях
трения, эксплуатационные параметры которых
определяются СФС и свойствами поверхностей.

Материалы, методы исследования и оборудование
Экспериментально изучались два сплава:

Ti50Ni47,5Fe2,5 – ТН!К и Ti49,4Ni50,6. Эти сплавы наибо!
лее изучены с позиций металлофизики и широко
используются в технике. Исследования влияния
давления и скорости на триботехнические свой!
ства проводились на машине СМТ!1 по схеме: не!
подвижная колодка (цилиндрический образец ди!
аметром 9 мм) – жесткий диск (контртело) из ста!
ли ШХ!15. Конструкция рабочего узла машины
позволяла измерять температуру непосредственно
вблизи зоны контакта.

Термообработка образцов выполнялась по ре!
жиму гомогенизирующего отжига: нагрев до
850 °С в вакууме с выдержкой 1 час и последую!
щим охлаждением в печи.

Исследование контакта с трением при низких
скоростях (до 12 м/мин) скольжения, допускаю!
щих несущественное повышение температуры,
проводилось на трибометре!склерометре ТС!1 [3].
В качестве инденторов применялись закаленный
шар с радиусом закругления ρ=1,0 мм и алмазный
конус с ρ=10 мкм.

Структурно!фазовое состояние и прочностные
свойства поверхностных слоев исследовались ме!
тодом разрезных образцов на нанотвердомере

«CSEM instruments» под нагрузкой на индентор
5 Н. Указанный метод, рассмотренный в [3], по!
зволяет изучать свойства никелида титана в глуби!
не деформированной зоны и исключает влияние на
нее температурных и силовых воздействий от про!
межуточных технологических операций подготов!
ки поверхностей.

Результаты исследований
Процесс формирования и свойства БС достаточ!

но полно изучены на сталях. В работе [4] на основе
методов рентгеноструктурного и электронноми!
кроскопического анализов показано, что белая зо!
на представляет сложную гетерогенную высокоди!
сперсную структуру, содержащую аустенит, мар!
тенсит и карбиды, представляющие из себя кри!
сталлиты с регулярным сопряжением А и М реше!
ток. В силу различия параметров А и М решеток,
возникающая М!фаза сильно искажает решетку
аустенита, что приводит к значительному повыше!
нию твердости белых слоев.

Условиями образования и существования БС
являются уровни деформационных процессов и
температурных вспышек в зонах физического кон!
такта, которые исчезают после прохождения ми!
кронеровности и разрушения пятна контакта. Так,
при малых давлениях (q,P), определяющих факти!
ческую температуру в зоне контакта, белые слои
могут не образоваться. Появление и рост их по
всей площади и толщине происходит на средних
скоростях (v=0,24 м/с при P=50 Н). На более вы!
соких скоростях v БС образуются частично, а при
самых малых v слои отсутствуют [4].

Структурное состояние в поверхностных
слоях и повышенная прочность их наблюдались
и на других материалах. Так, на рис. 1 показано
изменение микротвердости вглубь от поверхно!
сти контакта (h) в алюминии [4]. Из рисунка
видно, что твердость достигает максимума на
глубине 10–15 мкм и в дальнейшем понижается
до твердости исходного недеформированного ма!
териала. При этом, как указывалось в работе,
слои с повышенной твердостью состоят из хаоти!
чески ориентированных высокодисперсных кри!
сталлов.

Рис. 1. Изменение микротвердости по глубине образца из
алюминия при трении с различными давлениями q
(МПа): 1) 0; 2) 64; 3) 74; 4) 94; 5) 112 [5]
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Таким образом, из рассмотренных литератур!
ных источников можно сделать следующие выводы:
• На обычных материалах при трении создается

тонкий поверхностный слой с высокодиспер!
сной гетерогенной структурой, обладающий
повышенными прочностными свойствами.

• Образование слоя и его размерные параметры
зависят от многих факторов, основными из ко!
торых являются давление и скорость, опреде!
ляющие уровень температур в зонах фактиче!
ского контакта и время его жизни.

• Температурные вспышки приводят к размягче!
нию поверхностного слоя и его закалке
(в сталях).

• Давление в местах контакта и деформация при!
водят к деформационному упрочнению поверх!
ностного слоя менее прочного материала взаи!
модействующей пары.
Рассмотрим трение скольжения жесткого сфе!

рического индентора по упруго!пластическому по!
лупространству из никелида титана. При началь!
ном внедрении контртела прижимающая нагрузка
q, P вызывает сложное напряженное состояние в
TiNi, которое, в свою очередь, приводит к образова!
нию нескольких зон, различающихся по СФС и
прочности [6]. Это зона со смешанным A–Mд состоя!
нием, зона мартенсита деформации и зона, приле!
гающая ко дну отпечатка в виде вторичной струк!
туры – белого слоя. Существуют также переходные
области от исходного A к A–Mд состоянию, от нее к
Mд и область между зоной Mд и белым слоем.

Прочностные свойства этих зон существенно
отличаются друг от друга. Так, на рис. 2 показано
изменение нанотвердости по глубине деформиро!
ванной зоны при предварительной нагрузке сжа!
тия P=100 кН. Как видно, профиль кривых анало!
гичен кривым, показанным на рис. 1: существует
слой белого цвета с повышенной твердостью, слои
с понижающейся и исходной твердостями. Те же
самые свойства (белый однородный цвет, плохая
травимость, высокая твердость) наблюдались и в
условиях трения скольжения под нагрузкой q, P.
Как указывалось в работе [4], в условиях пластиче!
ского контакта с трением средние нормальные на!
пряжения на контакте равны напряжениям при
внедрении без скольжения. Это положение свиде!
тельствует о том, что основной вклад в образование

БС вносят нормальные нагрузки и во вторую оче!
редь – сдвигающие напряжения. Однако возни!
кновение температурных скачков в зонах физиче!
ского контакта может нарушить это условие.

На рис. 3 показано изменение нанотвердости в
функции расстояния h от поверхности вглубь ма!
териала. При этом использовались два вида инден!
торов – сферический сегмент и алмазный конус с
углом при вершине 90°. Скорость движения инден!
торов v выбиралась из условия отсутствия темпе!
ратурных скачков с целью выявления влияния на
твердость только давлений. Как видно из рисун!
ков, наблюдается повышение твердости с макси!
мальным ее значением на глубине h~20 мкм с
дальнейшим ее спадом. Графики на рис. 3 каче!
ственно аналогичны зависимостям, показанным
на рис. 1, 2. Здесь следует заметить, что графики
на рис. 2 показывают Hmax на глубине на два поряд!
ка больше, чем на других рисунках. Это связанно с
весьма высокими предварительными сжимающи!
ми силами (100 кН).

Рис. 2. Распределение нанотвердости в ТН�1К в глубину ма�
териала. Значками обозначена твердость разных
структурных составляющих

На рис. 4 показано строение поверхностей тре!
ния при различных скоростях v и давлениях q.

Из анализа рисунков следует:
• С увеличением v и q площадь белых слоев воз!

растает при дальнейшей ее стабилизации.
• Более интенсивное образование белых слоев на!

блюдается на сплаве Ti49,4Ni50,6.
• На больших скоростях и некоторых нагрузках

видны следы разрушения БС.
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Рис. 3. Изменение нанотвердости Н по глубине материала: а) сферический индентор, ρ=1000 мкм; б) алмазный конус,
ρ=10 мкм



Рис. 4. Строение поверхностей сплавов ТН�1К (а–д) и
Ti49,4Ni50,6 (е–и). а) v=31,4 м/мин, q=4,72 МПа;
б) v=94,2 м/мин, q=4,72 МПа; в) v=126 м/мин,
q=4,72 МПа; г) v=31,4 м/мин, q=6,3 МПа;
д) v=62,8 м/мин, q=6,3 МПа; е) v=31,4 м/мин,
q=4,72 МПа; ж) v=62,8 м/мин, q=4,72 МПа;
з) v=94,2 м/мин, q=4,72 МПа; и) v=31,4 м/мин,
q=9,45 МПа

• При увеличении v и q структура белых слоев
меняется от сплошного их распределения до по!
лосчатого вида.

• Наибольшее влияние на БС оказывает скорость
скольжения, что связанно с более интенсивным
увеличением температуры T по сравнению с
влиянием давления.
Проведем анализ СФС, используя теорию

A↔M и A↔Mд превращений, результаты наших
исследований структуры, прочностных свойств и
влияния температуры, а также сведения из лите!
ратурных источников. Прежде всего, выделим из
множества факторов, определяющих СФС, четыре
главных – это элементный состав, давление, ско!
рость и температура в зоне трения, определяемая
двумя путями. Первый из них – это повышение T в
зонах физического контакта при относительном
движении микровыступов. Причем в этом случае
температура повышается в виде импульсов с по!
следующим снижением до исходной после исчез!
новения пятна контакта. Второй путь – это увели!
чение T всей трущейся пары за счет внешних ис!
точников с целью выявления степени Mд→A воз!
врата за счет реализации памяти формы. Приме!
нительно к образованию белых слоев будем делать
акцент на первый путь.

Пластическая деформация под действием сжи!
мающих нагрузок вызывает образование мартенси!
та деформации. Но поскольку локальное повыше!
ние температур может в ряде случаев превышать
температурный порог образования Mд (60…80 °С),
то возможно частичное отсутствие А→Mд перехо!
дов или частичная реализация Mд→A превраще!
ний при охлаждении пятна. Поскольку исследует!
ся уже охлажденный материал, то белые слои по
фазовому составу представляют собой смесь кри!

сталлов аустенита и мартенсита деформации с ре!
гулярным сопряжением решеток, т. е. с когерент!
ными межзеренными границами, а также в малых
долях вторичных фаз Ti2Ni и TiNi3. Тогда можно
сказать, что БС представляет гетерогенную квази!
равновесную А–Mд систему, состоящую из недовоз!
вращенного мартенсита после снятия нагрузки и,
соответственно, исчезновения пятна контакта мар!
тенсита, а также исходного или образовавшегося
по реакции Mд→A аустенита и, в меньшей степе!
ни, вторичных фаз. Одновременно сосуществова!
ние А и Mд фаз было получено в работе [7] на осно!
ве результатов рентгеноструктурного анализа.

Действие давления совместно со сдвигающими
нагрузками приводит к дроблению, измельчению
всех фаз, и структура белых слоев представляет со!
бой конгломерат высокодисперсных кристаллов.
Поэтому по внешнему виду БС отличаются от
остальных деформированных зон морфологией
(отдельно кристаллы А и Mд фаз неразличимы в от!
личие от морфологии других зон), склонностью к
травимости химическими реактивами и повышен!
ной твердостью (рис. 3). Поскольку поверхностная
энергия на межфазных A–Mд границах близка к
нулю, то при травлении электрохимические пары
не возникают и границы зерен не выделяются. На!
грев от внешних источников, например, до темпе!
ратур формирующего отжига (500 °С) особого влия!
ния на параметры (свойства, геометрию) БС не
оказывает. Различия в параметрах решеток А и Mд

фаз приводят к появлению высоких внутренних
напряжений, а давления – к их наклепу, что повы!
шает прочностные свойства особенно в области бе!
лого слоя.

Важной особенностью белого слоя является его
высокие пластические свойства и прочность. Они
проявляются и при внедрении сферического ин!
дентора в условиях гидростатического давления и
при скольжении его с трением с образованием
фронтальных пластических волн, а также в усло!
виях многократных проходов сферического инден!
тора, когда поверхностные слои испытывают ци!
клические сжатие и разгрузку с элементами растя!
гивающих напряжений. Эти факты были устано!
влены авторами на основе изучения микрострук!
туры слоя и физико!механического его состояния с
точки зрения трещинообразования и поведения в
условиях сложных НДС [3, 6].

Вообще, любые твердофазные химические ре!
акции сопровождаются повышением пластично!
сти и снижением сопротивления деформированию
[1]. Аномалии механических свойств проявляются
не только в ходе самих превращений под нагруз!
кой, но и в связи с прошедшим ранее превращени!
ем. Существует несколько каналов воздействия
фазовых превращений на пластичность, реализуе!
мых в материалах с памятью формы, в том числе и
в никелиде титана. Это ориентирование зароды!
шей новой фазы вдоль линий напряжений, появле!
ние микропластических деформаций в направле!
нии силы, из!за изменения объема фаз, активации
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направленного массопереноса за счет диффузион!
ных процессов, инициированных полями напря!
жений, за счет перестройки блочной и дислока!
ционной структуры с движением дефектов в сторо!
ну приложенных напряжений.

Таким образом, можно отметить, что под влия!
нием давлений, сдвигающих нагрузок, темпера!
турно!скоростных параметров меняются физико!
механические свойства и сам процесс трения. Поэ!
тому можно сказать, что ответственным за резуль!
тат работы контакта с трением является не столько
материал с исходной структурой, сколько матери!
ал, структура и свойства которого формируются в
процессе трения. При этом, учитывая высокую
статическую прочность, пластичность в поверх!
ностных слоях и циклическую прочность, харак!
терную для материалов с памятью формы, получа!
ем благоприятные условия для процесса скольже!
ния и повышения износостойкости.

Заключение
Установлено, что белые слои обладают рядом

особых свойств, отличных от свойств матрицы ме!

таллов. Это белый цвет, плохая протравливае!
мость, высокие прочностные свойства и пластич!
ность. Показано, что процесс трения проходит не
по материалу с исходной структурой, а со структу!
рой и свойствами, образованными за счет прямых
и обратных мартенситных превращений.

Белые слои формируются как при простом сжа!
тии, так и в условиях трения скольжения. Струк!
турно!фазовое состояние их зависит от давлений,
скоростей скольжения и температуры в зоне кон!
такта и представляют собой квазиравновесную
аустенитно!мартенситную систему в виде конгло!
мерата высоко!дисперсных наноразмерных кри!
сталлов обеих фаз.

Показано, что наибольшее влияние на свойства
белых слоев оказывает скорость, определяющая
температурный уровень в зонах контакта, кото!
рый регулирует количественный состав фаз, а да!
вление со сдвигающими нагрузками определяет
степень дисперсности кристаллов. Высокая ци!
клическая прочность и рассмотренные выше свой!
ства белых слоев определяют высокую износостой!
кость никелида титана.
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Materials and equipment: Two alloys Ti50Ni47,5Fe2,5 – ТН�1К and Ti49,4Ni50,6 were studied experimentally on the machine SMT�1, tribome�
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Введение
Никелид титана (TiNi) относится к классу ма!

териалов с эффектом памяти формы (ЭПФ), осо!
бенностью которых является изменение фазового
состава в условиях термического или силового воз!
действий. Эти изменения характеризуются пря!
мыми и обратными мартенситными превращения!
ми, в результате которых исходная аустенитная
фаза (А) превращается частично или полностью в
новую мартенситную фазу с образованием темпе!
ратурного мартенсита М или мартенсита деформа!
ции Мд. При снятии внешнего воздействия проис!
ходит частичное или полное обратное М→А или
Мд→А превращения.

Опыт эксплуатации конструкций и технологиче!
ской обработки изделий из никелида титана пока!
зал, что его износостойкость существенно выше, чем
у обычных антифрикционных материалов и прибли!
жается или превышает по этому показателю высоко!
износостойкие специальные сплавы и покрытия.

Ранее авторами в работе [1] затрагивалось это
явление. В настоящей статье излагается более глу!

бокое его рассмотрение и анализ с позиций мартен!
ситных превращений, контактной механики, ме!
ханики разрушения, теории трения и износа, а
также на базе имеющихся экспериментальных ре!
зультатов.

Введем ряд условий трения никелида титана с
целью выделить усталостный износ как основной,
не переходя при этом границы наиболее распро!
страненных эксплуатационных характеристик со!
единений.
• Никелид титана – материал коррозионностой!

кий, на нем образуются только адсорбирован!
ные слои, не вступающие в химическое взаимо!
действие с материалом. Наличие незначитель!
ного количества вторичных фаз (TiNi3, Ti3Ni)
существенного влияния на хемосорбцию мате!
риала в целом не оказывает.

• Режимы работы таковы, что h/R≤0,5 (h – глу!
бина внедрения единичной микронеровности в
контртело, R – радиус при вершине этой неров!
ности) исключают микрорезание и абразивное
изнашивание.
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Цель работы: рассмотреть поверхностное разрушение по усталостному механизму износа обычных металлов и никелида тита�
на, привести сравнительные экспериментальные результаты, показывающие, что износостойкость никелида титана намного вы�
ше традиционных антифрикционных металлов. Раскрыть природу повышенной износостойкости никелида титана.
Методика и материалы: исследовались сплавы TiNi трех составов: Ti50Ni47,5Fe2,5 (ТН�1К), Ti49,4Ni50,6, Ti49,9Ni50,1. Работа выполнялась
на машине трения СМТ�1. Исследование поверхностных слоев проводилось на микроскопе нанотвердомера «GSEM instruments»
и на 3D профилографе�профилометре «Still».
Результаты: путем введения ряда условий, не нарушающих работоспособность реальных узлов трения, выделен усталостный
износ, как основной вид изнашивания. Рассмотрены процессы образования частиц износа за счет образования подповерхност�
ных трещин. Повышенная по сравнению с обычными материалами долговечность никелида титана доказана экспериментально.
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• Выбираются наиболее предпочтительные с точ!
ки зрения эксплуатационных характеристик
скоростные и силовые режимы малого и сред!
него уровней (q=3…6 МПа, v=0,5…2,5 м/с).

• Рассматривается сухое трение и учитывается
только трение скольжения. Трение покоя и
предварительное смещение не рассматриваются.

• Сдвигающие нагрузки τ прикладываются ци!
клически, одного направления и амплитуды.
При этих условиях отсутствуют многие виды

износа: микрорезание, корозионно!механический,
электро!механический, эрозионный, кавитацион!
ный, фреттинг!износ и др.

В результате остаются два вида разрушения –
усталостный и адгезионный. Адгезионное изнаши!
вание (схватывание) присутствует на любых пло!
щадках физического контакта, но доля его в об!
щем износе относительно мала по сравнению с
усталостным износом [1].

Материалы, методика и приборы
Исследовались сплавы TiNi трех составов:

Ti50Ni47,5Fe2,5 (ТН!1К), Ti49,4Ni50,6, Ti49,9Ni50,1.
Работа выполнялась на машине трения СМТ!1.

Использовалась схема – неподвижная колодка (об!
разец) – жесткий вращающийся диск (контртело).
Образцы выполнялись в виде цилиндров диаме!
тром 9 мм и высотой 10 мм. Термообработка спла!
вов TiNi проводилась в вакууме по режиму
Т=850 °C с выдержкой 1 час. Исследование по!
верхностных слоев проводилось на микроскопе на!
нотвердомера «GSEM instruments» и на 3D профи!
лографе!профилометре «Still».

Усталостное разрушение классических материалов
Рассмотрим физическую картину усталостного

разрушения материалов.
Усталостное поверхностное разрушение проис!

ходит путем отделения (отслаивания) материала с
поверхности трущихся тел в виде тонких пласти!
нок – чешуек. Для этого необходимо распростране!
ние подповерхностной магистральной горизон!
тальной трещины до ее пересечения с поверхно!
стью или растущей от поверхности вглубь матери!
ала вертикальной трещины (рис. 1). Вопрос возни!
кновения микротрещин (зародышевых) является
наиболее трудным и малоизученным. Изнашива!
ние в значительной степени определяется напря!
женно!деформированным состоянием (НДС) по!
верхностных слоев, возникающим при взаимодей!
ствии микронеровностей трущихся тел. Последние
создаются или в результате предшествующей тех!
нологической обработки, или путем приработки
при трении.

В пластичных материалах, таких как металлы,
отслаивание происходит за счет слияния микро!
трещин (микропор), которые образуются на вклю!
чениях за счет растягивающих напряжений в по!
верхностном слое, при многократном цикличе!
ском деформировании микронеровностями контр!
тела, а также на дефектах кристаллического стро!

ения, исходных микропорах, во впадинах микро!
выступов дискретного контакта. Возникновение
вертикальных трещин возможно за счет концен!
трации напряжений во впадинах микронеровно!
стей и адгезионными вырывами. На рис. 1 схема!
тично изображены расположения трещин.

Рис. 1. Схема расположений горизонтальной и вертикаль�
ной трещин в полупространстве с перемещающейся
на его поверхности герцевской площадкой

Если оба вида трещин сформированы, то воз!
можно отследить их распространение до локаль!
ных разрушений, т. е. отделения частиц – фраг!
ментов износа. Такой анализ был сделан в работе
[2], где были введены коэффициенты интенсивно!
сти напряжений К1 и К2, соответственно, по нор!
мальным и касательным напряжениям, возника!
ющим на площадке герцевского контакта от нагру!
зок q и fq (f=0,25 коэффициент трения). На рис. 2
показано изменение этих коэффициентов в функ!
ции координат (h, a, l1, l2, q, b, g – рис. 1) располо!
жения трещин относительно осей z и x. Знак «+»
соответствует положительному перемещению ми!
кровыступа относительно z и x.

Рис. 2. Зависимость нормированных коэффициентов К1

(сплошные кривые) и К2 (штриховые кривые) от без�
размерного расстояния между концом трещины и
осью герцевской площадки: а) горизонтальная,
б) вертикальная трещина

Из графиков (рис. 2, а) видно, что если микровы!
ступ находится над трещиной (в/а=1), то она сжи!
мается. При удалении герцевской площадки вправо
(рис. 1) К1 и К2 возрастают, достигая максимума.
Более длинным трещинам соответствует большие

       

Математика и механика. Физика

91



К. Если К>Кс (Кс – критическая длина трещины), то
трещина будет расти до критической длины. Это не!
равенство показывает, что при неоднократных про!
ходах длина трещины увеличивается.

Более сложный характер роста наблюдается у
вертикальных трещин (рис. 2, б). Видно, что мак!
симумы могут создаваться при нахождении ми!
кровыступа как справа, так и слева от трещины.
Мало того, вертикальная трещина может сом!
кнуться на поверхности и остаться острой на глу!
бине. Кроме того, эта трещина может отклоняться
от вертикали с наибольшим углом отклонения
Θ=–69°. Знак «–» показывает, что трещина разво!
рачивается в сторону, противоположную движе!
нию микровыступа, и при возможном ветвлении
такой трещины его микроразрушение может про!
изойти при циклических однонаправленных про!
ходах с образованием фрагмента.

В целом следует отметить, что рост трещин при
циклических проходах приводит при определен!
ной ее длине к отслаиванию материала и образова!
нию частиц износа.

Если контактируют, например, микронеров!
ность с упруго!пластическим полупространством,
то впереди каждой микронеровности, находящей!
ся в контакте движется пластическая волна [3]. На
фронте ее напряжения сжимающие, за фронтом –
растягивающие. Циклическое приложение сдви!
гающей нагрузки одного направления вызывает
цикличность изменения этих напряжений. С уве!
личением сжимающих и сдвиговых нагрузок вели!
чина растягивающих напряжений растет. Разгру!
жение пластичных материалов начинается по по!
верхности на глубине в зоне действия максималь!
ных касательных напряжений, а для хрупких ма!
териалов – на поверхности.

Из сказанного выше можно сделать следующий
вывод. Усталостное разрушение инициируется
пластическими деформациями поверхностных сло!
ев при многократных циклических проходах за
счет смены знака напряжений и образования под!
поверхностных или вертикальных магистральных
трещин, которые при некотором числе циклов и
критической нагрузке приводят к отслаиванию ма!
териала с образованием пластинок – чешуек изно!
са. Для хрупких материалов отслаивание идет с по!
верхности, вид разрушения хрупкий, а частицы из!
носа аналогичны частицам износа пластичных ма!
териалов, которые образуются из магистральной
трещины, близко расположенной к поверхности.

Усталостное разрушение 
никелида титана при трении
Общее в усталостных разрушениях материалов

с памятью формы и классических материалах со!
стоит в процессах образования подповерхностных
горизонтальных и вертикальных трещин в резуль!
тате слияния микротрещин и микропор в маги!
стральную, а также в пластических деформациях
и в усталостном разрушении с образованием ча!
стиц износа в виде мелкодисперсных частиц.

Различие в износе обоих типов материалов за!
ключается в структурно!фазовом состоянии (СФС)
поверхностного слоя и в связи с этим – в особенно!
стях пластического деформирования и образова!
ния зародышевых и магистральных трещин. Как
было сказано выше, при силовом воздействии на
TiNi (в нашем случае – это воздействия сжимаю!
щих и сдвигающих сил) проходят А↔Мд превра!
щения, связанные с нагружением, последующей
разгрузкой и сменой знака напряжений, т. е. про!
исходят последовательные прямые и обратные
мартенситные превращения. Причем обе фазы,
имеющие разные прочностные свойства, обладают
повышенной пластичностью. Так, при трении в
местах физического контакта возникают темпера!
турные вспышки. Если значения местных темпе!
ратур превышают температуру начала образова!
ния Мд, то значение фазовых переходов не будет,
но по окончании прохода контртела температура
падает, деформации и напряжения остаются, и пе!
реход будет реализован. Таким образом, фазовое
состояние и механические свойства поверхностей
сложные, а структурное состояние определяется
направлением сдвигающих сил, т. е. зерна фаз
ориентированы вдоль линий действия τ.

Пластическая деформация сопровождается де!
формационным упрочнением – наклепом. Кроме то!
го, на поверхностях трения образуются белые слои
повышенной по сравнению с матрицей прочностью,
но обладающие высокой пластичностью. На рис. 3
приведены фотографии изношенных поверхностей
со следами белых слоев. На рис. 4 показано их рас!
пространение вглубь материала от дна канавки, об!
разованной сферическим (рис. 4, а) и алмазным (ко!
ническим, рис. 4, б) инденторами. Толщина их и
площадь зависят от давления q, скорости скольже!
ния и состава сплава. При некоторых режимах тре!
ния слой может занимать всю поверхность трения.
И следует предположить, что слой вносит немалый
вклад в усталостный износ, поскольку он периоди!
чески удаляется в виде частиц износа и образуется
вновь. С точки зрения СФС этот слой формируется в
гидростатической зоне давлений и состоит из ульт!
рамелкодисперсных (наноразмерных) мартенсита и
остаточного аустенита.

Природа повышенной износостойкости 
никелида титана
Прежде всего, констатируем факт, что адге!

зионное изнашивание в никелиде титана обусло!
влено фазовыми превращениями с мартенситно!
двойниковыми реакциями. Это обстоятельство
указано для TiNi в работе [4] и подтверждено нами
экспериментально [1]. В классических же матери!
алах деформация и формирование поверхностного
слоя пластических материалов идет дислокацион!
ным путем, и дальнейшее разрушение этого слоя
происходит за счет диффузионно!вакансионного
механизма.

Как указывалось выше, основной вклад в износ
вносит усталость деформированных поверхност!
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ных слоев. Износ за счет адгезионного схватыва!
ния второплановый, и пример его возникновения
приведен на рис. 3, где черные точки – результат
адгезионного вырывания.

В усталостном износе следует выделить два его
вида: за счет циклической знакопеременной де!
формации слоя на фронте пластической волны, а
также в области физического контакта с контрте!
лом [3] и усталостное разрушение поверхностного
слоя за счет периодического образования и разры!
ва адгезионных связей.

В обоих случаях механизм разрушения одина!
ков и схож с механизмом разрушения классиче!
ских материалов.

Во втором виде усталостного износа образова!
ние адгезионных связей сопровождается сцепле!
нием поверхностей. При действии сдвигающих на!
грузок сцепленные поверхности деформируются, и
если силы сцепления выше по величине сил коге!
зионной связи менее прочного материала, то про!
изойдет вырывание материала (рис. 3). Однако
если силы адгезии по каким!либо причинам осла!
блены (например, из!за наличия адсорбированных
слоев, малости давления q на отдельных микровы!
ступах и т. п.) и меньше когезионных сил, то про!
изойдет простой разрыв адгезионных связей. Но
при этом поверхности подвергаются растягиваю!
ще!сжимающим напряжениям. Циклическое при!
ложение τ в этом случае вызывает циклические де!
формации одной из контактирующих поверхно!
стей, возникновению микротрещин, магистраль!
ной трещины. Такой вид разрушения можно наз!

вать адгезионно!усталостным, и реализуется он
без существенной пластической деформации.

Теперь обратимся к вопросу условий зарожде!
ния микротрещин в пластически деформирован!
ном поверхностном слое TiNi. Так как мартенси!
тно!двойниковая структура не меняется от цикла
к циклу [5], то в процессе механо! и термоциклиро!
вания материалов с А↔Мд и А↔М превращения!
ми накопления микроповреждений различного ро!
да, приводящих к образованию трещины и после!
дующему разрушению, поэтому для материалов с
ПФ характерна высокая долговечность и большой
предел усталости даже при интенсивном цикличе!
ском воздействии по отношению к обычным мате!
риалам. Так, например, из работы [6] следует, что
сплав CuAlNi (материал с ПФ) выдерживает
N=5⋅104 циклов при амплитуде деформации 2 %.
Это на три порядка превышает долговечность меди
при сопоставимых условиях. Следующий пример:
никелид титана выдерживают N=103 циклов при
амплитуде деформации 10 % [5], в то время как
для металлов с дислокационной пластичностью те
же циклы достигаются при амплитудах деформа!
ции всего 1 %.

Поскольку существует связь объемного и по!
верхностного разрушений, те же цифры можно от!
нести и к усталостному разрушению на поверхно!
стях.

Анализ экспериментальных данных по малоци!
кловой усталости показывает, что долговечность
материалов хорошо согласуется с законом Коффи!
на–Мэнсона [7]: Nf

β=c/ΔEp, где Nf – число циклов
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Рис. 3. Вид изношенных поверхностей со следами белых слоев

Рис. 4. Распространение белых слоев вглубь материала от дна канавки, образованных сферическим (а) и алмазным (б) инден�
торами

          



до разрушения; ΔEp – пластическая деформация за
цикл; β и с – постоянные. У сплавов с мартенси!
тными превращениями постоянная β намного ме!
ньше, чем у других материалов. Так, например, у
обычных металлов при комнатной температуре
β=0,5, а у никелида титана β=0,15–0,2 [7].

Подобная повышенная усталостная прочность
материалов с ПФ, в том числе и никелида титана,
связана с тем, что при нагружении их доминирую!
щими каналами деформации, как указывалось, яв!
ляются геометрически обратимые мартенситные и
двойниковые реакции [5]. Деформирование мате!
риала за счет движения обратимых носителей за!
тормаживает образование концентраторов напря!
жений и, следовательно, – зарождение трещин.

Другим фактором, повышающим долговеч!
ность рассматриваемых сплавов, является их спо!
собность к пластической аккомодации, которая
приводит к ослаблению трещинообразования при
мартенситно!двойниковых реакциях.

Следующим фактором, влияющим на повы!
шенную долговечность, является упругая анизо!
тропия кристаллов, определяемая коэффициентом
а. Так, например, у никелида титана a=2 и разру!
шение носит внутризеренный характер, а у бронзы

CuZnAl а=15 и разрушение идет путем межзерен!
ного растрескивания, и долговечность ее намного
ниже, чем у TiNi.

Заключение
Путем введения ряда условий, не нарушающих

работоспособность реальных узлов трения, выде!
лен усталостный износ, как основной вид изнаши!
вания. Рассмотрены процессы образования частиц
износа за счет образования подповерхностных тре!
щин. Повышенная по сравнению с обычными мате!
риалами долговечность никелида титана доказана
экспериментально и связывается с тремя фактора!
ми: в силу мартенситно!двойниковых реакций про!
исходит торможение образования концентраторов
напряжений и зарождения микротрещин и маги!
стральной трещины, приводящих к поверхностно!
му разрушению металла. Другими факторами,
определяющими высокую усталостную прочность,
является пластическая аккомодация, предотвра!
щающая трещинообразования, а также низкая
анизотропия кристаллов никелида титана, приво!
дящая только к внутризеренному растрескиванию,
в то время как у обычных материалов разрушение
идет в худшем варианте – по границам зерен.
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the nature of increased wear resistance of NiTi.
Methods and materials: The authors have studied TiNi alloys of three compositions: Ti50Ni47,5Fe2,5 (ТН�1К), Ti49,4Ni50,6, Ti49,9Ni50,1 on the
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Введение
Меднохромовые сплавы являются общеприз!

нанным контактным материалом, который ис!
пользуется в вакуумных выключателях, благода!
ря отличному сочетанию высокой механической
прочности с высокой проводимостью, как тепло!
вой, так и электрической. В промышленности ис!
пользуются два принципиально отличных по со!
стоянию хромовой фазы способа изготовления
контактного материала. Способ порошковой ме!
таллургии сохраняет хромовую составляющую в
исходном состоянии, а методы дугового плавления
или индукционного литья позволяют переплав!
лять как медную, так и хромовую составляющую.

Медно!хромовые контакты, изготовленные ме!
тодом дуговой плавки, позволяют достичь более
высоких технических характеристик вакуумных
выключателей, чем контакты, изготовленные ме!

тодами порошковой металлургии [1, 2]. Тем не ме!
нее, методы изготовления контактов путем плав!
ления не получили широкого распространения в
силу сложности технологического процесса, а ме!
тоды дугового переплава – в силу патентной защи!
ты, ограничивающей их применение. Поэтому
большая часть рынка вакуумных выключателей
использует спеченные контакты, а для повышения
их эксплуатационных характеристик применяют
разные способы, создающие литую структуру по!
верхностного слоя меднохромовых контактов.

Оплавление поверхностного слоя приводит к
возрастанию электрической прочности вакуумно!
го промежутка [3, 4]. Одним из способов создания
литой структуры поверхностного слоя контактно!
го материала является метод плакирования спе!
ченной заготовки путем одновременной прокатки
в вакууме при температуре 900 °С спеченного кон!
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Электронно�лучевую наплавку в вакууме проводили по спирали Архимеда на медные заготовки диаметром 80 мм и толщиной
10 мм. Для электронно�лучевой наплавки использовали смесь порошков меди и хрома с содержанием хрома от 20 до 50 вес. %.
Дисперсность порошков меди и хрома находилась в диапазоне от 90 до 125 мкм. Проведен сравнительный анализ микрострук�
тур, образующихся при дуговом оплавлении контактного материала и в процессе электронно�лучевой наплавки контактного
сплава вакуумных дугогасительных камер. Анализ микроструктур проводили с помощью растрового электронного микроскопа
Leo Evo 50, снабженного микроанализатором, в отраженных и обратно рассеянных электронах. Выявлены преимущественные
участки горения катодных пятен на поверхности спеченного контактного материала. Показано, что в процессе оплавления кон�
тактного материала вакуумной дугой происходит преимущественное испарение медной составляющей и обогащение поверх�
ностного слоя хромовой фазой. Зона оплавления имеет неравномерную глубину на поверхности контакта. Переплавленные
участки контактного материала чередуются с участками, имеющими исходную структуру. В переплавленных зонах формируется
бимодальная структура, состоящая из первичных и вторичных выделений хрома, микронного и субмикронного размеров, соот�
ветственно. Наплавленные CuCr покрытия имеют бимодальную структуру аналогичную структуре поверхностного слоя контактов
вакуумных выключателей, оплавленных в режиме токов короткого замыкания. Таким образом, при электронно�лучевой наплав�
ке происходит самоорганизация структуры контактного материала аналогично структуре поверхностного слоя контактов вакуум�
ных выключателей, образующейся в процессе их эксплуатации.

Ключевые слова:
CuCr покрытие, электронно�лучевая наплавка, микроструктура, контактный сплав, бимодальная структура.



тактного материала с фольгой того же сплава
имеющего литую структуру [5]. В других методах
для оплавления поверхностного слоя используют
лазерное излучение или импульсный широкоап!
пертурный электронный пучок [6].

Кроме того, для повышения эксплуатационных
характеристик широко используется предваритель!
ная тренировка электродов вакуумных дугогаси!
тельных камер. Однако использование оплавления
поверхности контактов особенно в режиме токов ко!
роткого замыкания, составляющих более 10 кА, из!
меняет геометрию контактов и не позволяет добиться
равномерного оплавления контактного материала.
К тому же нормы технической эксплуатации ваку!
умных выключателей допускают в лучшем случае не
более пяти десятков таких отключений. Это накла!
дывает ограничение на использование метода трени!
ровки для создания литой структуры контактного
сплава. При дальнейшей работе такого вакуумного
выключателя в режиме номинальных токов плавле!
ния поверхности контактного слоя не происходит.

Учитывая то обстоятельство, что при оплавле!
нии контактного материала дугой или каким!либо
другим способом улучшаются его электрические
свойства и вакуумные выключатели повышают
свои технические характеристики, можно сказать,
что под действием электрической дуги происходит
самоорганизация микроструктуры контактного
материала для наиболее благоприятной работы в
условиях вакуумной дуги.

Наиболее близкие условия плавления контакт!
ного материала, происходящие при отключении
токов в режиме короткого замыкания, реализуют!
ся в методе вакуумной электронно!лучевой на!
плавки (ЭЛН). Метод ЭЛН формирует покрытие,
близкое к условиям работы вакуумного выключа!
теля в режиме токов короткого замыкания. В ре!
зультате вакуумного переплава хромовой и медной
фаз происходит рафинирование контактного мате!
риала, что положительным образом влияет на от!
ключающую способность вакуумных выключате!
лей. В отличие от импульсного воздействия катод!
ного пятна плавление электронным лучом проис!
ходит непрерывно в течение всего цикла электрон!
но!лучевой наплавки.

Целью работы является изучение особенностей
формирования самоорганизованных микрострук!
тур, образующихся при электронно!лучевой на!
плавке образцов меднохромового сплава и дуговом
оплавлении поверхности CuCr контактов в усло!
виях работы вакуумных дугогасительных камер.

Материал, оборудование и методы исследования
Для электронно!лучевой наплавки использова!

ли смесь порошков меди и хрома с содержанием
хрома от 20 до 50 вес. %. Дисперсность порошков
меди и хрома находилась в диапазоне от 90 до
125 мкм. Электронно!лучевую наплавку проводи!
ли по спирали Архимеда на медные заготовки диа!
метром 80 мм и толщиной 10 мм по методике, опи!
санной в [7].

Для сравнения проводили оплавление элек!
тронным лучом спеченного CuCr60 контактного
сплава. Оплавление проводили лучом, сфокусиро!
ванным в точку, и лучом, развернутым в линию
длиной 5 мм поперек движения оплавляемой дета!
ли при скорости ее перемещения 5 мм/с, токе луча
150 мА и напряжении 27 кВ. Толщина контактно!
го слоя составляла 5 мм.

Дуговое воздействие проводили на спеченных
контактах производства Тулачермет после испыта!
ний на отключающую способность вакуумной ду!
гогасительной камеры (ВДК) при токе 40 кА. Се!
рийная ВДК была установлена в вакуумный вы!
ключатель ВВТЭ!М!10–31,5/1600 с электромаг!
нитным приводом. Выключатель обеспечивает при
отключении следующие параметры ВДК: раствор
контактов 8мм; средняя скорость подвижного кон!
такта при отключении 1,6 м/с [8].

Анализ образующихся микроструктур в мед!
нохромовом сплаве после ЭЛН и дугового воздей!
ствия проводили с помощью растрового электрон!
ного микроскопа Leo Evo 50, снабженного микроа!
нализатором в отраженных и обратно рассеянных
электронах.

Результаты и обсуждение
Микроструктура поверхностного слоя после

дугового оплавления. Поверхности контактов ва!
куумных выключателей подвергаются воздей!
ствию дуги, сила тока которой соответствует режи!
му работы вакуумного выключателя. В режиме но!
минальных токов, как правило, не превышающих
одного килоампера, оплавления поверхности не
происходит и, анализируя поверхность контактно!
го материала, можно определить наиболее предпо!
читаемые участки горения катодного пятна.
На рис. 1, а показана поверхность спеченного кон!
тактного материала со следами эрозии, сформиро!
ванными катодными пятнами. Наибольшее коли!
чество следов катодных пятен (белые полосы) на!
блюдается около границ темных хромовых частиц.
Межфазные границы хромовых частиц и медной
матрицы являются наиболее предпочтительными
для существования катодных пятен.

Анализ межфазных границ в спеченном кон!
тактном материале позволяет выявить мелкоди!
сперсные выделения хрома в этих областях. В про!
цессе спекания меднохромового композита около
одного процента хрома растворяется в медной ма!
трице и при охлаждении спеченного контакта этот
растворенный хром выпадает в виде мелкодиспер!
сных выделений вблизи хромовых частиц. Таким
образом, в спеченном материале образуются участ!
ки микроструктуры с мелкодисперсными выделе!
ниями хрома, которые и являются благоприятны!
ми участками для существования катодных пятен.

При воздействии сильноточной вакуумной ду!
ги происходит оплавление поверхности меднохро!
мового контакта. Геометрические характеристики
зоны оплавления зависят от режимов токового воз!
действия. Оплавление происходит в процессе
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разъединения контактов при токах короткого за!
мыкания, составляющих десятки килоампер, в те!
чение 10…30 мс, и соответствующих нескольким
полупериодам тока частотой 50 Гц. Причем оплав!
ление поверхности происходит неравномерно. На
поперечном шлифе (рис. 1, б) наблюдаются пере!
плавленные участки глубиной до 1 мм, а на по!
верхности обнаруживаются как исходные, так и
переплавленные частицы хрома (рис. 1, а, в).

Медь имеет более высокое давление насыщен!
ных паров по сравнению с хромом, и поэтому при
плавлении сильноточной электрической дугой
меднохромового сплава в вакууме происходит се!
лективное испарение медной фазы, а переплавлен!
ный слой обогащается хромовой фазой с присущи!
ми ему эффектами жидкофазного разделения и ку!
мулятивной сегрегации хрома. Кроме переплав!
ленных зерен хрома в медной матрице наблюдают!
ся вторичные выделения хрома, имеющие разме!
ры менее 0,5 мкм, которые образуются при распа!
де пересыщенного медного раствора. При содержа!
нии хрома выше 50 % в соответствие с фазовой ди!
аграммой (рис. 1, г) может происходить кумуля!
тивная сегрегация выделений хрома. Поверхность
контакта, обработанного электрической дугой,

практически полностью состоит из зерен хрома
сферической формы, а медная фаза находится на
некоторой глубине под слоем хромовых выделе!
ний. Таким образом, под воздействием сильноточ!
ной вакуумной электрической дуги происходит
самоорганизация структуры меднохромового ком!
позита с образованием мелкодисперсных выделе!
ний хрома (рис. 1, б, в).

Микроструктура после воздействия электрон�
ного луча. Тип структуры наплавленного CuCr кон!
тактного сплава зависит от содержания фазы хрома в
медной матрице псевдосплава и температурных усло!
вий ЭЛН. При содержании хрома около 20 вес. % в
структуре наблюдаются дендритообразные хромовые
выделения (рис. 2, а). С увеличением содержания
хрома примерно до 50 вес. % в структуре начинают
преобладать сферические хромовые выделения
(рис. 2, б). В области 50…70 вес. % хрома, что явля!
ется предельным содержанием хрома в контактах
вакуумных выключателей, наблюдаются эффекты
жидкофазного разделения и кумулятивной сегрега!
ции хрома в соответствии с фазовой диаграммой си!
стемы медь–хром (рис. 2, в). Исключить жидкофаз!
ное разделение хрома, приводящее к кумулятивной
сегрегации, можно, если обеспечить быстрое ох!
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Рис. 1. Микроструктура спеченного CuCr25 сплава после оплавления электрической дугой; а, в) в отраженных электронах с по�
верхности электрода, б) в обратно рассеянных электронах с поперечного шлифа, г) фазовая диаграмма CuCr

 
       

 
       



лаждение из области значительного перегрева ван!
ны расплава, находящейся выше области несмеши!
ваемости на фазовой диаграмме. В ряде случаев это
удается сделать при электронно!лучевой наплавке
меднохромового композита в условиях интенсивно!
го теплоотвода от медной подложки.

Электронно!лучевая наплавка смеси порошков
меди и хрома на медную подложку технически
осуществима в диапазоне температур подложки от
500 до 900 °С. Данный диапазон температур об!
условлен тем, что при меньшей температуре под!
ложки для создания ванны расплава требуется
плотность мощности электронного луча не менее
106 Вт/см2 и поток пара, образующийся в результа!
те действия луча такой мощности, препятствует
наплавочному материалу достигать зоны действия
электронного луча. При температуре выше 900 °С
сложно обеспечить сохранность медной подложки.

Микроструктура наплавленного электронным
лучом СuCr контактного сплава исследовалась ав!
торами неоднократно. В общем случае микро!
структура наплавленного покрытия представляет
собой двухфазный сплав и состоит из твердого ра!

створа на основе меди и частиц хрома, которые
представлены первичными выделениями хрома,
являющимися твердым раствором на основе хро!
ма, и вторичными выделениями хрома, выпавши!
ми из пересыщенного твердого раствора на основе
меди (рис. 2). Средний размер первичных выделе!
ний хрома от 3 до 5 мкм, а вторичные выделения
не превышают 0,5 мкм (рис. 2, а, б, г). Температу!
ра подложки влияет на величину среднего размера
выделений хрома. Меньшая температура соответ!
ствует меньшему размеру хромовых выделений.
Объёмная доля хрома определяет морфологию вы!
делений хрома. При минимально используемом
содержании хрома 20 % кристаллизация расплава
происходит с образованием протяженных дендри!
тов хрома (рис. 2, а). Увеличение содержания хро!
ма до 50 % приводит к большей коагуляции хро!
мовых выделений за счет роста дендритов в «стес!
ненных» условиях (рис. 2, б). В области содержа!
ния хрома от 50 до 70 % начинается жидкофазное
разделение, приводящее к кумулятивной сегрега!
ции хрома с образованием крупнодисперсных вы!
делений фазы на основе хрома (рис. 2, в).
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Рис. 2. Микроструктура наплавленного электронным лучом CuCr сплава: а) CuCr20, б) CuCr50, в) CuCr70, г) выделения мелко�
дисперсных вторичных частиц хрома в наплавленном сплаве CuCr20; а, б, в) в отраженных электронах, г) в обратно рас�
сеянных электронах

  
        

  
        



Структура поверхности спеченного контактно!
го материала изменяется под действием катодных
пятен сильноточной дуги короткого замыкания.
Это можно считать самоорганизацией структуры
при внешнем воздействии на контактный матери!
ал. Образующаяся новая литая структура более
благоприятная для условий горения дуги перемен!
ного тока, особенно в области минимальных значе!
ний тока в точке его перехода через ноль.

Процессы плавления и кристаллизации кон!
тактного материала под воздействием катодного
пятна вакуумной дуги или в результате действия
электронного луча аналогичны в физическом пла!
не. В обоих случаях происходит плавление хромо!
вой фазы, растворение хрома в медной матрице и
выделение мелкодисперсной фазы хрома при кри!
сталлизации сильно пересыщенного раствора
(рис. 1, б, в; рис. 2, а, г). Кумулятивная сегрегация
хрома имеет место в обоих случаях и происходит
при содержании хрома, превышающем 50 вес. %.

Мелкодисперсные выделения хрома в медной
матрице наиболее предпочтительны для структу!
ры контактного сплава в плане улучшения усло!
вий горения вакуумной дуги. Это является необхо!
димым моментом для уменьшения тока среза, яв!
ляющегося важной характеристикой вакуумного
выключателя.

Отличие наплавленного покрытия от слоя, пере!
плавленного катодным пятном, прежде всего, заклю!
чается в их разной толщине. Наплавленное покры!
тие имеет литую структуру с мелкодисперсными вы!
делениями хрома по всей своей толщине. Этот мо!
мент оказывается благоприятным для существова!
ния катодного пятна в любом месте на поверхности
электрода. При работе вакуумного выключателя в
режиме номинальных токов происходит эрозия кон!
тактного сплава, но структура наплавленного CuCr!
сплава на поверхности электрода при этом не изменя!
ется, в отличие от контактов, поверхность которых
модифицирована с помощью сильноточной дуги.

Выводы
В работе показано, что при электронно!лучевом

воздействии происходит самоорганизация струк!
туры контактного материала системы CuCr анало!
гично структуре поверхностного слоя контактов
вакуумных выключателей, образующейся в про!
цессе их эксплуатации в режиме токов короткого
замыкания.

Работа выполнена при финансовой поддержке государ�
ственного задания Министерства образования и науки
РФ на проведение научно�исследовательских работ ТПУ
№ 862.
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Electron beam cladding in vacuum was carried out according to the Archimedes spiral on copper billet of 80 mm diameter and 10 mm
thickness. The authors have used a mixture of copper and chromium powders with chromium content fromf 20 to 50 wt. % for elec�
tron�beam cladding. Copper and chromium powder particle size was in the range from 90 to 125 microns. The comparison study of mic�
rostructures generated on the contact materials by vacuum arc surface melting and the microstructure of contact materials after elec�
tron beam cladding was carried out. The analysis of the microstructures was carried out using a scanning electron microscope Leo Evo
50 equipped with microanalysis by secondary and backscattered electrons. The authors identified the areas of preferential combustion
of cathode spots on the surface of the sintered contact material. It is shown that copper evaporates preferentially during the surface
melting of the contact material by vacuum arc and the surface layer is enriched in chromium. Surface melting zone has a non�uniform
depth on the contact material. Surface melting areas of contact material alternate with areas having the original structure. In the surfa�
ce melting areas a bimodal structure is formed. It consists of primary and secondary chromium precipitates of either micron or submic�
ron size, respectively. CuCr clad coatings demonstrate a bimodal structure similar to the structure of the surface layer contacts of vacu�
um switches fused by short circuit currents. Thus, it is shown that the electron�beam cladding is self�organizing structure of the contact
material similar to the surface layer structure of vacuum circuit breakers contacts formed at their operation.

Key words:
CuCr coating, electron beam cladding, microstructure, contact alloy, bimodal structure.



Введение
Исследование поглощательной способности

дисперсных сред проводится на основе методов
теории переноса излучения и численных методов
[1]. При проведении исследований используются
различные модели атмосферы [2–5]. Точность по!
лучаемых результатов зависит от точности исполь!
зуемых приближений и учета всех эффектов, су!
щественно влияющих на результат, например эф!
фекта пространственной ограниченности диспер!
сной среды [6–9].

Теория
Целью данной работы является решение задачи

переноса излучения в аналитическом виде и опреде!
ление некоторых закономерностей переноса в слои!
стой дисперсной среде. Аналитическое решение зада!
чи получено с использованием метода многократных
отражений [6]. Дисперсная среда представляется в
виде прямоугольного параллелепипеда, разделенно!
го на три плоских слоя при нормальном падении по!
тока излучения на поверхность дисперсной среды.
Получены аналитические выражения для определе!
ния коэффициента пропускания А123(τ,a,Λ), отража!
тельной способности В123(τ,a,Λ) и поглощательной
способности С123(τ,a,Λ) слоистой дисперсной среды.

Введем обозначения: оптические размеры τ=αl
(α – коэффициент ослабления; l – геометрические
размеры дисперсной среды) первого слоя паралле!
лепипеда τ1x0

×τ1y0
×τ1z0

(излучение распространяется
по оси x, поперечные оптические размеры одина!
ковы для всех слоев и равны τ1y0

×τ1z0
), второго слоя

τ2x0
×τ1y0

×τ1z0
; третьего слоя τ3x0

×τ1y0
×τ1z0

; индикатриса
рассеяния излучения, характеризуемая степенью
вытянутости a=(η+2μ)/(β+2μ), η, β, μ – инте!
гральные параметры индикатрисы рассеяния
[6, 7]; вероятность выживания кванта в первом
слое Λ1, во втором – Λ2, в третьем – Λ3. В данной мо!
дели дисперсной среды, используемой для расчета
радиационных характеристик атмосферы, параме!
тры каждого слоя определяются в результате атмо!
сферных исследований [10–15]. На основе метода
многократных отражений получены формулы:

Обозначения:

Радиационные характеристики каждого из
слоев Ai(τ,a,Λ), Bi(τ,a,Λ), Ci(τ,a,Λ), где i = 1,2,3,
определяются следующим образом [6]:

1 1 2
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Актуальность работы обусловлена необходимостью разработки модели взаимодействия солнечного излучения с атмосферой
для точного и долговременного предсказания погодных и климатических явлений в атмосфере.
Цель работы: решение задачи переноса излучения в слоистой дисперсной среде в аналитическом виде и определение некото�
рых общих закономерностей переноса излучения в зависимости от параметров излучения и среды, в частности атмосферы.
Методы исследования: решение уравнения переноса излучения для пространственно ограниченной слоистой дисперсной сре�
ды, основанное на точном решении уравнения переноса излучения в одномерной среде.
Результаты: Получены аналитические выражения для расчета коэффициента пропускания, отражательной и поглощательной
способности трехслойной дисперсной среды. Показано, что величина поглощения сильно зависит от положения поглощающего
слоя внутри дисперсной среды. Наибольшее поглощение наблюдается при верхнем положении поглощающего слоя, наимень�
шее – при расположении слоя у поверхности (при освещении среды сверху), причем в этом случае поглощение слабо зависит
от положения поглощающего слоя. Подобные зависимости выполняются при различной величине оптической плотности диспер�
сной среды.

Ключевые слова:
Радиация, атмосфера, дисперсная среда, поглощение, слой.



Переменные коэффициенты k(τy,τz,a,Λ) и
R(τy,τz,a,Λ), зависящие от поперечных оптических
размеров дисперсной среды, индикатрисы рассея!
ния излучения и вероятности выживания кванта,
разные для каждого слоя и имеют вид:

Функция P(τy,τz,a,Λ) определяет рассеяние и
поглощение излучения по оси x и в частном случае
изотропной индикатрисы рассеяния и полубеско!
нечной среды [6]:

Результаты
Рассмотрим некоторые результаты расчетов по

данным формулам потоков монохроматического
излучения в слоистой дисперсной среде.

В качестве модели слоистой дисперсной среды
возьмем трехслойную среду со сферической инди!
катрисой рассеяния излучения и разной вероятно!
стью выживания кванта по слоям. В частном слу!
чае дисперсной среды, состоящей из поглощающе!
го и двух рассеивающих слоев, формулы упроща!
ются и зависят от положения поглощающего слоя
внутри среды. При помещении поглощающего
слоя первым (по отношению к направлению рас!
пространения излучения) формула для поглоща!
тельной способности имеет вид:

При расположении поглощающего слоя внутри
дисперсной среды (С1=С3=0):

При помещении слоя с поглощением в конце
дисперсной среды (С1=С2=0):

Результаты расчетов приведены на рис. 1, 2.
Поперечные оптические размеры дисперсной сре!
ды равны τ1y0

×τ1z0
=105. На рис. 1 представлены за!

висимости поглощающей способности С123 трех!
слойной дисперсной среды от оптической высоты
поглощающего слоя, при различных положениях
слоя оптической плотности τ1x0

=1 и при разных
значениях вероятности выживания кванта.

Рис. 1. Зависимость поглощательной способности С123 трех�
слойной дисперсной среды от высоты поглощающего
слоя, степень вытянутости индикатрисы рассеяния из�
лучения a1=a2=a3=1: а) оптическая плотность слоев дис�
персной среды τx0= τ1x0+τ2x0+τ3x0=11; б) τx0=21; в) τx0=31
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Рис. 2. Зависимость поглощательной способности С123 трех�
слойной дисперсной среды от вероятности выжива�
ния кванта поглощающего слоя, степень вытянутости
индикатрисы рассеяния излучения a1=a2=a3=1: а) оп�
тическая плотность слоев дисперсной среды
τx0=τ1x0+τ2x0+τ3x=11; б) τx0=21; в) τx0=31

Представленные на рис. 1 данные показыва!
ют, что величина поглощения сильно зависит от
положения поглощающего слоя внутри диспер!
сной среды. Наибольшее поглощение наблюдает!
ся при верхнем положении поглощающего слоя,
наименьшее – при расположении слоя у поверх!
ности, причем в этом случае поглощение слабо
зависит от положения поглощающего слоя. По!
добные зависимости наблюдаются при различ!
ной величине оптической плотности атмосферы
τx0

, и влияние τx0
на поглощательную способность

невелико.
Рис. 2 иллюстрирует влияние вероятности вы!

живания кванта на поглощательную способность
атмосферы. Из полученных данных следует, что
зависимость поглощательной способности атмо!
сферы от величины вероятности выживания
кванта при различных положениях поглощающе!
го слоя наибольшая при верхнем положении слоя
и практически не зависит от Λ при нижнем поло!
жении слоя (при наличии рассеивающего слоя
дисперсного среды над приземным слоем, напри!
мер, облачности). Подобные зависимости выпол!
няются при разных оптических плотностях атмо!
сферы.

Выводы
1. Получены аналитические выражения для рас!

чета коэффициента пропускания, отражатель!
ной и поглощательной способности трехслой!
ной дисперсной среды.

2. Показано, что величина поглощения сильно
зависит от положения поглощающего слоя
внутри дисперсной среды. Наибольшее по!
глощение наблюдается при верхнем положе!
нии поглощающего слоя, наименьшее – при
расположении слоя у поверхности, причем в
этом случае поглощение слабо зависит от по!
ложения поглощающего слоя. Подобные за!
висимости наблюдаются при различной вели!
чине оптической плотности атмосферы τx0

, и
влияние τx0

на поглощательную способность
невелико.

3. Зависимость поглощательной способности ат!
мосферы от величины вероятности выживания
кванта при различных положениях поглощаю!
щего слоя наибольшая при верхнем положении
слоя и практически не зависит от Λ при ни!
жнем положении слоя.
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THE RESEARCH OF LAYERED DISPERSION MEDIA ABSORPTION

Boris V. Goryachev,
Cand. Sc., Tomsk Polytechnic University, 

Russia, 634021, Tomsk, Lenin avenue, 30. E�mail: bvg@tpu.ru

Sergey B. Mogilnitsky,
Cand. Sc., Tomsk Polytechnic University, 

Russia, 634021, Tomsk, Lenin avenue, 30. E�mail: msb@tpu.ru

The urgency of the discussed issue is caused by the need to develop the model for interaction between the sun radiation and atmosphere
for the exact and long�term forecast of weather and climate phenomena in the atmosphere.
The main aim of the study is to solve the problem on radiation transfer in the layered dispersed media analytically and to identify the
general laws on radiation transfer depending on the radiation parameters and media.
The methods used in the study: solution of the radiation transfer equation for space�limited layered dispersed media; the equation so�
lution is based on the exact solution of the radiation transfer equation in one�dimensional media.
The results: the authors have studied the radiation transfer in multilayer dispersed media. The analytical formulae for calculating the
transmission coefficient, reflectance and absorption of dispersion media consisting of three plane layers were obtained. It was shown
that absorption of dispersed media depends strongly on absorption layer position in dispersed media. The highest absorption value is re�
gistered at upper position of the absorbing layer; the lowest value is marked at the layer lower position when the light falls from above.
In this case the absorption slightly depends on the absorbing layer position. Similar characteristics were obtained for different values of
optical thickness of dispersion media.
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Radiation, atmosphere, dispersion media, absorption, layer.
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Введение
Низкоуглеродистые стали являются важным

классом промышленных конструкционных мате!

риалов, поэтому улучшение комплекса их эксплу!
атационных свойств носит важное фундаменталь!
ное и прикладное значение и является актуальным
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Методами оптической металлографии, просвечивающей электронной микроскопии и рентгеноструктурного анализа проведены
исследования микроструктуры и фазового состава низкоуглеродистых сталей 10Г2ФТ и 06МБФ, подвергнутых интенсивной пла�
стической деформации методом равноканального углового прессования из различных исходных состояний (после нормализа�
ции, закалки, закалки и последующего высокого отпуска). Независимо от исходного структурно�фазового состояния при равно�
канальном угловом прессовании в исследуемых сталях формируется субмикрокристаллическая зеренно�субзенная структура с
размером элементов ≈300 нм (феррит), стабилизированная дисперсными частицами. При близком размере элементов суб�
структуры после равноканального углового прессования исследуемые состояния характеризуются различным уровнем проч�
ностных свойств: наибольшими значениями предела текучести и микротвердости обладает сталь 10Г2ФТ, сформированная из
исходно закаленного состояния (σ0,2=1125 МПа, Hμ=3,7 ГПа), в сравнении со сталями 10Г2ФТ и 06МБФ, полученными из двух
других состояний (σ0,2=960–990 МПа, Hμ=3,1–3,3 ГПа). Проанализированы основные физические факторы, определяющие ха�
рактер субмикрокристаллической структуры низкоуглеродистых сталей после интенсивной пластической деформации, и прове�
дена оценка вклада основных механизмов упрочнения в предел текучести стали.
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направлением физического металловедения. Од!
ним из перспективных способов повышения проч!
ностных и пластических характеристик таких ма!
териалов является модификация их структуры ме!
тодами интенсивной пластической деформации
(ИПД) [1]. Значительное измельчение исходной зе!
ренной структуры и получение субмикрокристал!
лических (СМК) и нанокристаллических (НК)
структурных состояний при подобного рода воз!
действиях позволяет сформировать высокопроч!
ные состояния без изменения химического состава
заготовки [1, 2]. К настоящему времени в работах
отечественных и зарубежных авторов показана
возможность повышения механических свойств
пластичных металлов (Cu, Ni, Al, Ti и др.) за счет
формирования в них НК и СМК структурных со!
стояний, и достигнут существенный прогресс в по!
нимании физических процессов, протекающих
при ИПД металлов и сплавов на их основе, в том
числе и сталей различных классов [1–13]. Тем не
менее, механизмы, обуславливающие изменения
структуры и свойств в таком технологически важ!
ном классе материалов, как стали, изучены недо!
статочно подробно, это связано со сложностями
сохранения оснастки при деформировании сталей
методами ИПД, с многообразием композиций и
структурно!фазовых состояний в них [7–12].

Одной из важных фундаментальных проблем,
возникающих при создании СМК и НК сталей, яв!
ляется поиск путей управления структурно!фазо!
вым состоянием, формирующимся при ИПД. Вы!
бор исходной структуры стали или её оптимизация
является одним из способов управления параме!
трами и прочностными характеристиками таких
состояний. В работах, посвященных ИПД низко!
углеродистых сталей, авторы ограничивались ча!
ще всего исследованиями материалов с исходно
феррито!перлитной структурой из!за удобства де!
формирования [9, 11, 12]. Систематических срав!
нительных исследований и анализа структурно!
фазовых состояний при ИПД сталей с различной
исходной структурой проведено мало [8]. При этом
оптимизация исходного состояния может способ!
ствовать получению однородного распределения
карбидов в структуре сталей после ИПД, повышая
тем самым, эффективность дисперсионного твер!
дения, увеличивая прочность и устойчивость СМК
и НК структур к высокотемпературным отжигам.

Цель данной работы – выявить влияние исход!
ной структуры (феррито!перлитной после норма!
лизации, мартенситной после закалки, ферритной
после закалки и последующего высокого отпуска)
на особенности структурно!фазового состояния и
механические свойства низкоуглеродистых сталей
10Г2ФТ и 06МБФ, формируемые при равнока!
нальном угловом прессовании.

Материалы и методика исследования
В качестве объекта исследования были выбра!

ны низкоуглеродистые стали 10Г2ФТ (Fe!1,1Mn!
0,1Cr!0,1Ni!0,1Al!0,2Si!0,1P!0,1Ti!0,1V!0,1C,

мас. %) и 06МБФ (Fe!0,1Mo!0,6Mn!0,8Cr!0,2Ni!
0,3Si!0,2Cu!0,03Nb!0,1V!0,09C). Для получения
феррито!перлитной структуры сталь 10Г2ФТ по!
сле горячей ковки (температура конца ковки
~1000 °С, охлаждение на воздухе) подвергали нор!
мализации 30 мин при 950 °С. После закалки от
1180 °С (выдержка 30 мин) в воду в стали 10Г2ФТ
получали структуру мартенсита самоотпуска.
Сталь 06МБФ закаливали от 920 °С (30 мин), затем
проводили высокий отпуск (улучшение) при тем!
пературе 670 °С (1 ч). В результате такой обработ!
ки в стали 06МБФ получали ферритную с карбида!
ми (сорбитную) структуру. Для указания разли!
чий в исходной обработке сталей по тексту статьи
будем называть эти структурные состояния ферри!
то!перлитным, мартенситным и ферритным соот!
ветственно.

Субмикрокристаллическую структуру в сталях
формировали методом теплого равноканального
углового прессования (РКУП): режим ВС, угол со!
пряжения между каналами (Ф) составлял 120°,
N=4 прохода при Т=200 °С (0,3 Тпл) для стали
10Г2ФТ с феррито!перлитной структурой;
N=4 при Т=400 °С (0,4 Тпл) для стали 10Г2ФТ с
мартенситной структурой; N=6 при Т=300 °С
(0,3Тпл) для стали 06МБФ со структурой феррита.
Эквивалентную деформацию, реализуемую при
РКУП, рассчитывали по соотношению [1]:

для стали 10Г2ФТ она составила 2,7, для 06МБФ – 4,0.
Анализ структуры выполняли с использовани!

ем оптического микроскопа Olympus GX!71, прос!
вечивающих электронных микроскопов (ПЭМ)
Philips CM200, Philips CM30 при ускоряющем на!
пряжении 200 и 300 кВ. Средний размер элемен!
тов структуры (размер зерен, фрагментов, диспер!
сных фаз) определяли методом секущих по оптиче!
ским и электронно!микроскопическим изображе!
ниям [14, 15]. Микродифракционные картины по!
лучали с площади 0,5 или 1,4 мкм2. Индицирова!
ние микроэлектронограмм осуществляли стан!
дартным способом [14].

Для рентгеновских исследований использовали
дифрактометр Shimadzu XRD!6000 (с монохрома!
тором, Cu Kα излучение). Оценку плотности дисло!
каций проводили на основе анализа профилей
Брегговских максимумов по формуле:

ρ=2√
–3〈ε 2

khl〉1/2/(Dhklb),
где Dhkl и 〈ε 2

khl〉1/2 – усредненные по объему величины
размеров областей когерентного рассеяния и ми!
кронапряжений в направлении, перпендикуляр!
ном к плоскости (hkl); b – вектор Бюргерса дисло!
кации (для α!железа b=0,248 нм) [16].

Образцы для механических испытаний растя!
жением вырезали в форме двойных лопаток с раз!
мером рабочей части 2,6×0,5×10 мм3 в продольном
сечении заготовок, подвергнутых РКУП. Поверх!
ность образцов механически шлифовали и элек!
тролитически полировали в растворе: 25 г

2
ctg(Ö / 2),

3
N

Nε =
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CrO3+250 мл H3PO4. Растяжение образцов прово!
дили на электромеханической установке Instron
3369 при комнатной температуре со скоростью
3,5⋅10–3 с–1. Микротвердость сталей определяли на
приборах ПМТ!3 и Duramin 5 с нагрузкой на ин!
дентор 200 г.

Результаты и обсуждение
Исходная структура нормализованной стали

10Г2ФТ до РКУП состояла из смеси феррита и плас!
тинчатого перлита (средний размер зерна феррита
4,2 мкм, расстояние между пластинами цементита
45 нм). После закалки сталь 10Г2ФТ имела струк!
туру мартенсита самоотпуска со средним размером
бывшего аустенитного зерна 20 мкм и средней ши!
риной мартенситных пластин 0,15 мкм. Закалка
стали 06МБФ и последующий высокотемператур!
ный отпуск (улучшение) привели к формированию
полиэдрического феррита с размером зерна
2,4 мкм и пластинчатого феррита с толщиной пла!
стин 0,4 мкм. Во всех исходных состояниях на!
блюдали систему мелких (<20 нм) и крупных кар!
бидов различного состава, расположенных на гра!
ницах и в теле зерен (табл. 1). Подробное описание
исходной структуры сталей приведено в работах
[17, 18].

Независимо от исходного состояния сталей,
РКУП привело к формированию СМК (суб) структу!
ры с размером элементов ≈300 нм (рис. 1, табл. 1).
После РКУП структура во всех исследуемых
сталях представляет собой ферритно!карбидную
смесь. Характер распределения рефлексов на мик!
роэлектронограммах говорит о присутствии высо!
коугловых разориентировок между структурными
элементами, а их азимутальные размытия свиде!
тельствуют о малоугловых разориентировках и
высоком уровне внутренних напряжений в зернах
(рис. 1 а, б, в, вклейки).

При РКУП стали с феррито!перлитной структу!
рой происходит фрагментация и частичная сфе!
роидизация цементита в перлите, но не наблюдает!
ся его полного растворения (табл. 1). После дефор!
мации на электронно!микроскопических изобра!
жениях различима исходно пластинчатая морфо!
логия перлита, хотя пластины деформированы

(рис. 1, а, вклейка). Независимо от исходной
структуры стали, в результате РКУП уменьшают!
ся размеры дисперсных частиц, обнаруженных ме!
тодами просвечивающей электронной микроско!
пии (табл. 1).

РКУП вызывает снижение интенсивности и
значительное уширение рентгеновских линий.
Данные о размере областей когерентного рассея!
ния (ОКР) и величинах микродеформации крис!
ыталлической решетки (Δd/d), микронапряже!
ниях до и после РКУП представлены в табл. 2. Зна!
чения Δd/d в процессе РКУП исследуемых сталей
увеличиваются на порядок от ~10–4 до ~10–3, разме!
ры ОКР уменьшаются до 25–50 нм, что свидетель!
ствует о сильной фрагментации микроструктуры и
наличии больших внутренних напряжений
(170–420 МПа) после РКУП. Значения плотности
дислокаций ρ после РКУП, рассчитанные по уши!
рению рентгеновских линий, составляют ~1010 см–2,
эти значения на порядок выше плотности дислока!
ций в исходных состояниях ~109 см–2 (табл. 2). Ме!
тод рентгеноструктурного анализа (РСА) дает ин!
тегральные характеристики материалов, а метод
ПЭМ – локальные, позволяя учитывать различия в
значениях ρ между отдельными зернами и фраг!
ментами разной морфологии. Величины плотности
дислокаций, рассчитанные по ПЭМ изображе!
ниям, также приведены в табл. 2, они в большин!
стве случаев совпадают с данными, полученными
при анализе ширины рентгеновских линий.

Данные микроструктурных исследований нахо!
дятся в полном соответствии с результатами изме!
рения механических свойств исследуемых сталей.
На рис. 2 представлены кривые «напряжение–де!
формация» для сталей 10Г2ФТ и 06МБФ в исход!
ном состоянии и после РКУП. До РКУП стали с фер!
рито!перлитной и ферритной структурами характе!
ризовались низкими значениями предела текучести
σ0,2=460–480 МПа и значительным удлинением до
разрушения 13–18 % (рис. 2 а, в, кривые 1). Дефор!
мация развивалась в три стадии. Первая стадия –
пластическая деформация на плато, следующим за
зубом текучести и отвечающим нижнему пределу
текучести 1 %<ε<3 % – происходила путем зарож!
дения и распространения полос Людерса–Чернова.
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Таблица 1. Влияние равноканального углового прессования на размер (суб) зерна, состав и размер карбидов в исследуемых
сталях

Примечание: * – сферические частицы; ** – пластины; *** – прослойки.

Исходная структура (до РКУП) Феррито�перлитная Мартенситная Ферритная

Размер (суб) зерна, нм

Исходное состояние 4200±1600 (феррит)
20000 (бывш. аустенит), 

150 (пластины)
2400±1200 (глобулы),
390±200 (пластины)

После РКУП 260±90 (феррит) 310±110 (феррит) 325±200 (феррит)

Состав карбидов (их размер, нм)

Исходное состояние
MC* (15–20) 
M3C** (45)

MC* (5–10) M3C*** (5), 
M3C* (60)

M3C* (15–20) M6C, 
M23C6, M3C* (90)

После РКУП
МC, M8C7, M3C* (<10) 

M3C** (20)
M23C6, M6C* (<5) 

M3C* (35)
M8C7, M3C* (<5) M6C, 

M23C6, M3C* (70)



Появление зуба текучести в исходных образцах ста!
ли 10Г2ФТ и 06МБФ связано с тем, что дислокации
могут быть заблокированы атомами примесных 
элементов или карбидами, что и приводит к локали!
зации деформации на первой стадии. Затем следуют
стадия с коэффициентом деформационного упроч!
нения θ=δ/δ=1200–1600 МПа и стадия образова!
ния шейки.

РКУП приводит к существенному изменению
вида кривых «напряжение–деформация» для ста!
лей с исходно феррито!перлитной и ферритной
структурами. На кривых исчезает площадка теку!
чести, предел текучести и прочности возрастает
(σ0,2=960–990 МПа, σB=1000–1040 МПа), общее
удлинение до разрушения значительно уменьша!
ется (рис. 2 а, в, кривые 2). В исходном феррито!
перлитном состоянии микротвердость стали
10Г2ФТ составляла 1,6 ГПа, после РКУП она воз!
росла до 3,1 ГПа. Для стали 06МБФ РКУП приво!
дит к росту микротвердости от 2,1 до 3,3 ГПа. Вы!
сокие прочностные свойства после РКУП могут
быть обусловлены упрочнением, связанным с уме!
ньшением среднего размера структурных элемен!

тов, дисперсионным твердением, высоким уров!
нем внутренних напряжений и дислокациями, на!
копленными в результате РКУП.

Таблица 2. Влияние РКУП на микродеформацию кристалли�
ческой решетки 〈ε 2

khl〉1/2, значения ОКР и плот�
ность дислокаций ρ в исследуемых сталях

* в полиэдрическом феррите, ** в пластинчатом феррите.

Исходная струк�
тура (до РКУП)

феррито�
перлитная

мартен�
ситная

ферритная

〈ε 2
khl〉1/2 (микронапряжения II рода, МПа)

Исходное 
состояние

3⋅10–4 (65) 4⋅10–4 (85) 2⋅10–4 (45)

После РКУП 2⋅10–3 (420) 1⋅10–3 (210) 0,8⋅10–3 (170)

ОКР, нм
Исходное 
состояние

100 80 >200

После РКУП 50 25 35

ρ, см–2 (РСА/ПЭМ)

Исходное 
состояние

4⋅109/6⋅109 7⋅109/1⋅1010 1⋅109/<1010*, 4⋅1010**

После РКУП 5⋅1010/3⋅1010 8⋅1010/6⋅1010 3⋅1010/1⋅1011
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Рис. 1. Светлопольные (а–в) и темнопольные (г–е) ПЭМ�изображения состояний, сформированных при РКУП сталей с исход�
но феррито�перлитной (а, г), мартенситной (б, д) и ферритной (в, е) структурами. Темнопольные изображения полу�
чены в рефлексах Feα. Микродифракционные картины cняты с площади 1,4 мкм2 (а) и 0,5 мкм2 (б, в)

 

Рис. 2. Влияние РКУП на кривые течения при одноосном растяжении стали 10Г2ФТ с феррито�перлитной структурой (а), стали
10Г2ФТ с мартенситной структурой (б) и стали 06МБФ с ферритной структурой (в): 1 – исходное состояния; 2 – после РКУП



Кривая течения стали 10Г2ФТ со структурой
мартенсита имеет высокий предел текучести
σ0,2=950 МПа (рис. 2, б, кривая 1). Закалка стали
привела к формированию более однородного соста!
ва по сравнению с феррито!перлитным состояни!
ем, поэтому в стали 10Г2ФТ с исходно мартен!
ситной структурой не наблюдается зуба текучести.
РКУП стали в мартенситном состоянии вызывает
слабые эффекты упрочнения по сравнению с фер!
рито!перлитным и ферритным состояниями: как
до, так и после РКУП микротвердость имеет значе!
ния Hμ=3,4–3,7 ГПа, σ0,2 изменяется от 950 до
1125 МПа (рис. 2, б). Несмотря на то, что РКУП не
приводит к значительному росту прочностных ха!
рактеристик стали, закаленной на мартенсит, ее
пределы текучести и прочности выше, чем в
сталях с феррито!перлитной и ферритной структу!
рами как в исходном, так в деформированном сос!
тояниях.

Тот факт, что при близком размере элементов
зеренно!субзеренной структуры исследуемые ста!
ли характеризуются различным уровнем проч!
ностных характеристик, удается описать на основе
анализа основных физических факторов, опреде!
ляющих характер СМК структуры, формируемый
при РКУП. На рис. 3 представлена схема струк!
турных состояний в исследуемых сталях до и пос!
ле РКУП, основанная на экспериментальных дан!
ных о размере элементов структуры и анализе оп!
тических и ПЭМ!изображений.

Сталь 06МБФ в исходном состоянии характе!
ризуется меньшим размером зерна феррита, а так!
же наличием феррита пластинчатой морфологии
(унаследовавшей морфологию пакетного мартен!
сита) в сравнении с феррито!перлитным состояни!
ем в стали 10Г2ФТ, поэтому исходно в ней доля вы!
сокоугловых границ зерен больше (рис. 3). Сталь в

мартенситном состоянии до РКУП обладает наиме!
ньшим размером структурных элементов за счет
сформированных после закалки ламелей малой
толщины, разделенных между собой малоугловы!
ми и высокоугловыми границами. Равноканаль!
ное угловое прессование сталей сопровождается
образованием малоугловых и высокоугловых гра!
ниц зерен в феррите, фрагментацией пластинчато!
го феррита и ламелей мартенсита (рис. 3). В ре!
зультате наследования исходной зеренной струк!
туры сталей доля высокоугловых границ зерен 
после РКУП стали со структурой мартенсита боль!
ше в сравнении со сталями, подвергнутыми РКУП
после нормализации (феррито!перлитная структу!
ра) и после закалки и высокого отпуска (феррит!
ная с карбидами структура).

Анализ состава, размеров и расположения кар!
бидов в структуре исследуемых сталей до и после
РКУП показал, что за счет исходной термообработки
наиболее однородное распределение как крупных,
так и мелких карбидов наблюдается в сталях, кото!
рые были подвергнуты закалке и закалке с последу!
ющим отпуском. В процессе РКУП за счет больших
приложенных давлений происходит измельчение
карбидов (табл. 1) и их перераспределение по струк!
туре за счет переноса углерода на дефектах кристал!
лического строения и выделения новых частиц в
процессе деформации. Несмотря на это, объемное
распределение дисперсных частиц карбидов более
однородное в СМК структурах, полученных из мар!
тенситного и ферритного состояний, в сравнении с
СМК структурой, полученной из феррито!перлитно!
го состояния. Это происходит вследствие того, что в
стали с исходно феррито!перлитной структурой ос!
новная часть углерода находится в перлите.

Экспериментально установленные различия в
величинах микродеформации кристаллической
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Рис. 3. Оптические изображения и схемы структурных состояний в исследуемых сталях до и после РКУП: I – исходное состоя�
ние; II – после РКУП (высокоугловые границы обозначены черным цветом, малоугловые – серым)



решетки, плотности дислокаций, микронапряже!
ний II рода (табл. 2) исследуемых сталей после
РКУП также свидетельствуют об отличиях в степе!
ни неравновесности сформированных СМК состоя!
ний. Вышеупомянутые различия в доле высокоу!
гловых границ зерен, объемном распределении и
размерах дисперсных частиц, степени неравновес!
ности структуры исследуемых сталей в совокупно!
сти определяют отличия в уровне их прочностных
свойств после РКУП.

На основе экспериментальных данных о разме!
ре структурных элементов, карбидов (и их объе!
мной доли), плотности дислокаций проведена
оценка вкладов механизмов упрочнения (зерно!
граничного, субзеренного, дисперсионного и ди!
слокационного) в предел текучести исследуемых
сталей в исходном состоянии и после РКУП.

Основным механизмом упрочнения в СМК и
НК материалах является субструктурное упрочне!
ние, и оно по данным работы [4] составляет около
~60…70 %. Зернограничное упрочнение описыва!
ет взаимосвязь между размером зерна и прочност!
ными характеристиками в соответствии с соотно!
шением Холла–Петча [1, 4, 5, 19, 20]:

(1)

где σy – предел текучести материала; σ0 – сопротив!
ление деформации в монокристалле или крупнозер!
нистом поликристалле; d – размер зерна; k – коэф!
фициент Холла–Петча. Значения коэффициента
Холла–Петча для низкоуглеродистых сталей варьи!
руется в интервале значений 13<k<23 ГПа·нм1/2

[19, 20]. Для расчета зернограничного упрочнения
за коэффициент k выбирали среднее значение в ука!
занном выше интервале k=18 ГПа·нм1/2.

Использование выражения (1) корректно толь!
ко для случая истинно зеренной структуры. В на!
шем случае зеренная структура с высокоугловыми
разориентировками формируется в исходном со!
стоянии. В состоянии после РКУП структура стали
зеренно!субзеренная, то есть фрагментация исход!
ной структуры после РКУП происходила путем об!
разования высоко! и малоугловых границ. В этом
случае необходимо учитывать помимо вклада от
границ зерен субструктурное упрочнение от бло!
ков или ячеек [4, 21]:

(2)

где k1 – параметр междислокационного взаимодей!
ствия (для феррито!перлитной и мартенситной
структуры составляет (0,13–0,15)·106 МПа·нм [4],
D – размеры ячеек, блоков, фрагментов.

В случае исходного ферритного состояния для
оценки предела текучести использовали размер зе!
рен полиэдрического феррита, так как на пределе
текучести деформация развивается, прежде всего,
в них. Для стали 10Г2ФТ с феррито!перлитной
структурой корректно использовать размер зерна
феррита, так как объемная доля перлита в струк!
туре невелика (20 %). Оценку вклада перлитной
составляющей в предел текучести оценивали как

σП=QП, где Q=2,4 [МПа / %]; П – содержание пер!
литной составляющей в % [21]. В нашем случае
этот вклад составляет σП=48 МПа, что согласуется
с данными, приведенными в работе [21]. Исследо!
вания низкоуглеродистых сталей [22], в которых
объемная доля перлита изменяется в интервале
15…23 % для стали 17Г1С!У и 3…5 % для сталей
10Г2ФБ и 12Г2СБ, показали, что перлит в низкоу!
глеродистых сталях не относится к сильным фак!
торам упрочнения, и в первом приближении его не
принимают в расчет. Однако пренебрегать им не!
рационально, так как он одного порядка с упроч!
нением от кристаллической решетки (σ0~30 МПа),
а ее вклад обычно учитывают.

При оценке зернограничного вклада в исходно
мартенситном состоянии за величину зерна можно
принять как ширину реек мартенсита и мартенси!
тного пакета [23], так и размер бывшего зерна аус!
тенита. Установлена зависимость прочностных ха!
рактеристик, подобная соотношению Холла–Пет!
ча, не от размера аустенитного зерна, а от величи!
ны мартенситного пакета и ширины реек, которые
многими исследователями считаются основными
структурными единицами закаленной стали. В ра!
боте [21] было показано, что на предел текучести
мартенситной стали влияет длина реек, а не вели!
чина пакета, поскольку длина плоскости скольже!
ния M дислокаций зависит от отношения ширины
рейки Δр к ее длине или к эффективному диаметру
пакета dп. Тогда размер зерна стали со структурой
мартенсита определяется как величина среднего
размера плоскостей скольжения в рейке M

–
(в пред!

положении изотропного распределения ориенти!
ровок плоскостей скольжения относительно ори!
ентировок реек) [21]. В исходно мартенситном со!
стоянии (сталь 10Г2ФТ) величина M

–
составляет

558 нм.
Следует также учитывать вклад от внесенных

дислокаций в структуре, который определяется
известным соотношением [21]:

(3)

где b – вектор Бюргерса; G – модуль упругости; ρ –
плотность дислокаций; M=2,75 [2]; α=0,1–0,3 –
константа, зависящая от характера распределения
дислокаций. Экспериментальные значения плот!
ности дислокаций, полученные в настоящей работе
(табл. 2), соответствуют вкладу σρ=200–300 МПа.

Вклад от твердорастворного упрочнения σтв в
предел текучести определяется в предположении
аддитивности вкладов в упрочнение от отдельных
легирующих элементов. Согласно данным рентге!
ноструктурного анализа, параметр решетки во
всех исследуемых сталях близок к значению для
α!Fe. Атомы легирующих элементов находятся, в
основном, в карбидах, следовательно, вклад от
твердорастворного упрочнения пренебрежимо
мал.

Экспериментально методами ПЭМ в структуре
сталей как до, так и после РКУП обнаружены ча!
стицы различной дисперсности (табл. 1). Прини!

1/2 ,MGbρσ α ρ=

1

1á ,k Dσ −=

1/2

0 ,y yk dσ σ −= +
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мая, что все частицы некогерентные, вклад от дис!
персионного упрочнения в исследуемых сталях
можно оценить с помощью уравнения Орована
[4, 21] или модифицированного для α!Fe уравне!
ния Орована [21]:

(4)

где f – объемная доля частиц; Dср – средний диа!
метр частиц.

Электронно!микроскопические исследования
показали, что в структуре присутствуют карбиды,
которые условно можно разделить на мелкоди!
сперсные (менее 20 нм) и крупные (60–90 нм)
(табл. 1). В феррито!перлитной структуре после
РКУП частицы измельчаются до размера
<10–20 нм и обусловливают упрочнение около
150 МПа, в мартенситной и ферритной – карбиды
с размером <5 нм дают вклад в упрочнение
≈200 МПа. Более крупные карбиды 50–70 нм об!
уславливают слабое упрочнение 20–30 МПа.

Проанализировав механизмы упрочнения,
можно оценить их общий вклад в предел текучести
исследуемых сталей, в общем случае используя
принцип аддитивности напряжений:

(5)

или аддитивности квадратов напряжений [21]:

(6)

(для зернограничного упрочнения),

(7)

(для субзеренного упрочнения). Применительно к
данной работе компоненты σ0, σП, σтв и σдт и σρ отнесе!
ны к компонентам «разной силы». Согласно теории
Кокса [21] препятствия в материалах расположены
неравномерно и различаются по величине воздей!
ствия на движущиеся дислокации. В соответствии с
этим все препятствия можно разделить на «сильные»
и «слабые». Уравнение (5) будет описывать случай,
когда в структуре большое число слабых и небольшое
число сильных препятствий, и критическое напря!
жение определяется преодолением дислокациями
сильных и слабых препятствий одновременно. В
предположении, что сильные и слабые препятствия
преодолеваются постепенно, эффект от совместного
действия нескольких независимых механизмов
определяется с учетом соотношений (6) и (7).

В табл. 3 приведены оценки вкладов от разных
механизмов упрочнения и их суммарный вклад в
прочностные свойства (предел текучести) исследу!
емых сталей при РКУП с учетом соотношений
(1)–(7). Сопоставление рассчитанных и экспери!
ментально полученных данных (табл. 3) показыва!
ет, что во всех исследуемых сталях после РКУП
упрочнение описывается лучше с учетом соотно!
шения (2). Это подтверждает экспериментальные
данные о том, что РКУП приводит к формирова!
нию развитой зеренно!субзеренной структуры в
исследуемых сталях.

На основе проведенного анализа механизмов
упрочнения можно сделать вывод, что упрочнение
низкоуглеродистых сталей с исходно феррито!пер!
литной, мартенситной и ферритной структурами
при РКУП определяется в основном зерногранич!
ным упрочнением, упрочнением от дислокаций и
дисперсионным твердением. Вклад зерногранич!
ного упрочнения является основным и составляет
около 50…60 % для исследуемых сталей (табл. 3).
Упрочнение от внесенных дислокаций составляет
25…30 %, и оно максимально после РКУП стали
10Г2ФТ с исходно мартенситной структурой. Эти
данные согласуются с микроструктурными иссле!
дованиями и изучением прочностных характери!
стик исследуемых сталей. Упрочнение от карбидов
(дисперсионное твердение) играет важную роль в
повышении прочностных свойств сталей и соста!
вляет 15…20 % от суммарного упрочнения.

Полученные данные подтверждают, что ИПД
легированных сталей сочетает в себе несколько ти!
пов упрочнения: от малого размера (суб) зерна и
большой доли границ зерен, от дислокаций и дис!
персионного твердения. В работах [24–26] исследо!
вали влияние РКУП на структуру и механические
свойства армко!железа и чистого α!Fe. Сформиро!
ванные структуры обладали высокими прочност!
ными свойствами после РКУП, однако меньшими
в сравнении со сталями 10Г2ФТ и 06МБФ: в рабо!
те [25] (РКУП по режиму ВС, 8 проходов при
Т=20 °С, Ф=90°) получена СМК структура в α!Fe со
средним размером зерна 200–400 нм и микротвер!
достью Hμ=2,3 ГПа, пределом текучести 700 МПа;
в армко!железе была сформирована структура с
пределом текучести ≈900 МПа [24]. Прочностные
свойства после РКУП армко!железа и α!Fe обусло!
влены преимущественно зернограничным упрочне!
нием, так как содержание легирующих элементов в
них мало. Стали 10Г2ФТ и 06МБФ при близком
размере структурных элементов после РКУП обла!
дают более высокими прочностными свойствами
(Hμ=2,9–3,7 ГПа, предел текучести 960–1125 МПа),
в сравнении с армко!железом и α!Fe, так как содер!
жат легирующие элементы и карбиды.

Сравнение расчетных и экспериментальных
значений предела текучести сталей (табл. 3) пока!
зало, что они хорошо согласуются друг с другом.
Однако приведенные в табл. 3 расчетные данные
являются только оценочными по нескольким при!
чинам. Во�первых, вклад от субструктурного
упрочнения может быть завышен или занижен
вследствие того, что соотношения (1) и (2) коррект!
ны в предположении, что в структуре все границы
являются либо высокоугловыми, либо малоугло!
выми. После РКУП структура в сталях 10Г2ФТ и
06МБФ является зеренно!субзеренной и вклад от
высокоугловых и малоугловых границ зерен дол!
жен учитываться комплексно. Вторая причина об!
условлена погрешностями при определении разме!
ров и объемной доли карбидов методами ПЭМ.
Ошибка при определении объемной доли частиц
составляет 20 % при условии, что внесены поправ!

2 2 2 1/2 2 2 1/2 1

ò 0 òâ Ï äò 1( ) ( ) k dρσ σ σ σ σ σ −= + + + + +

2 2 2 1/2 2 2 1/2 1/2

ò 0 òâ Ï äò y( ) ( ) k dρσ σ σ σ σ σ −= + + + + +

ò ó á òâ Ï äò( ) ρσ σ σ σ σ σ σ= + + + +

1/2
ñð3

äò 1/2
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D f
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ки на перекрытие и усечение частиц, разрешаю!
щую способность прибора (для нанометрических
карбидов) [14]. При определении размера частиц
по электронно!микроскопическим изображениям
ошибка меньше (~5 %) [14], но, объективно, рас!
чет вклада от частиц в упрочнение оказывается
также оценочным. Кроме того, существует нео!
днозначность в определении плотности дислока!
ций, которая варьируется в зависимости от метода
исследования (РСА или ПЭМ), что вносит погреш!
ность в измеряемую величину плотности дислока!
ций и, как следствие, в расчет предела текучести.

Таблица 3. Оценка вкладов от механизмов упрочнения в пре�
дел текучести для исследуемых сталей до и после
РКУП (исходное состояние/после РКУП, МПа)

* с учетом вклада от перлита для случая нормализованной
стали 10Г2ФТ.

Следует отметить, что приведенные расчеты
необходимы не столько для количественной оцен!
ки предела текучести, сколько для выявления
вклада каждого механизма упрочнения в общее
упрочнение стали. Обобщение полученных резуль!
татов показывает, что наиболее весомый вклад в
повышение предела текучести при РКУП исследу!

емых сталей имеет измельчение зерна, вклад от
дислокаций и мелкоразмерной карбидной фазы.

Выводы
1. В низкоуглеродистых сталях 10Г2ФТ и

06МБФ, имеющих различную исходную струк!
туру (феррито!перлитную, мартенситную, фер!
ритную), методом равноканального углового
прессования сформированы субмикрокристал!
лические состояния со средним размером эле!
ментов зеренно!субзеренной структуры
≈300 нм (феррит) и карбидами. Наряду с из!
мельчением исходной зеренной структуры
РКУП вызывает уменьшение размеров диспер!
сных частиц в структуре исследуемых сталей.

2. При близком размере элементов структуры по!
сле РКУП сталь, полученная из закаленного
(мартенситного) состояния, обладает большими
значениями предела текучести (σ0,2=1125 МПа)
в сравнении со сталями, полученными из фер!
рито!перлитного (σ0,2=990 МПа) и ферритного
(σ0,2=960 МПа) состояний.

3. Влияние исходной микроструктуры (феррит,
мартенсит, феррито!перлит) на структурно!фа!
зовое состояние и механические свойства суб!
микрокристаллических сталей заключается в
наследовании исходной зеренной структуры и
объемного распределения дисперсных частиц
карбидов в процессе равноканального углового
прессования.

4. Основной вклад в повышение прочностных
свойств сталей 10Г2ФТ и 06МБФ при равнока!
нальном угловом прессовании вносит измель!
чение зерна (50…60 % от общего упрочнения) и
внесенные дислокации (25…30 % от общего
упрочнения). Дисперсионное твердение также
играет важную роль в повышении прочностных
свойств при равноканальном угловом прессова!
нии (15…20 % от общего упрочнения).
Работа выполнена при частичной финансовой под�

держке программы фундаментальных исследований СО
РАН на 2013–2016 гг. (III.23.2.2.). Исследования выполне�
ны с использованием оборудования Томского материало�
ведческого центра коллективного пользования Томского
государственного университета.

Компоненты упрочнения
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Напряжение трения решетки σ0 30/30 30/30 30/30

Зернограничное упрочнение kyd–1/2 280/1120 760/1020 320/1000

Упрочнение от блоков σб, соотно�
шение (2)

–/600 –/480 –/430

Упрочнение от дислокаций σρ, со�
отношение (3)

70/240 100/310 40/200

Дисперсионное упрочнение σдт*,
соотношение (4)

100/150 180/200 70/190

Расчетные значения σт: 
• с учетом σy, соотношение (5) 
• с учетом σy, соотношение (6)
• с учетом σб, соотношение (5)
• с учетом σб, соотношение (7)

480/1540
400/1430

–/1020
–/890

1070/1560
1000/1420

–/1020
–/880

460/1420
430/1300

–/850
–/740

Экспериментальные значения σ0,2 460/990 950/1125 480/960
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Введение
При азотировании стали легированный слой

образуется за счет диффузионного проникновения
атомов азота в объем основного материала и фор!
мирования нитридных фаз, изменяющих свойства
на поверхности детали. Скорость диффузионного
переноса атомов определяется градиентом химиче!
ского потенциала и диффузионной подвижностью
насыщающего элемента в металле. Поэтому в осно!
ве процесса насыщения поверхности детали лежат
технологические характеристики насыщающей
среды и особенности процесса диффузии насыщаю!
щего элемента в металл [1]. Известно, что диффу!
зия в твердых телах является структурно!чувстви!
тельным процессом, так как границы зерен и суб!
зерен, дислокации и вакансии, то есть дефекты
кристаллического строения, оказывают заметное
влияние на скорость переноса примесных атомов
вглубь металла [2]. Одним из способов влияния на
диффузионные процессы в металлических матери!
алах является их холодная пластическая деформа!
ция, приводящая к эволюции дислокационных
структур и увеличению плотности вакансий.

К настоящему времени опубликовано много ра!
бот о влиянии предварительной пластической де!
формации на процесс формирования диффузион!
ных слоев в металлических сплавах. При этом су!
ществуют разные мнения по указанному вопросу.

В частности, согласно одной точке зрения предва!
рительная пластическая деформация затрудняет
диффузию атомов внедрения [3]. В основе этой мо!
дели лежит теория о том, что атомы внедрения
весьма активно взаимодействуют с дислокациями.
Дислокации выступают в качестве «ловушек», ад!
сорбирующих атомы растворенных элементов [4].
В то же время большое количество научных работ,
опубликованных в последнее время [5–7], свиде!
тельствует о том, что предварительная пластиче!
ская деформация и образующиеся при этом дефек!
ты структуры способствуют более активной диф!
фузии внедряемого вещества. Указанные сведения
получены при использовании современных мето!
дов насыщения поверхности азотом, основанных
на применении интенсивных потоков ионов, осаж!
даемых на упрочняемую деталь из плазмы, либо
полученных методами ионно!лучевой импланта!
ции [8, 9].

В результате использования ионно!лучевых тех!
нологий, за счет протекания процессов радиацион!
но!стимулированной диффузии легирующей приме!
си, интенсивность насыщения поверхностных слоев
материалов азотом существенно возрастает, что по!
зволяет формировать азотированные слои значи!
тельной глубины при относительно низких темпера!
турах ионной обработки вплоть до 300...350 °С [10].
Снижение температуры обработки открывает новые
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С помощью комбинированной ультразвуковой финишной обработки и высокоинтенсивной низкоэнергетической имплантации
ионами азота получены упрочненные слои на поверхности стали 40Х. Используя методы оптической металлографии, рентгено�
структурного анализа и дюрометрии, исследованы особенности строения и свойств поверхностных слоев, полученных данным
способом. Показано, что при имплантации на поверхности стали формируется азотированный слой, представляющий зону вну�
треннего азотирования, фазовый состав которой определяется температурой имплантации и способом предварительной подго�
товки поверхности. Увеличение температуры азотирования приводит к возрастанию доли нитридных фаз в поверхностном слое
стали. Ультразвуковая финишная обработка интенсифицирует процесс имплантации ионов азота, увеличивая глубину упроч�
ненного слоя за счет образования в структуре большого количества дефектов кристаллического строения и повышая микротвер�
дость за счет увеличения доли нитридных фаз.
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возможности азотирования материалов с термиче!
ски неустойчивой структурой, в том числе, форми!
руемой при предварительной интенсивной пласти!
ческой деформации [10, 11].

В связи с этим в задачу исследования входило
изучение особенностей структурно!фазового со!
стояния азотированных слоев типичной конструк!
ционной стали, подвергнутой комбинированной
обработке, включающей поверхностную пластиче!
скую деформацию стали с помощью ультразвуко!
вой финишной обработки и азотирование методом
высокоинтенсивной низкоэнергетической имплан!
тации ионов азота.

Методика эксперимента
Для азотирования была выбрана конструкцион!

ная сталь 40Х после нормализации (нагрев до 850 °С
и охлаждение на воздухе). Образцы имели форму
цилиндров высотой 6 мм и диаметром 10 мм. Тор!
цевая поверхность образцов шлифовалась. Часть
образцов подвергалась поверхностной пластиче!
ской деформации с помощью ультразвуковой фи!
нишной обработки (УФО) по методике, описанной в
[12]. При пластической деформации с одновремен!
ным ультразвуковым воздействием на металл об!
наруживаются характерные особенности формиро!
вания дефектов структуры, связанные с поглоще!
нием дислокациями в процессе УФО энергии ульт!
развуковых волн. Данное явление повышает по!
движность дислокаций и обеспечивает их некон!
сервативное движение, что приводит к образова!
нию избыточной концентрации «деформацион!
ных» вакансий, которые способны сохраняться
длительное время и участвовать в диффузионных
процессах [13]. Подвергнутые УФО образцы обра!
батывались интенсивными потоками низкоэнерге!
тических ионов азота. В работе использовалась раз!
работанная в Физико!техническом институте НАН
Беларуси ионно!лучевая установка [14]. Импланта!
ция проводилась ионами азота с энергией 3 кэВ и
плотностью ионного тока 2 мА/см2 в течение 2 ча!
сов. Суммарная доза ионов азота, падающих на по!
верхность, составляла 3⋅1019 см–2. Образцы имплан!
тировались при температуре 350, 400, 450, 500 °С.

Рентгеноструктурные исследования поверх!
ностных слоев проводились на дифрактометре
ДРОН!2,0 в монохроматизированном CoKα!излу!
чении. Глубина проникновения рентгеновского из!
лучения составляла около 20 мкм. Получаемые
данные рентгеноструктурного анализа давали ин!
тегральную оценку фазового состава слоя той же
глубины. Дюрометрический анализ проводился на
приборе «Nano Hardness Tester». При нагрузке
30 г измерялась кинетическая твердость упроч!
ненных слоев, как на поверхности, так и в попе!
речном сечении с одновременным проведением ме!
таллографического анализа. Глубина азотирован!
ного слоя оценивалась по методике, изложенной в
работе [15]. За глубину азотирования принимался
слой, на границе которого значение твердости на
500 единиц выше твердости исходного материала.

Результаты эксперимента
В исходном состоянии после нормализации в

стали 40Х формируется феррито!перлитная струк!
тура. Микротвердость нормализованной стали со!
ставляет 3120 МПа. В процессе УФО происходит
интенсивная пластическая деформация поверх!
ностного слоя стали (рис. 1). Под воздействием ин!
струмента зерна поверхностного слоя теряют свою
равноосную форму и вытягиваются в направлении
движения инструмента. Глубина визуально на!
блюдаемой зоны пластической деформации соста!
вляет около 25 мкм. Вместе с тем, по результатам
измерения микротвердости, общая глубина дефор!
мированного слоя составляет около 120 мкм, а
среднее значение микротвердости обработанной
поверхности увеличивается на 49 % и достигает
4780 МПа.

Рис. 1. Оптическое изображение микроструктуры стали 40Х
после УФО (стрелкой указана визуально наблюдае�
мая зона пластической деформации)

Данные рентгеноструктурного анализа (РСА)
показали, что в исходном состоянии в стали 40Х
основными фазами являются α!фаза и карбид же!
леза Fe3C (рис. 2, а). Период решетки α!фазы
а=0,2867 нм, что соответствует параметру решет!
ки нелегированного феррита. После УФО наблюда!
ется снижение интенсивности дифракционных ли!
ний карбида железа и увеличение параметра ре!
шетки феррита до а=0,2870 нм (рис. 2, б). Можно
полагать, что в результате интенсивной пластиче!
ской деформации частицы цементита дробятся на
меньшие фрагменты и частично растворяются в
феррите. Кроме того, уширение рентгеновских ли!
ний матричной α!фазы указывает на увеличение
уровня микроискажений кристаллической решет!
ки, увеличение плотности дислокаций и фрагмен!
тацию микроструктуры. Таким образом, в процес!
се УФО в поверхностном слое стали 40Х происхо!
дят структурные превращения, характерные для
всех ранее исследованных феррито!перлитных
углеродистых сталей [16, 17].

В процессе ионной имплантации происходит
существенное изменение фазового состава и ми!
кротвердости поверхностного слоя стали как в ис!
ходном состоянии, так и после УФО. Необходимо
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отметить, что при металлографическом анализе
поперечных шлифов азотированных образцов
идентификация азотированного слоя затруднена.
Травление не выявило нитридной зоны, наблюдае!
мой как белый бесструктурный слой. При этом зо!
на внутреннего азотирования, выявляемая как зо!
на повышенной травимости, наблюдается только
на образцах, имплантированных при температуре
450 и 500 °С. Как видно на рис. 3, зона азотирова!
ния не имеет выраженной границы с неимпланти!
рованным материалом.

Рис. 3. Оптическое изображение микроструктуры стали 40Х
после УФО и ионной имплантации азота при темпе�
ратуре 450 °С (стрелкой указана зона повышенной
травимости)

Результаты РСА показали, что в поверхност!
ном слое имплантированной при 350 °С стали, и в
исходном, и в модифицированном УФО состоянии
основной фазой остается α!железо, сохраняется
цементит, и формируется фаза ε!Fe3N (рис. 4, а, б).
Предварительная УФО поверхности стали в про!
цессе ионной обработки увеличивает количество
выделившегося ε!нитрида. На это указывает воз!
растание интенсивности дифракционных линий
данной фазы (рис. 4, б).

В процессе ионного азотирования возрастает
параметр решетки α!фазы для предварительно
шлифованной стали до а=0,2869 нм, а для моди!

фицированной УФО – до а=0,2871 нм. Увеличение
параметра кристаллической решетки феррита сви!
детельствует о растворении в ней азота и обусло!
влено внутрикристаллитной диффузией азота. На
дифрактограмме полученной от модифицирован!
ной УФО и имплантированной азотом при 350 °С
стали 40Х сохраняется высокое физическое уши!
рение дифракционных линий α!фазы. Последнее
свидетельствует о том, что нагрев до 350 °С мало
влияет на дефектную структуру поверхностного
слоя, сформированную под действием ультразву!
ковой обработки.

При повышении температуры имплантации до
400 °С в азотированном слое стали наряду с α!фазой,
ε!нитридом и цементитом регистрируется образова!
ние частиц нитридной фазы γ'!Fe4N (рис. 4, в, г).
При этом концентрация частиц γ'!фазы в поверх!
ностных слоях подвергнутой УФО стали существен!
но выше, чем в шлифованной стали (рис. 4, г). Пара!
метр кристаллической решетки α!фазы после им!
плантации при данной температуре, независимо от
режима предварительной обработки поверхности,
составляет а=0,2871 нм и при азотировании с
большими температурами не увеличивается, что
может быть связано с максимально возможным на!
сыщением решетки нелегированного феррита азо!
том. Имплантация при 400 °С приводит к уменьше!
нию уширения основных рентгеновских линий
α!фазы в поверхностных слоях с УФО. Следова!
тельно, в ходе азотирования при 400 °С протекают
процессы релаксации напряжений и отжига де!
фектов кристаллической решетки матричной
α!фазы. Азотирование при более высоких темпе!
ратурах углубляет данный процесс, но даже после
имплантации при 500 °С сохраняется некоторое
уширение основных линий α!фазы (рис. 4, е).

После имплантации при 450 °С в модифициро!
ванных ионами азота слоях стали 40Х существен!
но возрастает относительная концентрация γ'!ни!
трида. При этом предварительная УФО поверхно!
сти стали интенсифицирует образование нитрид!
ной фазы (рис. 4, д, е). Интенсивность рентгенов!
ских линий цементита снижается, что указывает
на растворение карбида.
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Рис. 2. Фрагменты рентгеновских дифрактограмм от поверхностных слоев стали 40Х после: а) шлифования; б) УФО
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Рис. 4. Фрагменты рентгеновских дифрактограмм от поверхностных слоев стали 40Х после ионной имплантации азотом
(а, в, д, ж) и после ионной имплантации азотом с предварительной УФО (б, г, е, з) при температурах: а, б) 350;
в, г) 400; д, е) 450; ж, з) 500 °С
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В результате имплантации при 500 °С, незави!
симо от способа предварительной обработки по!
верхности, в азотированном слое образуются: твер!
дый раствор азота в α!железе, нитрид γ'!Fe4N и ни!
трид ε!Fe3N (рис. 4, ж, з). Цементит в слое практи!
чески не регистрируется. Влияние предваритель!
ной УФО на содержание нитридов после импланта!
ции при 500 °С не прослеживается.

Таким образом, можно констатировать, что при
ионной имплантации на поверхности стали 40Х
формируется азотированный слой, соотношение
фаз в котором определяется температурой имплан!
тации и способом предварительной подготовки по!
верхности.

Для оценки глубины азотированного слоя про!
водилось измерение микротвердости на попереч!
ных шлифах. Анализ распределения значений ми!
кротвердости по глубине азотированного слоя по!
казал, что при всех исследованных режимах азоти!
рования микротвердость в поверхностном слое ста!
ли меняется по одной зависимости, близкой к эк!
споненциальной, что характерно для зоны вну!
треннего азотирования первого рода [15]. Значения
микротвердости плавно снижаются от поверхности
вглубь образца до уровня микротвердости исходно!
го материала (рис. 5). При повышении температу!
ры имплантации растет значение микротвердости
на поверхности образцов и глубина упрочненного
слоя. Так, при температуре имплантации 350 °С
микротвердость на поверхности шлифованных об!
разцов составляет Н30=5150–5800 МПа, а глубина
упрочненного слоя 33–40 мкм. При температуре
имплантации 500 °С микротвердость соответствует
Н30=9550–1000 МПа, а глубина упрочненного слоя
120–140 мкм (рис. 5, а, г).

Распределение микротвердости в азотирован!
ном слое с предварительной УФО имеет некоторые
особенности. При температуре имплантации 350 °С
по всей глубине упрочненного слоя значения ми!
кротвердости выше по сравнению с микротвердо!
стью образцов с предварительно шлифованной по!
верхностью (рис. 5, а). При этом глубина упроч!
ненного слоя значительно больше и составляет
около 120 мкм. Как видно из графика, по характе!
ру изменения значений микротвердости в поверх!
ностном слое стали на глубине до 40 мкм повыше!
ние значений микротвердости обусловлено форми!
рованием нитридов, а на большей глубине – за счет
дефектов структуры, образованных в процессе
УФО. Таким образом, значительная глубина
упрочненного слоя обусловлена комбинированным
воздействием двух методов модифицирования по!
верхности, и глубина азотированного слоя значи!
тельно меньше упрочненного. Это подтверждают и
результаты РСА. При анализе дифрактограммы,
снятой с модифицированной УФО и имплантиро!
ванной при 350 °С поверхности стали 40Х, наблю!
дается одновременно и образование нитридной фа!
зы, и сохранение уширения основных рентгенов!
ских линий α!фазы, что указывает на сохранение в
поверхностном слое сформированной при УФО ди!

слокационной субструктуры. Похожая картина
распределения значений микротвердости в упроч!
ненном слое наблюдается и при температуре им!
плантации 400 °С (рис. 5, б). При температуре им!
плантации 450 °С глубина азотированного слоя
становится соизмеримой с упрочненным слоем
(рис. 5, в). При данном режиме имплантации явно
заметен эффект предварительной модификации
поверхности. УФО повышает и глубину упрочнен!
ного слоя, и значения микротвердости. Так, при
имплантации с 450 °С глубина упрочненного слоя с
предварительным шлифованием составляет
80–100 мкм, а с УФО – 120–150 мкм. После им!
плантации при 500 °С глубина упрочненного слоя с
предварительным шлифованием составляет 140 и
200 мкм – с предварительной УФО (рис. 5, г).

Обсуждение результатов
Как видно из результатов эксперимента, радиа!

ционно!стимулированная диффузия, характерная
для данного метода азотирования, обеспечивает
формирование на поверхности стали 40Х азотиро!
ванного слоя во всем исследуемом интервале тем!
ператур. Следует отметить, что для данного типа
стали при газовом азотировании близкие характе!
ристики упрочненного слоя получаются за время,
в десятки раз превышающее выбранное в экспери!
менте [15]. Воздействие интенсивного потока ио!
нов, бомбардирующих облучаемую поверхность
материала, может приводить к распылению по!
верхностного нитридного слоя и ускорению диф!
фузионного переноса азота в подповерхностные
слои [3]. Подобные азотированные слои были по!
лучены и в данном эксперименте – во всем темпе!
ратурном интервале имплантации упрочненный
слой представляет собой зону внутреннего азоти!
рования.

При температуре имплантации 350 °С в поверх!
ностном слое стали формируется высокоазотистый
нитрид ε!Fe3N, что характерно для азотирования с
высокой степенью насыщения материала азотом и
углеродом (рис. 4, а, б). Так как оптически азоти!
рованная зона не наблюдается, то можно предпо!
ложить, что образующийся нитрид железа насле!
дует строение исходной фазы, а именно цементита.
Как описывается в работе [15], нитридные части!
цы растут на цементитных пластинах зерен перли!
та, повторяя их контуры. Подвод ионов азота при
этом происходит по границам зерен и малоугло!
вым границам (при низкой температуре обычно
преобладают именно эти пути диффузии [2]), ди!
слокациям и объему кристаллической решетки.
Внутрикристаллитная диффузия подтверждается
повышением параметра кристаллической решетки
феррита и на шлифованных, и на обработанных
УФО поверхностях. После предварительной УФО
параметр решетки феррита увеличивается значи!
тельнее, что обусловлено наличием в модифициро!
ванной стали в кристаллической решетке больше!
го число вакансий, облегчающих процесс переноса
азота [18, 19]. Увеличение количества нитридных
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частиц при имплантации стали, подвергнутой
УФО, связано с увеличением плотности линейных
дефектов и малоугловых границ в ее поверхност!
ных слоях, а также с интенсификацией внутри!
кристаллитной диффузии и увеличением количе!
ства центров зарождения и роста нитридных ча!
стиц. Последнее может быть связано с дроблением
цементитных пластинок перлита [17]. Поскольку
предварительная УФО увеличивает долю нитридов
и количество растворенного в феррите азота в азо!
тированном слое стали, то микротвердость поверх!
ности стали становиться выше. В частности,

упрочнение стали 40Х после имплантации при
350 °С для предварительно шлифованной поверх!
ности составляет 75 %, а для поверхности, обрабо!
танной УФО, 100 %.

Анализ фазового состава и строения азотиро!
ванных слоев, имплантированных при температу!
ре 400 и 450 °С, показал следующие особенности.
Как видно на рис. 4, в–е на дифрактограммах про!
исходит снижение интенсивности линий цементи!
та с одновременным увеличением интенсивности
линий ε!фазы и смещением их в область меньших
углов. Такие изменения на дифрактограммах ха!
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Рис. 5. Распределение микротвердости по глубине упрочненного слоя стали 40Х после УФО (график �■�), ионной импланта�
ции азотом (график ���) и ионной имплантации азотом с предварительной УФО (график ���) при температурах:
а) 350; б) 400; в) 450; г) 500 °С. Зона Iимп. – азотированный слой после имплантации, зона Iкомб. – азотированный слой
после УФО и имплантации
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рактерны для процесса формирования карбони!
трида Fe3(N,С), растворение в котором атомов угле!
рода повышает параметр решетки ε!фазы. Как
можно предположить, в данном температурном
интервале образующиеся на пластинах цементита
нитриды частично или полностью заменяют це!
ментит, превращаясь в карбонитриды без измене!
ния исходной морфологии перлита [20]. Наряду с
данной фазой в азотированном слое формируются
частицы γ'!фазы, идентифицируемой на дифракто!
граммах уже после азотирования при температуре
400 °С (рис. 4, в, г). Образование γ'!фазы проявля!
ется в повышении травимости поверхностного
слоя стали, что характерно для структуры с выде!
лением субмикрокристаллических нитридных ча!
стиц [15]. Мелкодисперсные частицы нитрида вы!
деляются из пересыщенного твердого раствора азо!
та в феррите и могут располагаться на дислока!
циях и других дефектах кристаллической решет!
ки α!фазы [3].

За счет дополнительного упрочнения диспер!
сными частицами γ'!фазы микротвердость поверх!
ности имплантированных при температуре 450 °С
предварительно шлифованных образцов возраста!
ет на 145 %, а образцов, подвергнутых УФО, – на
160 %. Повышение значений микротвердости им!
плантированной поверхности стали, подвергнутой
УФО, обусловлено увеличением в азотированном
слое доли частиц γ'!фазы (рис. 4, д, е), а большая
глубина упрочненного слоя – интенсификацией
процесса диффузии по дефектам структуры, обра!
зованным при УФО (рис. 5, в).

Особенность формирования азотированного слоя
при имплантации азота с температурой 500 °С свя!
зана с процессом обратной диффузии углерода, ха!
рактерной для высокоэнергетических методов азо!
тирования [21]. Одновременное с диффузией азота
обезуглероживание поверхностного слоя стали ска!
зывается на кинетике формирования нитридных
фаз. Происходит увеличение доли фазы γ'!Fe4N,
формированию которой благоприятствует пониже!
ние содержания углерода в поверхностном слое
(рис. 4, ж, з). То, что углерод не растворяется в кар!
бонитриде железа, а диффундирует к поверхности
стали и удаляется, подтверждает положение ди!
фракционных линий ε!фазы. Их углы соответству!
ют положению линий нитрида ε!Fe3N (рис. 4, ж, з).
Возрастанию содержания низкоазотистого нитри!
да γ'!Fe4N способствует также увеличение глубины
азотированного слоя, сопровождающееся при од!
ной и той же дозе ионов снижением концентрации
азота в слое.

При имплантации образцов с предварительной
УФО при температуре 500 °С одновременно с процес!

сом диффузии азота активизируются процессы, ха!
рактерные для возврата и полигонизации пластиче!
ски деформированного материала: аннигиляция то!
чечных дефектов и дислокаций разных знаков, пе!
ремещение дислокаций и выстраивание их в стен!
ки. Данные структурные превращения приводят к
формированию диффузионно!проницаемых дисло!
кационных стенок и малоугловых границ, диффу!
зия азота по которым значительно ускоряется [7].
В результате увеличивается глубина зоны внутрен!
него азотирования и это, возможно, приводит к сни!
жению концентрации азота на поверхности стали.
В результате, в поверхностном слое на глубине до
20 мкм объемная доля нитридов больше на образ!
цах без предварительной УФО (рис. 4, ж, з). Степень
упрочнение на поверхности стали после импланта!
ции при 500 °С на предварительно шлифованной по!
верхности составляет 220 %, с УФО – 190 %. Мень!
шее значение микротвердости на поверхности с
УФО компенсируется большей глубиной упрочне!
ния до 200 мкм (рис. 5, г). А, как известно, большая
глубина азотированного слоя со структурой, харак!
терной для зоны внутреннего азотирования, благо!
приятна для эксплуатации деталей, работающих на
износ при больших удельных нагрузках в условиях
усталости [22].

Выводы
Исследовано влияние комбинированной обра!

ботки низколегированной конструкционной стали
40Х, включающей ультразвуковую финишную об!
работку и высокоинтенсивную низкоэнергетиче!
скую имплантацию ионами азота на структуру и
фазовый состав азотированных слоев стали. Пока!
зано, что в процессе высокоинтенсивной низко!
энергетической имплантации ионами азота на по!
верхности стали 40Х формируется азотированный
слой толщиной до 200 мкм, представляющий зону
внутреннего азотирования следующего фазового
состава: твердый раствор азота в феррите, цемен!
тит, нитриды железа – ε!Fe3N и γ'!Fe4N. При повы!
шении температуры имплантации с 350 до 500 °С
увеличивается доля низкоазотистого нитрида
Fe4N, что связано с увеличением глубины азотиро!
вания и, возможно, с процессом обратной диффу!
зии углерода.

Установлено, что предварительная ультразву!
ковая финишная обработка интенсифицирует про!
цесс имплантации, увеличивая глубину упрочнен!
ного слоя за счет ускоренной диффузии ионов азо!
та по дополнительным дефектам кристаллическо!
го строения, и повышая микротвердость азотиро!
ванного слоя, за счет увеличения доли нитридных
фаз.
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Введение
Как показали исследования [1–3], движение

поверхностной волны в клиновидной пластине со!
провождается принципиально новыми эффекта!
ми. Так, например, при движении волны Рэлея в
некоторой малой области, прилегающей к ребру,
имеет место потеря ее устойчивости (стационарно!
сти). При этом возникает особый тип поверхност!
ной волны, сопровождающийся в ходе движения
непрерывной перестройкой акустического поля и
излучением объемных волн.

Причина этого феномена кроется в том, что
при движении поверхностной волны изменяются
условия распространения: смещения частиц сре!
ды в какой!то момент времени начинают дости!
гать противоположной грани клина, ведущей к
расщеплению движущейся волны на независи!
мые поверхностную и объемную компоненты.
Энергия поверхностной волны в ходе движения
начинает уменьшаться, т. к. объемные волны, не!
прерывно оттекающие с поверхности вглубь сре!
ды, уносят с собой часть энергии. Эти эффекты в
конечном итоге приводят к расщеплению волны

Рэлея на независимые симметричную и антисим!
метричную моды. Исследование поверхностной
волны в клиновидной пластине состояло из двух
этапов. Вначале рассматривалась эволюция по!
верхностной волны, движущейся перпендику!
лярно ребру клина [2–6], а затем движение волны
вдоль ребра [7].

Решение первой задачи
Система уравнений волновой динамики обычно

выводится из закона сохранения энергии без учета
процессов диссипации. При распространении ма!
лых возмущений в клиновидной пластине энергия
движущейся поверхностной волны не остается по!
стоянной, а монотонно уменьшается за счет непре!
рывного оттока в объемные волны.

В рамках плосковолновой модели был рассмо!
трен подход, позволяющий приближенно оценить
эволюцию движущейся поверхностной волны.
В цилиндрической системе координат, позволяю!
щей разбить векторное уравнение Ламе для каждо!
го из волновых потенциалов, стандартные уравне!
ния динамики имеют вид:
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(1)

Наличие первой производной по продольной
координате в (1) свидетельствует о том, что ампли!
туда потенциалов из!за сжатия волнового потока в
клиновидной пластине нарастает к ребру. Однако
эти уравнения не учитывают изменение амплиту!
ды, обусловленное убылью энергии при трансфор!
мации поверхностной волны в объемные, а также
изменение скорости волны.

Введением дополнительного члена в уравнения
(1), который учитывал бы изменение амплитуды и
скорости волны, не решить проблему, поскольку
очень сложно определить зависимость изменяю!
щихся параметров волны от координат. Но если
допустить медленное изменение этих параметров в
пределах локальной длины волны, то можно вос!
пользоваться этими уравнениями для получения
приближенного решения. На малых интервалах
изменений r и t решения общего вида можно рас!
сматривать как состоящие из элементарных реше!
ний, которые имеют вид:

где k(r)=k0(1+ar), dk(r)/dr=k0a=2πa/λ, a=ελ, ε<<1,
ε – малый параметр задачи.

Волновое число в этих соотношениях выража!
ется в комплексном виде: k(r)=k1+ik2(r), где дей!
ствительная часть этого числа определяет скорость
волны: V(r)=ω/k1(r), а мнимая – амплитуду:
A(r)=A0exp [–k2(r)].

Такой же подход был использован к граничным
условиям, выражающим отсутствие напряжений
на поверхностях клина [2, 3]:

где 

Решения (1) целесообразно искать в виде ком!
бинаций функции Ханкеля первого рода:

поскольку эти функции удовлетворяют условию
погашаемости.

В этих выражениях угловые волновые числа ν,
η связаны с искомыми волновыми числами и пред!

полагаются медленно изменяющимися на локаль!
ной длине волны.

С учетом этих преобразований получаем ком!
плексное дисперсионное уравнение для определе!
ния амплитуды и скорости волны:

(2)

где

Уравнение (2) показывает наличие двух спек!
тральных ветвей (мод) акустической волны – сим!
метричной (n=1) и антисимметричной (n=–1)

На рис. 1 приведены соответственно зависимо!
сти относительной скорости симметричных и анти!
симметричных волн от расстояния до ребра клина.

Рис. 1. Зависимость относительной скорости распростране�
ния антисимметричных (2 и 4) и симметричных (1 и
3) волн от расстояния до ребра клина (Vr – скорость
рэлеевской волны, f=2,5 МГц)

Следует отметить особый характер полученных
зависимостей скоростей этих мод. С приближени!
ем к ребру от бесконечности до точки rсл имеем
устойчивое стационарное распространение поверх!
ностной волны, а после этой точки происходит по!
теря устойчивости, сопровождающаяся возникно!
вением двух мод. При этом оказывается, что ско!
рости распространения этих мод при приближе!
нии к ребру будут изменяться различным образом.
Скорость антисимметричной моды стремится к ну!
лю, а симметричной – к скорости продольной вол!
ны. Область распространения этих мод также раз!
личная: если симметричная мода существует в уз!
кой области от rсл до rкр границы неустойчивой зо!
ны, то антисимметричная занимает всю область от
границы rсл до ребра клина.

Акустическое поле в клиновидной пластине
вблизи ребра фактически представляет наложение
двух неоднородных волн – бегущей к ребру и отра!
женной от него. Возникающая стоячая акустиче!
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ская волна, рассмотренная в [4, 5], формируется
только из антисимметричных волн. Скорость па!
дающей волны в направлении ребра снижается от
рэлеевской до нуля. В обратном направлении ско!
рость волны убыстряется до рэлеевской. В силу
равных условий распространения изменения ско!
рости как в прямом, так и обратном направлениях
имеют идентичный характер, что приводит к
устойчивой волновой картине.

Амплитуда падающей волны изменяется в ходе
движения и определяется конкуренцией двух ме!
ханизмов – с одной стороны уменьшением локаль!
ной толщины пластины, ведущей к сжатию волно!
вого потока и нелинейному росту амплитуды, с
другой – нелинейным затуханием возмущений,
связанным с оттоком энергии при возникновении
объемных волн. Однако амплитуда возмущений
при обратном движении определяется только од!
ним механизмом – увеличением локальной толщи!
ны пластины, ведущим к нелинейному падению
амплитуды. В этой ситуации взаимодействие с
противоположной гранью не происходит, следова!
тельно, трансформация поверхностной в объемные
волны в этом случае не происходит.

На рис. 2 показана интерференционная струк!
тура акустического поля по направлению к ребру
клина для угла клина 26°. Отметим, что расстояния
между пучностями стоячей волны при приближе!
нии к ребру увеличиваются, что свидетельствует об
уменьшении скорости моды поверхностной волны.
Опытные данные получены на оригинальной уста!
новке [6], которая подробно описана в [7].

Рис. 2. Зависимость амплитуды стоячей волны от расстояния
до ребра для угла клина 26°

С приближением к ребру уменьшается локаль!
ная толщина, что приводит к уменьшению скоро!
сти антисимметричной волны. При этом волновой
поток, теряя скорость, сжимается, достигая у ре!

бра максимальной плотности энергии. В обратном
направлении поток расширяется, двигаясь от ре!
бра и набирая скорость. Плотность энергии волно!
вого потока при этом уменьшается, что ведет к спа!
ду амплитуды. Этот эффект является специфиче!
ским и характерен только для клиновидной пла!
стины.

Решение второй задачи
При распространении волны параллельно ре!

бру клина скорость ее будет также зависеть от ло!
кальной толщины клина (в области траектории
волны) [7]. Различная скорость по фронту волны
будет приводить к отклонению волновой нормали
и обуславливать отвод энергии к ребру клина. По!
этому эта волна должна характеризоваться неу!
стойчивой траекторией, что противоречит извест!
ным экспериментальным наблюдениям.

Известно, что акустическое волновое сопротив!
ление пропорционально скорости распростране!
ния волны. В соответствии с принципом наимень!
шего действия, при распространении упругой
энергии в анизотропной среде происходит снос
энергии из области с большим волновым сопротив!
лением в область с меньшим волновым сопротив!
лением.

Следовательно, при излучении поверхностной
волны первоочередным будет ее движение в сторо!
ну более низкого пространственного градиента
скорости – к ребру клина в область с уменьшаю!
щимся по ходу движения волновым сопротивлени!
ем. Отражаясь от ребра, потоки энергий падающей
и отраженной волн накладываются, что приводит
к пространственному перераспределению интен!
сивности колебаний с возникновением чередова!
ния максимумов и минимумов.

В этой ситуации переноса энергии волны по на!
правлению к ребру не происходит, а прямым след!
ствием этого факта является переориентация на!
правления потока энергии волны, который устре!
мляется вдоль ребра клина.

Таким образом, вначале возникает волновое
движение перпендикулярно к ребру клина, суще!
ствующее только в начальный период времени до
образования стоячей волны, а затем формируется
интерференционной поток энергии в новом напра!
влении – вдоль ребра клина. Важно отметить, что
траектория этой волны теперь будет устойчивой и
будет проходить параллельно ребру клина. Это
свидетельствует о специфической разновидности
неоднородной волны в клиновидной пластине.
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NEW ACOUSTIC EFFECTS AT WAVE PROPAGATION IN WEDGE^SHAPED MEDIA

Khoris B. Tolipov, 
Cand. Sc., South Ural State University, 

Russia, 454080, Chelyabinsk, Lenin avenue, 76. E�mail: thb@susu.ac.ru

The research of wave propagation in elastic wedge plate revealed new acoustic effects near the edge unknown in the technical literature.
At surface wave movement in this area the acoustic field is a continuously restructured and spatial wave radiation occurs. When reaching
the edge the surface wave rate falls to zero, but in the opposite direction the wave gains velocity. All these facts identify a new physical
phenomenon: the inverse wave in the wedge plate occurs not due to reflection from an edge in the classic sense, but because of wave
flow compression. Occurring at falling and reverse fluctuations impose the standing nonuniform wave is formed of the displacements
of small amplitude. The wave motion of original physical nature occurs along the wedge edge.

Key words:
Nonuniform wave, interference, wedge�shaped plate, wave field, the theory of elasticity.



Введение
Нанесение теплозащитных покрытий (ТЗП) на

наиболее теплонапряженные узлы изделий ракет!
но!космической и авиационной техники является
одним из широко используемых способов сохране!
ния их работоспособности при высокотемператур!
ных воздействиях. Наиболее часто в качестве ТЗП
используют покрытия из нескольких слоев, где
нижние слои связующие, а верхнийтермобарьер!
ный, обладающий низким коэффициентом тепло!

проводности [1, 2]. Одним из наиболее подходя!
щих для ТЗП является диоксид циркония
(λ=2 Вт/м·К при температурах ~1500 К), стабили!
зированный оксидом иттрия [1–3]. Для получения
ТЗП широко используются методыгазотермиче!
ского напыления (ГТН), в частности плазменное
напыление [1, 2]. Для улучшения прочностных
свойств плазменных покрытий их нанесение часто
проводят в динамическом вакууме (при понижен!
ных давлениях от 65 до 130 Па) [4, 5].
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Актуальность работы обусловлена необходимостью повышения срока эксплуатации изделий аэрокосмической отрасли путем
разработки методов нанесения теплозащитных покрытий на конструкционные материалы изделий.
Цель работы: исследование структуры теплозащитных покрытий, получаемых плазменным напылением стабилизированного
диоксида циркония.
Методы исследования: спектрометрия ядерного обратного рассеяния (ЯОР).
Результаты: методом спектрометрии ядерного обратного рассеяния исследована структура и элементный состав покрытий,
формируемых плазменным напылением стабилизированного порошка диоксида циркония, и определены их толщины. Устано�
влено наличие переходного слоя между покрытием и подложкой толщиной ~5 мкм. Путем сопоставления геометрической и мас�
совой толщин покрытий определена их пористость (20...30 %). Обнаружено, что из�за высоких скоростей нанесения покрытий
в динамическом вакууме в случае послойного напыления порошков диоксида циркония и никеля может происходить формиро�
вание слоя со смешанным элементным составом, при этом пористость покрытий уменьшается с увеличением количества нано�
симых слоев. Для структуры покрытия, полученного при плазменном напылении через маску с отверстиями, методом ЯОР уста�
новлена периодически изменяющаяся по поверхности толщина покрытия.

Ключевые слова:
Теплозащитнoeпокрытиe, плазменное напыление, ядерное обратное рассеяние, диоксид циркония, наноструктурирование.



Данная работа посвящена исследованию эл!
ементного состава, толщины и пористости ТЗП,
получаемых при плазменном напылении в дина!
мическом вакууме, методом спектрометрии ядер!
ного обратного рассеяния протонов (ЯОР).

Эксперимент
В работе проводили напыление однослойных

диоксид циркониевых покрытий (сплошных и на!
ноструктурированных) имногослойных ТЗП, на
стальных (12Х18Н10Т) и медных (М1) подложках,
как на часто используемых конструкционных ма!
териалах в ракетной технике. Плазменное напыле!
ние проводили в динамическом вакууме (плазмен!
но!кластерное напыление) [5] при давлении в ка!
мере ~0,1 МПа порошком диоксида циркония, ста!
билизированного оксидом иттрия (8 %) (размеры
частиц порошка ~5...10 мкм) с помощьюплазмо!
трона постоянного тока с мощностью до ~20 кВт.
Ток дуги составлял 100 А, напряжение – 100 В.
В качестве плазмообразующего и транспортирую!
щего газа использовали азот с расходом 1 г/с. Ди!
станция напыления составляла 40 мм. Однослой!
ные покрытия с толщинами 15, 20, 24 и 27 мкм
были получены на стальных подложках. Нано!
структурированные покрытия («решетка») полу!
чали на медных подложках при напылении через
маску с отверстиямиразмером 9 мм2 и перемычка!
ми толщиной 1 мм, установленную на расстоянии
1 мм от подложки. Напротив отверстий маски про!
исходило образование обычного плазменного по!
крытия со структурой, состоящей из сильно де!
формированных частиц. А в области затенения ре!
ализуется течение Прандтля–Майера – сверхзву!
ковое обтекание перемычки паровой фазой мате!
риала в маске с образованием веера волн разряже!
ния, проходя который из паровой фазы напыляе!
мого материала конденсируются наночастицы [6].
Многослойные ТЗП толщиной 35 и 60 мкм полу!
чали на медных подложках последовательнымна!
пылением на поверхность образцов слоёв из нике!
ля и стабилизированного диоксида циркония (3 и
11 слоев) для компенсации внутренних напряже!
ний, возникающих при разнице КТР материала за!
щищаемого изделия и диоксида циркония. Изме!
рение геометрической толщины покрытий произ!
водили металлографическими методами.

Исследование элементного состава, толщин,
равномерности слоев и пористости покрытий про!
водилось с помощью метода спектрометрии ядер!
ного обратного рассеяния (ЯОР) [7–9]. Спектры
ЯОР измеряли на пучке протонов 120 см цикло!
трона НИИЯФ МГУ. Энергия протонов пучка со!
ставляла 7,5 МэВ, угол рассеяния в лабораторной
системе координат – 160 градусов. Извлечение ин!
формации о послойном элементном составе по!
верхностного слоя проводили путем сопоставле!
ния экспериментально измеренных спектров ЯОР
с расчетными, получаемыми путем моделирова!
ния ЯОР протонов с помощью программы NBS.

Модель ядерного обратного рассеяния протонов
Метод спектрометрии обратного рассеяния про!

тонов для исследования состава поверхностных
слоёв материалов основан на использовании кине!
матических и статистических закономерностей
упругого рассеяния частиц на ядрах, входящих в
состав этих слоёв (например, [10]). Заложенная в
программу моделирования NBS схема обратного
рассеяния представлена на рис. 1.

Рис. 1. Кинематика обратного рассеяния

Если частица с массой М1 сталкивается с ядром
мишени массой М2 на поверхности, то начальная
(Е0) и конечная (Е') энергии частицы будут связа!
ны между собой соотношением

где

Следовательно, используя пучок частиц с фик!
сированной и известной энергией и измеряя энер!
гию рассеянных частиц под определённым углом
θ, можно определить массу ядра М2, на котором
произошел акт рассеяния на поверхности мишени.

Для случая рассеяния частицы на глубине x на!
чальная и конечные энергии протона будут связа!
ны между собой следующим соотношением

(1)

где dE/dx – энергетические потери, связанные с
ионизацией среды при прохождении протона через
вещество. Зная, на каком элементе произошло рас!
сеяние, из (1) можно определить глубину х, на ко!
торой произошел акт рассеяния.

Для определения количества атомов в исследу!
емом поверхностном слое необходимо измерить
число протонов dN, рассеянных на определенный
угол θ в тонком слое dx1 на глубине x от поверхно!
сти.

В предположении, что протоны испытывают
лишь один акт столкновения с ядром, количество
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протонов dN, рассеянных на угол θ в телесном угле
dW ядрами в тонком слое dx1, связано с сечением
рассеяния σ(E,θ) соотношением

где N0 – число частиц, падающих на мишень; Е1 –
энергия частиц в точке рассеяния; n– число атомов
мишени в 1 см3.

Спектр ЯОР многокомпонентной мишени пред!
ставляет собой суперпозицию спектров рассеяния
на ядрах отдельных компонентов вещества мише!
ни. Индивидуальность сечения рассеяния для
каждого ядраА(Z) обусловливает характерный для
данного вещества вид спектра ЯОР.

Полученные результаты и обсуждение
На рис. 2 приведен типичный спектр ЯОР для!

диоксид циркониевого покрытия толщиной
~15 мкм. По оси хотложены номера каналов, про!
порциональные энергии рассеянных протонов, по
оси у – число рассеявшихся протонов на канал.
Спектр представляет собой суперпозицию спек!
тров от элементов, входящих в состав покрытия
(Zr, O), и стальной подложки (Fe). Азота, служив!
шего плазмообразующим и транспортирующим га!
зом, в покрытиях не обнаружено. Исследование
элементного состава по глубине однослойных по!
крытий показало, что кромедиоксид циркониево!
го слоя в них присутствует переходный слой на
границе покрытие–подложка толщиной до 5 мкм,
наполовину состоящий из элементов подложки.

Рис. 2. Спектр ЯОР для однослойного диоксид циркониево�
го покрытия толщиной 15 мкм

Анализ спектров ЯОР многослойных ТЗП пока!
зал сильное снижение содержания кислорода в по!
крытии, не менее чем на 9 ат. %. На рис. 3 показа!
но сравнение спектров ЯОР для образца с ТЗП, со!
стоящим из 11 слоёв диоксида циркония и нике!
ля, и для образца с однослойным диоксид цирко!
ниевым покрытием. В случае многослойного по!
крытия могла проявиться дискретность пика ки!
слорода, так как при прохождении через промежу!
точные слои никеля энергия протонов дополни!
тельно уменьшается из!за ионизационных потерь.
В эксперименте этот эффект не проявился, что по!

зволяетпредположить, что в процессе нанесения
покрытия произошло перемешиваниеслоев дио!
ксида циркония и никеля.

Рис. 3. Сравнение спектров ЯОР протонов энергии 7,5 МэВ
для однослойного диоксид циркониевого покрытия
(–) и для многослойного ТЗП из 11�ти чередующихся
слоёв никеля и диоксида циркония (•)

Одной из важнейших характеристик теплоза!
щитных покрытий является пористость, посколь!
ку она влияет на теплопроводность и механиче!
ские свойства покрытия. Возможность определе!
ния пористости методом ЯОР основана на том, что
наличие пор (пустот) никак не отражается на спек!
трах, поскольку измерение толщины покрытия
здесь связанно с потерями энергии в веществе.
Определяется так называемая массовая, или рент!
геновская, толщина, априсравнении ее с геометри!
ческой толщиной покрытия становится возмож!
ным определить объёмную пористость исследуе!
мых покрытий:

П=(hгеом–hмасс)/hгеом.
При выбранных в эксперименте энергиях пуч!

ка протонов максимальная глубина анализа соста!
вляет 100 мкм при энергии протонов7,5 МэВ. Для
оценки пористости более толстых покрытий требу!
ется повышение энергии пучка протонов.

Таблица. Результаты анализа однослойных покрытий
ZrO2–Y2O3

Результаты анализа спектров ЯОР и оценки по!
ристости покрытий представлены в таблице. Для
однослойных диоксид циркониевых покрытий по!
ристостьнаходится в интервале 20…30 %. Оценка
пористости для многослойных ТЗП показала, что
для трехслойного покрытия пористость практиче!
ски в 4 раза выше, чем для 11!ти слойного. Это мо!
жет быть связано с лучшим проплавлением частиц

Геометрическая 
толщина, мкм

Массовая толщина,
мкм

Пористость, %

15 11,5 23
20 14 30
24 15 28
27 22 22
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порошка никеля и заполнением им пор в диоксид
циркониевых слоях, что приводит к формировани!
юболее плотной структуры.

На рис. 4, а представлена схема эксперимента
ЯОР и изображение продольно структурированно!
гопокрытия «решётка». Покрытие характеризует!
ся двумя типами областей: наноструктурного по!
крытия, полученного за перемычками маски, и
обычного плазменного покрытия.

Такая структура приводит к изменению схемы
ЯОР, так как происходит одновременно рассеяние
от относительно тонкой мишени (наноструктурное
покрытие) и толстой мишени (плазменное покры!
тие). Спектр ЯОР представляет собой суперпози!
цию спектров от двух областей (рис. 4, б). Участки
наноструктурного покрытия дают вклад только в
высокоэнергетическую часть спектров циркония и
кислорода. Моделирование ЯОР позволило опреде!
лить толщины слоев в двух типах областей: в обла!
сти плазменного покрытия ~22 мкм, в области на!
ноструктурного ~6 мкм.

Выводы
Методом спектрометрии ядерного обратного

рассеяния протонов энергии 7,5 МэВ исследованы

элементный состав и структура теплозащитных
покрытий, формируемых на стальных и медных
подложках плазменно!кластерным напылением
стабилизированного порошка диоксида циркония.

Установлено, что при формировании покрытий
плазменно!кластерным нанесением кроме основ!
ного слоя диоксида циркония образуется переход!
ный слой на границе покрытие–подложка толщи!
ной до 5 мкм, наполовину состоящий из элементов
подложки. Объемная пористость покрытий, опре!
деляемая сопоставлением массовой и геометриче!
ских толщин, составила от 22 до 30 %.

При послойном напылении порошков диоксида
циркония и никеляв динамическом вакууме из!за
высоких скоростей напыления формируются по!
крытия смешанного состава, при этомобщая пори!
стость покрытий при увеличении количества нано!
симых слоев уменьшается в несколько раз, что мо!
жет быть связано с проплавлением частиц порош!
ка никеля и заполнением им пор в слоях диоксида
циркония.

Для структуры покрытия, полученного при
плазменном напылении через маску с отверстия!
ми, установлена периодически изменяющаяся по
поверхности толщина покрытия от 6 до 22 мкм.
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Рис. 4. Кинематика процесса рассеяния от покрытия «решетка» (а) и сравнение спектров ЯОР (б) от обычного плазменного по�
крытия (–) и наноструктурированного, полученного при напылении через маску с отверстиями (•)
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The work motivation is caused by the need to increase service life of aerospace components by developing the methods of thermal bar�
rier coatings on structural materials
The main aim of the paper is to study thermal barrier coating structures formed by plasma spraying of yttria�stabilized zirconia.
The methods used in the study is the nuclear backscattering spectrometry.
The results: Using the methods of nuclear backscattering spectrometry the authors have investigated the element composition, struc�
ture and thickness of plasma�sprayed yttria�stabilized zirconia coatings. The intermediate layer between coatings and base material was
founded. The total porosity of the coatings, evaluated by comparison of mass� and geometric thicknesses, is 20...30 %. It was shown,
that due to high speeds of low�pressure plasma spraying the mixed coatings can be formed in case of layer�by�layer deposition of nic�
kel and yttria�stabilized zirconia powders. The total porosity tends to decrease with the increase number of layers. For the coating for�
med by plasma spraying through the mask with holes, the periodically changing coating thickness was determined.
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Введение
Обработка материалов концентрированными

потоками энергии позволяет в широком диапазо!
не изменять физико!химические свойства поверх!
ности. Для модификации поверхности материа!
лов интенсивно используются ионные и лазерные
пучки. При ионной обработке, в частности ионной
имплантации, поверхностные свойства материа!
лов модифицируются в результате внедрения вы!

сокоэнергетических ионов, вызывающих измене!
ние элементного состава (легирование) и струк!
турно!фазового состояния приповерхностных сло!
ев. С помощью ионной имплантации удается на!
правленно изменять такие свойства материалов,
как микротвердость, износостойкость, коррозион!
ную стойкость, жаростойкость, а также фрик!
ционные, оптические, магнитные, эмиссионные
свойства и др.
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Актуальность работы обусловлена необходимостью разработок и исследования новых методов модификации физико�механи�
ческих свойств поверхности стальных деталей различных приборов и устройств.
Цель работы: исследование комбинированного воздействия ионных и лазерных пучков на физико�механические свойства по�
верхности конструкционных и инструментальных сталей.
Методы исследования: спектрометрия резерфордовского обратного рассеяния, измерение микротвердости по Виккерсу, ком�
пьютерное моделирование взаимодействия ионов с твердым телом.
Результаты: Экспериментально полученные данные говорят о перспективности комбинированной ионно�лазерной обработки
сталей. Найдено, что обработка ионами титана и последующее лазерное термоупрочнение увеличивают микротвердость стали 45 и
У8 до 6 раз. Оценены возможности предложенной аналитической методики определения основных параметров полиэнергетиче�
ской ионной имплантации с использованием вакуумно�дугового ионного источника. Сравнивая результаты моделирования и спек�
трометрии резерфордовского обратного рассеяния, можно говорить о возможности использования модели для оптимизации
процессов ионной имплантации.
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Высокодозная ионная имплантация, лазерная термообработка, модификация поверхности, микротвердость.



Развитие лазерной техники вызвало широкое
применение лазеров для обработки материалов.
Одним из перспективных направлений лазерной
технологии с точки зрения модификации свойств
материалов является поверхностное лазерное
упрочнение, при котором направленно изменяется
структурно!фазовое состояние приповерхностных
слоев путем импульсной термообработки. Перс!
пективность такой технологии обусловлена воз!
можностью создания различных новых поверх!
ностных структур с улучшенными физико!хими!
ческими и механическими свойствами в достаточ!
но толстых слоях при использовании относительно
простого оборудования.

Анализ различных технологических процессов
показал, что эффективность лазерных методов об!
работки могла быть значительно увеличена за счет
создания лазерных комбинированных методов, ос!
нованных на объединении лазерных источников с
другими источниками энергетического воздей!
ствия на материалы.

При ионной обработке конструкционных мате!
риалов существенное изменение свойств происхо!
дит при достижении концентрации примесей, по
плотности сравнимой с плотностью твердого тела.
Для этого необходимые дозы облучения составля!
ют порядка 1016–1018 ион/см2 (диапазон высоких
доз). Для высокодозной ионной имплантации
(ВИИ) используют ионы с энергией, при которой
их пробег в материале превышает толщину распы!
ленного слоя. При энергии ионов ≈104–106 эВ глу!
бина залегания ионов составляет 0,1–1мкм [1, 2].

Высокодозную ионную имплантацию можно
рассматривать как сложное химическое, термиче!
ское и механическое воздействие на материалы.
ВИИ обладает рядом преимуществ перед другими
способами обработки материалов (например, на!
пылением).

В настоящее время интенсивно развиваются ра!
боты по модификации свойств конструкционных
материалов ионно!плазменными потоками, позво!
ляющими изменять физико!механические, элек!
трофизические, электрохимические свойства по!
верхностного слоя материалов и изделий из них
[2]. В этих работах снижаются требования к мо!
ноэнергетичности и чистоте ионного пучка при
необходимости повышения производительности
(дозы обработки 1016–1018 см–2) и площади обраба!
тываемых изделий (соответственно, ионного пуч!
ка) до 102–103 см2.

Высокую производительность имеют беcсепа!
рационные технологические имплантеры с ваку!
умно!дуговыми импульсными ионными источни!
ками металлов типа MEVVA (metal vapor vacuum
arc), при этом данные источники имеют сложный
состав ионного пучка как по зарядности ионов, так
и их энергиям [2, 3]. Энергия однозарядных ионов
определяется ускоряющим напряжением, энергии
многозарядных ионов являются кратными энер!
гии однозарядных, следовательно, данная ионная
имплантация является полиэнергетической.

Настоящая работа посвящена изучению ком!
плексного воздействия на микротвердость поверх!
ности конструкционных и инструментальных ста!
лей полиэнергетических пучков ионов металлов,
получаемых с помощью вакуумно!дугового источ!
ника, и лазерного термоупрочнения.

Методика эксперимента
Устройство используемого в работе бессепара!

ционного имплантера с импульсным вакуумно!ду!
говым ионным источником иллюстрирует схема,
представленная на рис. 1.

Рис. 1. Схема установки имплантации с импульсным ваку�
умно�дуговым ионным источником [4]

Поджиг дуги инициируется электрическим
пробоем кольцевого керамического изолятора –
3 между сменным водоохлаждаемым катодом –
1 диаметром 10 мм и поджигающим электродом –
2. Дуговой разряд поддерживается импульсным
источником питания, обеспечивающим в течение
300 мкс ток дуги около 300 А. Ускорение ионов
материала катода, генерируемых вакуумной ду!
гой, происходит в электростатическом поле между
вольфрамовыми сетками ионно!оптической систе!
мы – 4. Применение стержневой анодной вставки
– 5 позволяет более чем в 3 раза увеличить ток из!
влекаемых ионов за счет изменения индикатрисы
выхода ионов из катода. Дозиметрия ионного
облучения образцов, устанавливаемых на предмет!
ный столик – 7, производится с помощью цилин!
дра Фарадея – 6 и интегратора тока (И). Интегра!
тор тока преобразует заряд, прошедший через ци!
линдр Фарадея, в частоту следования импульсов,
суммируемых затем пересчетным прибором (ПП).
Имплантер позволяет получать широко апертур!
ные круглого сечения (диаметр выходной аперту!
ры 30 см) пучки ионов металлов с током 0,1–1 А,
длительностью импульсов ~300 мкс, частотой сле!
дования импульсов до 50 Гц. Максимальное значе!
ние ускоряющего напряжения Uуск=50 кВ.

Условия облучения образцов конструкцион!
ных сталей (Ст. 45, 40Х13, У8) и графита, выбран!
ного в качестве образца, – свидетеля полиэнерге!
тической ионной имплантации – представлены в
табл. 1.

Элементный состав имплантированного слоя
определяли с помощью спектрометрии резерфор!
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довского обратного рассеяния пучка ионов гелия
энергии 2 МэВ, получаемого на электростатиче!
ском ускорителе НИИЯФ МГУ, по методике анало!
гичной работе [4, 5].

Лазерную обработку проводили на серийной
установке лазерного термоупрочнения «Квант!18»
с плотностью мощности лазерного излучения, при
которой сохранялась микрогеометрия поверхно!
сти и не происходило её оплавления ~2.105 Вт/см2,
длительность импульсов 8 мс, коэффициент пере!
крытия импульсов 0,7.

Микротвердость по Виккерсу измеряли на уни!
версальном измерительном комплексе «METAL!
PLAN» фирмы LEITZ при нагрузках на индентор
от 50 до 100 г.

Результаты и их обсуждение
Полученные в настоящей работе эксперимен!

тальные данные полиэнергетической высокодоз!
ной имплантации (табл. 1) рассматривали в рам!
ках аналитической модели высокодозной ионной
имплантации, в которой учитывается только один
доминирующий фактор – распыление мишени
ионной бомбардировкой [5].

При полиэнергетической имплантации, когда
энергия ионов определяется их зарядом q=1,2,3,..,
парциальные концентрационные профили ионов в
мишени Nq(x) могут быть описаны в виде:

где N0 – концентрация атомов мишени; nq – отно!
сительная концентрация ионов с зарядом q в пуч!
ке; Rq и ΔRq – соответственно проективный пробег
и среднеквадратичный разброс проективного про!
бега ионов с зарядом q; F – флюенс имплантации.
Коэффициент распыления при полиэнергетиче!
ском ионном облучении:

где Sq – коэффициент распыления мишени ионами
с зарядом q. Значения Sq рассчитывали с помощью
программ SRIM.

Суммарный концентрационный профиль им!
плантированных атомов:

Интегральная доза имплантации: 

Пример расчетов парциальных и суммарного
концентрационных профилей приведен на рис. 2, 3.
Суммарный концентрационный профиль суще!

ственно определяется зарядовым составом ионного
пучка (рис. 2).

Таблица 1. Параметры ионной имплантации и результаты
спектрометрии резерфордовского обратного рас�
сеяния при имплантации ионов в графит

Рис. 2. Парциальные и суммарный концентрационные про�
фили ниобия, имплантированного в сталь 40Х13 при
флюенсе облучения F=3.1017 см–2

Рис. 3. Суммарный профиль Nb в стали 40Х13 и его аппрок�
симация для моделирования РОР

Анализ спектров РОР при флюенсе облучения
свыше 1017 см–2 выявил наличие примесей, им!
плантированных в образцы. Выявленные примеси
(не более 5 % от имплантированного элемента), та!
кие как вольфрам, молибден, алюминий, являют!
ся элементами ионного источника. При ионной
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имплантации титаном также обнаружен и кисло!
род, атомная концентрация которого сопоставима
с концентрацией имплантированного титана, что
говорит о возможном образовании на поверхности
образца оксидов титана типа TiO и Ti2O3.

Рис. 4. Сравнение расчетного и экспериментального спек�
тров РОР для Nb, имплантированного в сталь 4Х13

Некоторые расхождения формы пиков для Nb,
имплантированного в сталь 40X13 (рис. 4), могут
быть также связаны с выбранной аппроксимацией
его расчетного профиля (рис. 3).

Так как на концентрационный профиль им!
плантированного элемента оказывает существен!
ное влияние зарядность ионов, определяющая про!
бег ионов в материале и распыление поверхности,
а также их парциальный состав в пучке, от которо!
го зависит общий профиль, то результаты расхож!
дения моделирования полиэнергетической ионной
имплантации с экспериментом (табл. 1) могут
быть связаны со следующими факторами:
1. Различие использованных данных работы [3] по

зарядовому составу nq ионных пучков, генери!
руемых вакуумно!дуговыми ионными источни!
ками типа MEVVA (табл. 1) с соответствующим
составом для ионного источника имплантера.

2. Концентрация внедренного элемента зависит от
коэффициента распыления S, который является
функцией зарядности ионов q. Величина проек!
тивного пробега, в свою очередь, зависит от энер!
гии ионов, представляющей собой произведение
зарядности q и ускоряющего напряжения Uуск.
Таким образом, из!за указанного несоответствия
данных по зарядности неизвестно, какое влия!
ние на расхождение расчетного и эксперимен!
тального спектров РОР было больше: коэффици!
ента распыления или проективного пробега.

3. В данной модели использовались значения про!
ективных пробегов, страгглингов и коэффици!
ентов распыления, рассчитанные с помощью
программы SRIM. Эта программа моделирует
распыление в режиме линейных каскадов.
В нашем случае имплантируются тяжелые ио!
ны и, следовательно, возможен режим тепло!
вых пиков, который в программе SRIM не учи!
тывается.

4. Наличие примесей также может оказывать
влияние на концентрационный профиль им!
плантированной примеси, т. к. при моделиро!
вании процесса имплантации наличие примеси
не учитывается в расчетах.
В табл. 2 приведены результаты измерения микро!

твердости при нагрузке на индентор 50 г и параметры
ионной имплантации для сталей 40Х13, ст. 45, У8.

Таблица 2. Параметры ионной имплантации и микротвер�
дость сталей

Рассчитанная с помощью программы SRIM глу!
бина пробега ионов в стали не превышает 0,1 мкм,
а глубина вдавливания индентора составляет еди!
ницы микрометров. Эффект увеличения микро!
твердости в таких случаях обычно связывают с эф!
фектами дальнодействия ионной имплантации [6].

Одним из механизмов таких эффектов считают ра!
диационно!стимулированную диффузию точечных
дефектов и образования дислокационных петель, ко!
торые вызывают искажение решетки и упрочняют
материал [1, 6]. Поток междоузельных атомов вглубь
образца может вызвать переползание дислокаций.
Таким образом, радиационные дефекты и упругие на!
пряжения могут проникать на значительно большие
глубины, чем пробег ионов, оказывая существенное
влияние на свойства поверхностного слоев.

Выявлено, что значительное увеличение ми!
кротвердости поверхности наблюдается при ион!
ной бомбардировке ионами титана и ниобия.

После ионной имплантации на установке
«Квант!18» проводили лазерное термоупрочнение
образцов из конструкционных и инструменталь!
ных сталей. Результаты измерения микротвердо!
сти представлены на рис. 5.

Рис. 5. Влияние ионной имплантации титана и лазерной об�
работки на микротвердость сталей 45, У8, 40Х13

№ Ион

Ускоряю�
щее на�

пряжение,
кВ

Флюенс
облуче�

ния,
ион/см2

Время
облу�
чения,

мин

Микротвердость, Hv

40Х13 Сталь 45 У8

1 Исходный материал 301±4 105±4 104±3
2 Cu 35 5,8.1016 110 380±5 126±3 151±3
3 Pb 20 3.1016 52 393±6 113±3 154±6
4 A 35 4.1016 70 389±5 123±5 129±4
5 Ti 35 2.1017 135 537±10 159±6 183±5
6 Nb 35 3.1017 162 546±9 158±5 175±6

100 200
0

5000

10000

15000

Fe

Nb

W

 

 
 

Известия Томского политехнического университета. 2014. Т. 324. № 2

140



Резкое увеличение микротвердости сталей при
комбинированном ионно!лазерном воздействии
можно объяснить влиянием радиационных дефек!
тов, образованных ионами, и внедренной примеси
на последующее формирование структуры зака!
лки при лазерном термоупрочнении, изменением
микроструктуры поверхности и, в частности, по!
вышением дисперсности мартенсита.

Выводы
1. С использованием спектрометрии резерфордов!

ского обратного рассеяния имплантированных
образцов оценены возможности аналитической
методики определения основных параметров
полиэнергетической ионной имплантации с ис!
пользованием вакуумно!дугового ионного ис!
точника.

2. Проведены исследования влияния ионной им!
плантации на упрочнение поверхности кон!
струкционных и инструментальных сталей.

Установлено, что ионная имплантация увели!
чивает микротвердость поверхности сталей на
20…80 % в зависимости от сорта ионов. Наи!
лучшие результаты повышения микротвердо!
сти сталей У8, 45 и 40Х13 в 1,5–1,8 раз дала
обработка ионами титана и ниобия при флюен!
сах облучения ~1017 см–2.

3. Проведены исследования влияния лазерной
термообработки на микротвердость сталей. По!
лученные результаты говорят об увеличении
микротвердости поверхности сталей У8, 45 и
20Х13 в 1,3–2,5 раза.

4. Полученные результаты говорят о перспек!
тивности комбинированной ионно!лазерной
обработки сталей. Найдено, что обработка ио!
нами титана и последующее лазерное термо!
упрочнение увеличивают микротвердость ста!
ли 45 и У8 до 6 раз, а предварительно зака!
ленной термически стали 40Х13 – более чем в
2 раза.
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The motivation of the work is caused by the need to develop and to research new methods for modifying physical and mechanical pro�
perties of steel details surface for various units and devices.
The main aim of the study is the investigation of the combined ion and laser beams action for physical and mechanical properties of
the constructional and tool steels surfaces.
The methods used in the study: Rutherford backscattering spectrometry, Vickers microhardness testing, computer simulation of ions
and solid state interaction.
The results: The experimental data show the perceptivities of surface properties modification by combined ion and laser beam irradiation.
In particular, it has been found that the titanium ion treatment and laser hardening result in microhardness enhancement of 45 and
U8 steels up to 6 times. The authors have evaluated the possibility of the proposed analytical methodology for determining the basic pa�
rameters polyenergetic ion implantation using a vacuum arc ion source. Comparing the results of modeling and spectroscopy rutherford
backscattering spectrometry, it is possible to talk about the opportunity of using the model to optimize the processes of ion implantation.
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Введение
Среди используемых в различных отраслях со!

временной промышленности металлических мате!
риалов магниевые сплавы представляют повышен!
ный интерес, который обусловлен их особыми
свойствами:
• низкая плотность (1,35–1,85 г/см3), что в

1,5–2 раза меньше, чем у алюминиевых спла!

вов, в 4–5 раз меньше, чем у сталей, и не пре!
вышает плотности наиболее часто используе!
мых сегодня высокопрочных конструкцион!
ных пластмасс;

• хорошие механические, конструкционные и
служебные свойства в интервале температур от
–273 до +350 °С, прежде всего высокие показа!
тели удельной прочности и жесткости;
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Актуальность работы обусловлена необходимостью создания лёгких биомедицинских сплавов, обладающих контролируемой
(требуемой) скоростью коррозии.
Цель работы: исследование влияния состава электролита для микродугового оксидирования сплава МА2–1 на максимальную
продолжительность «бездефектной» обработки, а также толщину, сквозную пористость и коррозионно�защитную способность
модифицированного слоя.
Методы исследования: плазменно�электролитическое микродуговое оксидирование. Определение сквозной пористости пу�
тём измерения электрического сопротивления двухэлектродной электрохимической ячейки, одним из электродов которой явля�
ется испытуемый образец. Неразрушающий контроль толщины модифицированного слоя с использованием вихретокового тол�
щиномера ВТ�201. Потенциодинамические поляризационные измерения в 3 % растворе NaCl со скоростью развертки 1 мВ/с по
трехэлектродной схеме с использованием потенциостата EP�20A.
Результаты: Выявлено наличие зависимости между технологическими факторами процесса микродугового оксидирования
(максимальная продолжительность «бездефектной» обработки и состав электролита) и коррозионно�защитной способностью
сформированных покрытий.
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• высокая способность поглощать энергию удара
и уменьшать вибрацию, высокие демпфирую!
щие свойства (по данному показателю превос!
ходство перед алюминиевыми сплавами в
100 раз);

• хорошее электромагнитное и противошумовое
экранирование, высокие теплопроводность и
теплоемкость;

• стабильность размеров при длительных эк!
сплуатации и хранении;

• хорошие технологические свойства при обра!
ботке резанием, литье (прежде всего, при литье
под высоким давлением на машинах с холод!
ной и горячей камерами прессования) и горя!
чей обработке давлением;

• отсутствие эффекта «старения» (охрупчива!
ния) в отличие от конструкционных пластмасс,
которые магниевые сплавы могут адекватно за!
менить, обеспечив при этом ряд эксплуата!
ционных и технологических преимуществ [1].
Особое место занимают биомедицинские спла!

вы на магниевой основе, поскольку, помимо пере!
численных достоинств, магний нетоксичен, биоло!
гически и механически совместим с костными и
мышечными тканями. Магний – четвертый по чи!
сленности катион в человеческом организме, уча!
ствует во многих метаболических процессах. В ка!
честве примера можно привести использование ор!
топедических и сосудистых имплантантов, хирур!
гических имплантантов для внутренней фикса!
ции, а также использование инвазивных
устройств, содержащих требуемые фармацевтиче!
ские препараты и обеспечивающих их адресную
эмиссию в организме [2].

Вместе с тем главной отрицательной чертой, су!
щественно ограничивающей распространение
сплавов на основе магния, является их высокая
химическая активность и, как следствие, низкая
сопротивляемость коррозионному разрушению.
При этом проблема биомедицинских сплавов на ос!
нове магния состоит даже не столько в недостаточ!
но высоком уровне их коррозионной стойкости во!
обще и в плазме человеческого тела – в частности,
а в неконтролируемости процесса их растворения.
Решением проблемы может служить разработка
изделий с требуемой скоростью коррозии. Это мо!
жет быть достигнуто в том числе модифицировани!
ем поверхности магниевых сплавов.

Для этих целей все шире применяется метод
микродугового оксидирования (МДО), благодаря
которому возможно осуществлять синтез на по!
верхности изделий из магниевых сплавов наноке!
рамических слоев, обладающих высокой прочно!
стью сцепления с основой и контролируемой кор!
розионно!защитной способностью [3].

Материалы и методы
Образцы, использованные для проведения ис!

следования, имели размеры 7×30×40 мм и были
изготовлены из плиты деформируемого магниево!
го сплава МА2–1 (табл. 1). Подготовку поверхно!

сти образцов производили механическим путём:
шлифовкой абразивом SiC на бумажной основе
зернистостью 500.

Таблица 1. Элементный состав сплава МА2–1

Схема установки для микродугового оксидиро!
вания, использованной в работе, представлена на
рис. 1. Основными элементами установки являют!
ся технологический источник тока (ТИТ) и ванна с
системами охлаждения и перемешивания электро!
лита.

Рис. 1. Функциональная схема установок МДО: 1 – электро�
литная ванна; 2 – рубашка водяного охлаждения; 3 –
барботер; 4 – электролит; 5, 6, 9 – запорная армату�
ра; 7 – фильтр; 8 – водяной насос; 10 – бак с тепло�
обменником; 11 – деталь; 12 – воздушный компрес�
сор; 13 – вытяжной зонтик; 14 – вытяжной вентилятор

В качестве компонентов электролита использо!
вали жидкое стекло (силикат натрия) (его концен!
трацию СЖС изменяли в пределах от 3 до 9 мл/л) и
гидроксид калия (CKOH – от 2 до 8 г/л).

Для проведения измерений толщины, сквозной
пористости модифицированного поверхностного
слоя и скорости коррозии применяли нижеследую!
щее оборудование и методики исследования.

Толщиномер ВТ!201, предназначенный для бы!
строго, точного и неразрушающего измерения тол!
щины неметаллических покрытий, нанесенных на
металлическое немагнитное основание. Принцип
работы прибора основан на использовании физиче!
ских свойств вихревых токов. Калибровку произ!
водили путём преобразования с помощью микро!
процессора значения толщины эталонного покры!
тия в электрический сигнал и измерения соответ!
ствующей ему амплитуды. При тестировании из!
меряемых объектов прибор обеспечивал обратное
преобразование полученных сигналов в число,
равное значению толщины покрытия, выраженно!
му в микрометрах.

Марка Система
Элементный состав в %

Mg Al Zn Mn
при�
меси

МА2–1 Mg�Al�Zn�Mn 92,7–95,0 3,8–5,0 0,3–0,7 0,8–1,5 >0,1
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Схема устройства для измерения сквозной пори!
стости представлена на рис. 2. Тестируемый образец
помещали в электролит, находящийся в цилиндри!
ческой электролитической ячейке, выполненной из
нержавеющей стали и являющейся противоэлектро!
дом. Электролитическая ячейка термостатируется
при помощи лабораторного термостата ТЖ!ТС!01.
Для измерения сопротивления применяется универ!
сальный автоматический R!C!L измеритель Е 7–8.
В измерительной цепи этого прибора используется
переменный ток частотой 1000 Гц, что практиче!
ски устраняет влияние поляризационных процес!
сов на результаты измерений. Более подробно дан!
ная методика описана в монографии [4].

Рис. 2. Схема устройства для измерения сквозной пористо�
сти: 1 – измерительная ванна из нерж. стали; 2 – ру�
башка; 3 – электролит 0,4 % NaCl; 4 – водяной тер�
мостат; 5 – R�C�L измеритель; 6 – образец

О кинетике электрохимической коррозии мож!
но судить по зависимости между смещением по!
тенциала электрода и плотностью протекающего
через электрод тока. Подобная зависимость, выра!
женная графически, называется поляризационной
кривой.

Поляризационные кривые дают не только цен!
ные сведения о характере коррозионного процесса,
но в ряде случаев позволяют количественно рас!
считывать его абсолютную скорость по плотности
протекающего в цепи тока.

Снятие поляризационных кривых производит!
ся в 3 % растворе NaCl c использованием трёхэлек!
тродной электролитической ячейки (рис. 3). Ячей!
ка состоит из рабочего электрода, электрода срав!
нения, относительно которого измеряется потен!
циал рабочего электрода, и вспомогательного по!
ляризующего платинового электрода, образующе!
го с рабочим электродом цепь, через которую про!
пускают ток поляризации. В качестве измеритель!
ного оборудования применялся потенциостат EP!
20A предназначеный для поляризационных изме!
рений потенциостатическим и потенциодинамиче!
ским методом. Основной его функцией является
поддержание потенциала исследуемого электрода
на заданном уровне и его развертка (изменение) по
заданной программе. В качестве программатора
потенциала используется универсальный сканер
потенциала EG!20.

Рис. 3. Трёхэлектродная электролитическая ячейка: 1 – рабо�
чий электрод (образец), 2 – вспомогательный плати�
новый электрод, 3 – хлорсеребряный электрод срав�
нения, 4 – коррозионная среда (3 % раствор NaCl),
5 – насыщенный раствор KCl, 6 – электролитический
ключ, 7 – потенциостат, 8 – капилляр Луггина

Результаты и обсуждение
В работе представлены данные, относящиеся к

изучению влияния МДО!обработки в силикатно!
щелочном электролите для анодно!катодного
(50 Гц) режима при равенстве анодного и катодно!
го токов и их суммарной плотности 11 А/дм2 на
свойства образцов из магниевого сплава МА2–1.
Варьировали содержание в электролите жидкого
стекла (силиката натрия) СЖС в пределах от 3 до
9 мл/л и гидроксида калия CKOH – от 2 до 8 г/л.

В процессе проведения исследований было под!
тверждено наличие резкого спада анодного напря!
жения в течение МДО Mg сплава [4]. Спад сопро!
вождается угасанием микродугового разряда и ра!
стравливанием сформированного оксидного слоя,
что делает его абсолютно непригодным для прак!
тической реализации. По результатам исследова!
ний было определено влияние состава электролита
в указанных пределах на максимальную продол!
жительность «бездефектной» МДО!обработки
сплава МА2–1 (табл. 2, рис. 4). Наибольшее значе!
ние максимальной продолжительности (54 мин)
наблюдали при CKOH=2 г/л и CЖС=3 мл/л, а наиме!
ньшее (6 мин) – при CKOH=4 г/л и CЖС=9 мл/л.

Таблица 2. Сводные данные эксперимента

Кон�
цен�

трация
КОН,
г/л

Концен�
трация

жидкого
стекла,
мл/л

Макси�
мальная

продолжи�
тельность
МДО, мин

Толщина
МДО по�
крытий,

мкм

Сквозная
пори�

стость по�
крытий,

%

Плот�
ность то�
ка корро�
зии, А/м2

2 3 54 27 3,4 0,025
4 3 34 32 8,3 0,0303
6 3 48 54 13,9 0,0331
8 3 39 31 14,2 0,1016
2 6 14 10 32,3 0,3981
4 6 40 54 8,8 0,0101
6 6 30 37 15,8 0,0653
8 6 31 41 16,2 0,0619
2 9 14 12 32,0 0,3398
4 9 6 13 52,1 0,4048
6 9 36 38 12,6 0,0512
8 9 25 35 17,2 0,0701

7

E

E
Er

2

1

4

3 

5

6 8
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Рис. 4. Влияние состава электролита на максимальную про�
должительность «бездефектной» МДО�обработки
сплава МА2–1

Методом неразрушающего контроля с помо!
щью вихретокового толщиномера ВТ!201 были из!
мерены толщины сформированных МДО!покры!
тий. Анализируя результаты (табл. 2, рис. 5), мож!
но отметить, что самые тонкие оксидные слои
(10...27 мкм) формировались в электролитах, со!
держащих 2 г/л KOH. Интересным фактом явля!
ется весьма небольшая (27 мкм) толщина оксидно!
го слоя, полученного при СKOH=2 г/л и СЖС=3 мл/л,
т. е. там, где наблюдалась максимальная продол!
жительность «бездефектной» МДО!обработки.
Причиной этого является, скорее всего, низкое со!
держание в электролите силиката, который обыч!
но инкорпорируется в оксидный слой, например в
виде кварца SiO2 и/или форстерита Mg2SiO4, уве!
личивая его толщину. При СKOH=4 г/л и
СЖС=6 мл/л наблюдался максимум значения тол!
щины МДО!покрытий (54 мкм).

Рис. 5. Влияние состава электролита на толщину сформиро�
ванных МДО�покрытий

Сквозную пористость МДО!покрытий опреде!
ляли по методике, подробно описанной в моногра!
фии [4]. Анализ полученных данных показал

(табл. 2, рис. 6), что с увеличением концентрации
компонентов электролита, особенно жидкого сте!
кла, величина пористости возрастает с 3,4 %
(СKOH=2 г/л, СЖС=3 мл/л) до 52,1 % (СKOH=4 г/л,
СЖС=9 мл/л).

Рис. 6. Влияние состава электролита на сквозную пористость
сформированных МДО�покрытий

Для оценки влияния МДО!модифицирования
на коррозионно!электрохимическое поведение
сплава МА2–1 были проведены потенциодинами!
ческие поляризационные измерения в 3 % раство!
ре NaCl со скоростью развертки 1 мВ/с по тре!
хэлектродной схеме (рабочий электрод – образец,
хлорсеребряный электрод сравнения и вспомога!
тельный поляризующий платиновый электрод)
[5]. Типичные зависимости логарифм (десятич!
ный) плотности тока – потенциал (хлорсеребря!
ный электрод) в виде поляризационных кривых
представлены на рис. 7.

По полученным поляризационным кривым
определяли плотность тока коррозии i (А/м2). Про!
веденные исследования показали (табл. 2), что ми!
нимальная плотность тока коррозии (0,0101 А/м2)
наблюдалась при СKOH=4 г/л и СЖС=6 мл/л, т. е. для
МДО!покрытия с максимальной толщиной, а мак!
симальная (0,4048 А/м2) – при СKOH=4 г/л и
СЖС=9 мл/л, т. е. для покрытия с максимальной
сквозной пористостью. Для сравнения – плотность
тока коррозии для образца сплава МА2–1 без по!
крытия составляла 0,8 А/м2.

Основываясь на анализе экспериментальных
данных и имеющемся опыте МДО!модифицирова!
ния вентильных металлов [3, 4], нами была пред!
ложена и опробована двухстадийная обработка.
При двухстадийной обработке образцы сначала ок!
сидировали в электролите, содержащем 2 г/л ги!
дроксида калия и 3 мл/л жидкого стекла, в тече!
ние 54 мин, а затем в электролите, содержащем
4 г/л гидроксида калия и 6 мл/л жидкого стекла,
в течение 40 мин. В результате было сформирова!
но МДО!покрытие толщиной 63 мкм с пористо!
стью 4,2 %.
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Потенциодинамические поляризационные ис!
пытания сплава, подвергнутого двухстадийной об!
работке, показали (рис. 7, г), что плотность тока кор!
розии снизилась почти на порядок – до 0,0016 А/м2.
По!видимому, сначала на обрабатываемой поверхно!
сти сплава МА2–1 формируется плотная (малопори!
стая) структура, а затем в более концентрированном
электролите активно нарастет толщина МДО!по!
крытия, что позволяет эффективно повысить его
коррозионно!защитную способность.

Выводы
Проанализировав полученные результаты,

можно сделать вывод о том, что существуют зави!

симости между такими технологическими факто!
рами процесса МДО, как его продолжительность и
состав электролита, и коррозионно!защитной спо!
собностью сформированных покрытий. Более де!
тальное исследование этих зависимостей позволит
сделать управляемым процесс коррозионного раз!
рушения модифицированного сплава на основе
магния и создаст предпосылки для разработки на!
учно!технологических основ получения материа!
лов с контролируемой (требуемой) скоростью де!
градации.

Исследования выполнены при финансовой поддержке
РФФИ в рамках научного проекта № 13–08–12038/13 офи_м.
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Рис. 7. Поляризационные кривые, полученные на образцах: а – без МДО�покрытия; б – обработанных в течение 54 мин в элек�
тролите СKOH=2 г/л, СЖС=3 мл/л; в – обработанных в течение 40 мин в электролите СKOH=4 г/л, СЖС=6 мл/л; г – обрабо�
танных в две стадии: сначала б, затем в
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The relevance of the study is caused by the demand to develop light biomedical alloys possessing controlled corrosion speed.
The main aim of the study is to research the influence of electrolyte composition at microarc discharge oxidizing of MA2–1 alloy both on
the maximum duration of «faultless» processing and thickness, through porosity and corrosion�protective ability of the modified layer.
The methods used in the study: Plasma�electrolytic microarc discharge oxidizing. Study of through porosity when measuring electric
resistance of a two�electrode electrochemical cell; which one electrode is the test sample. Nondestructive control of the modified layer
thickness with use of the vortex current VT�201 gage. Potentiodynamic polarization measurements in 3 % NaCl solution with scanning
rate of 1 mV/sec. according to the three�electrode scheme with use of EP�20A device.
The results: the authors have determined the dependence between the technology factors of microarc discharge oxidizing (the maxi�
mum duration of «faultless» processing and electrolyte composition) and corrosion�protective ability of the formed coverings.
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Введение
Традиционный интерес к системам металл–во!

дород связан с техническими приложениями в
области атомной энергетики, порошковой метал!
лургии, ракетостроения, электровакуумной про!
мышленности, водородной энергетики, защиты

оборудования и конструкций от водородной кор!
розии.

Диффузионный перенос водорода в материалах
под действием внешних факторов (конструктивно!
технологических и эксплуатационных) может ока!
зывать существенное и преимущественно отрица!
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Гордиенко Юрий Николаевич, 
аспирант Физико�технического института Томского политехнического университета, 

Россия, 634050, г. Томск, пр. Ленина, д. 30; начальник группы лаборатории внутриканальных испытаний 
Республиканского государственного предприятия на правах хозяйственного ведения 

«Национальный ядерный центр Республики Казахстан», филиал «Института атомной энергии», 
Казахстан, 071100, г. Курчатов, ул. Красноармейская, д. 10. E�mail: Gordienko@ nnc.kz

Кульсартов Тимур Валиханович, 
канд. физ.�мат. наук, ведущ. науч. сотр. лаборатории внутриканальных испытаний 

Республиканского государственного предприятия на праве хозяйственного ведения 
«Национальный ядерный центр Республики Казахстан», филиал «Институт атомной энергии», 

Казахстан, 071100, г. Курчатов, ул. Красноармейская, д. 10. E�mail: Kulsartov@nnc.kz

Заурбекова Жанна Асхатовна, 
мл. науч. сотр. лаборатории внутриканальных испытаний Республиканского государственного предприятия 

на праве хозяйственного ведения «Национальный ядерный центр Республики Казахстан», филиал «Институт
атомной энергии», Казахстан, 071100, г. Курчатов, ул. Красноармейская, д. 10. E�mail: Zaurbekova@nnc.kz

Понкратов Юрий Валентинович, 
науч. сотр. лаборатории внутриканальных испытаний Республиканского государственного предприятия 

на праве хозяйственного ведения «Национальный ядерный центр Республики Казахстан», филиал «Институт
атомной энергии», Казахстан, 071100, г. Курчатов, ул. Красноармейская, д. 10. E�mail: Ponkranov@nnc.kz

Гныря Вячеслав Сергеевич, 
начальник КИР «Байкал�1», гл. инженер КИР Республиканского государственного предприятия 

на праве хозяйственного ведения «Национальный ядерный центр Республики Казахстан», филиал 
«Институт атомной энергии», Казахстан, 071100, г. Курчатов, ул. Красноармейская, д. 10. E�mail: slava@nnc.kz

Никитенков Николай Николаевич, 
д�р физ.�мат.наук, профессор каф. общей физики Физико�технического института 

Томского политехнического университета, Россия, 634034, г. Томск, пр. Ленина, 30. E�mail: nikitenkov@tpu.ru

Актуальность работы обусловлена необходимостью создания методической и аппаратурной базы для проведения исследова�
ний взаимодействия изотопов водорода с различными материалами в условиях реакторного облучения.
Цель работы: разработка и испытание методики по определению параметров взаимодействия изотопов водорода с конструк�
ционными материалами в условиях реакторного облучения; проведение расчетных оценок и экспериментов, подтверждающих
возможность использования методики.
Методы исследования: использовались теплофизические, нейтронно�физические методы расчета ампульных устройств, ме�
тод водородопроницаемости.
Результаты: приведены основные положения методики проведения реакторных исследований материалов методом водородо�
проницаемости; оценки применимости данной методики и результаты ее использования при проведении реакторных экспери�
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тельное влияние на физико!механические и проч!
ностные свойства металлов и сплавов, снижая ра!
ботоспособность различных узлов конструкции.
Это вызвано тем, что водород, проникающий в ме!
талл во время плавки, разливки и различных хи!
мических, электрохимических, газоразрядных и
ядерных процессов, диффундируя в кристалличе!
ской решетке, способен взаимодействовать с раз!
личного рода дефектами, содержащимися в реаль!
ных материалах. Накопление водорода в дефектах
материала способствует быстрому разрушению из!
делий, контактирующих с водородом, в результате
водородного распухания материала [1, 2].

Наиболее существенное влияние на механиче!
ские свойства материала водород оказывает в атом!
ной и термоядерной энергетике, где изотопыводо!
рода являются продуктами ядерных реакций
(атомная энергетика) или непосредственно уча!
ствуют в процессе производства энергии – термоя!
дерный синтез. Проблема усложняется тем, что ма!
териалы используются в элементах конструкций,
работающих в нейтронных радиационных полях.
Наличие этих полей приводит к многочисленным
ядерным реакциям в материале, в том числе с леги!
рующими элементами и примесями, наработке во!
дорода и его изотопов (дейтерия и трития) в матери!
але, а также вызывает радиационные изменения
структуры и фазового состава материала. Ком!
плексное воздействие факторов эксплуатации на
конструкционные материалы инициирует слож!
ный процесс изменения свойств материалов, кото!
рый может привести к внезапному их разрушению.
Отдельной важной задачей является оценка три!
тиевой безопасности ЯР и особенно ТЯР. Утечки
трития сквозь конструкционные материалы ТЯР
определяют безопасность использования таких
установок в будущем.

В связи со сказанным является актуальным ис!
следование параметров взаимодействия изотопов
водорода с функциональными и конструкционны!
ми материалами в условиях комплексного воздей!
ствия факторов эксплуатации (температуры, изо!
топов водорода, нейтронного облучения и др.).

Отсутствие экспериментальных данных по влия!
нию реакторного облучения на процессы взаимодей!
ствия изотопов водорода с материалами ставит зада!
чу разработки методики реакторных исследований и
применение ее для определения параметров взаимо!
действия изотопов водорода с материалами.

Данная задача включает в себя создание мето!
дической и аппаратурной базы для обеспечения ре!
акторных исследований и проведение расчетных
оценок и методических экспериментов, подтвер!
ждающих возможность использования предло!
женной методики в реакторных экспериментах.

В Институте Атомной Энергии Национального
Ядерного Центра РК на реакторе ИВГ.1М (г. Кур!
чатов) на протяжении нескольких лет различными
методами ведутся реакторные исследования про!
цессов взаимодействия изотопов водорода с кон!
струкционными материалами. Одним из методов

исследований является метод водородной прони!
цаемости (ВП) материалов.

В данной работе приведена методикапроведе!
ния реакторных исследований конструкционных
материалов методом ВП, оценки применимости
данной методики и результаты ее использования
при проведении реакторных экспериментов с кон!
струкционными материалами: нержавеющая
сталь SS316L (N)!IG, ванадиевый сплав V4Cr4Ti и
медная бронза CuCrZr.

Метод определения водородной проницаемости
Экспериментальные методы исследования па!

раметров массопереноса в металлах в настоящее
время хорошо разработаны и состоят в основном из
различных вариаций явлений газопроницаемости
и десорбции.

Метод проницаемости имеет существенное пре!
имущество по сравнению с другими методами, ис!
пользуемыми при исследованиях взаимодействия
изотопов водорода с материалами. Это преимуще!
ство заключается в возможности измерения в од!
ном эксперименте коэффициента диффузии, кон!
стант растворимости и проницаемости. Подробное
описание метода водородопроницаемости предста!
влено в ОСТе 92–4949–84 [3].

Для проведения исследований методом водоро!
допроницаемости обычно используется диффузион!
ная ячейка, разделенная мембраной из исследуемо!
го материала на две камеры: входную и выходную.

В статье описывается возможность применения
динамического варианта метода водородопроница!
емости в реакторных экспериментах по исследова!
нию взаимодействия водорода и его изотопов с
конструкционными материалами. Суть метода
кратко заключается в следующем: после подготов!
ки образца (отжига) и вакуумирования объемов,
прилегающих квходной и выходной сторонам мем!
браны, при исследуемой температуре подается газ
на входную сторону образца. При этом в выходном
объеме с помощью масс!спектрометрической реги!
страции измеряется количество газа, прошедшего
сквозь образец. При таком варианте метода водо!
родопроницаемости нахождение параметров про!
цесса проникновения исследуемого газа сводится к
решению уравнения Фика со следующими гранич!
ными условиями первого рода [4]:

В этом случае полагают, что в момент подачи
водорода на входной стороне образца мгновенно
устанавливается концентрация, равная равновес!
ной растворимости, а концентрация водорода на
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выходной стороне мембраны в любой момент вре!
мени остается равной нулю.

В соответствии с первым законом Фика поток
водорода сквозь мембрану единичной площади за!
пишется следующим образом [5]:

Для потока на выходной стороне мембраны
имеем следующее выражение

При достаточно больших значениях tдля вели!
чины стационарного потока, из которого может
быть рассчитана константа проницаемости, полу!
чается выражение:

Анализ формы зависимости J(t) (рис. 1) позво!
ляет выделить ряд характерных точек, связанных
с коэффициентом диффузии: это время прорыва,
или, как его еще называют, время запаздывания
для нестационарного состояния tп, которое опреде!
ляется как точка пересечения касательной к кри!
вой J(t), проведенной через точку перегиба, с осью
времени; время перегиба ti – время, при котором
вторая производная меняет знак; время полувол!
ны t0,5 – время, за которое поток достигает полови!
ны стационарного значения.

Любым из характеристических времен можно
воспользоваться для определения коэффициента
диффузии:

Факт совпадения D, рассчитанных по различ!
ным характеристическим временам, может быть
использован в качестве критерия однородности
диффузионной среды и возможности описания
экспериментальных условий с приведенными кра!
евыми условиями.

Рис. 1. Характерная кривая проницаемости водорода через
металлическую мембрану

Более надежным и современным методом в
определении коэффициента диффузии является
метод спрямления кривой установления стацио!
нарного потока в функциональном масштабе [6, 7].
Использование метода линеаризации с применени!
ем функциональных масштабов, т. е. сведение
сложной зависимости к линейной, позволяет зна!
чительно облегчить обработку результатов и сде!
лать их более корректными. Метод линеаризации
подробно описан в работе Л.Л. Кунина [8], а функ!
циональные масштабы разработаны в работе [7, 9].

Константа проницаемости и растворимость во!
дорода определяются выражениями [3]:

где PH – константы проницаемости водорода,
моль/с·м·Па1/2; ФН – поток водорода через образец,
моль/с; l – толщина образца, м; SЭ – эффективная пло!
щадь образца, м2; P – давление газообразного водорода
на входной стороне образца, Па; SH – растворимость
водорода моль/м3; DH – коэффициент диффузии, м2/с.

Графически температурные значения водоро!
допроницаемости, коэффициента диффузии и ра!
створимости изображаются в координатах:

где Т – температура исследуемого образца, К.
Энергию активации процессов диффузии и про!

никновения определяют как тангенс угла наклона
политерм температурной оси и рассчитывают по
формулам:

где PH1
, PH2

(DH1
, DH2

; SH1
, SH2

) – значения, получен!
ные при температурах образца Т1 и Т2, соответ!
ственно, причем Т1>Т2; R ( газовая постоянная
(R=8,31431 Дж/(моль·К)).

Постоянные диффузии P0, D0 и S0 рассчитыва!
ют по формулам:

В Институте Атомной Энергии НЯЦ РК мето!
дом водородопроницаемости исследовались раз!
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личные материалы [10–13]. Исследования процес!
сов проницаемости изотопов водорода сквозь кон!
струкционные материалы в условиях реакторного
излучения проводились на экспериментальном
стенде, размещённом в реакторном зале исследова!
тельского реактора ИВГ.1М.

Реактор ИВГ.1М
Реактор ИВГ.1М – исследовательский водо!во!

дяной гетерогенный корпусного типа ядерный ре!
актор на тепловых нейтронах с легководными за!
медлителем и теплоносителем и бериллиевым
отражателем нейтронов (рис. 2)

Технические параметры реактора ИВГ1.М сле!
дующие:
• тепловая мощность – 72 МВт;
• эффективный размер активной зоны – 548 мм;
• высота активной зоны – 800 мм;
• содержание урана!235 в активной зоне – 4,6 кг;
• плотность потока тепловых нейтронов в центре

экспериментального
канала – 3,5⋅1014 н/см2·с.
В табл. 1 приведены значения потока нейтро!

нов при мощности реактора 6 МВт.

Таблица 1. Поток нейтронов в центре активной зоны реакто�
ра ИВГ.1М при работе на мощности 6 МВт

Рис. 2. Реактор ИВГ.1М: 1 – центральный канал; 2 – корпус
реактора; 3 – регулирующий барабан (РБ); 4 – при�
вод исполнительного механизма РБ, 5 –железовод�
ная защита

Активная зона реактора содержит 30 водоох!
лаждаемых технологических каналов, устано!

вленных в ячейках трех кольцевых рядов. В цен!
тральной части реактора расположен централь!
ный петлевой канал с бериллиевым вытеснителем
и корпусом физического экспериментального ка!
нала (ФКЭ).

Корпус ФКЭ используется в качестве канала
для размещения облучаемого ампульного устрой!
ства (АУ).

Экспериментальный стенд
Реакторные исследования по взаимодействию

изотопов водорода с конструкционными материа!
лами проводились на экспериментальном стенде,
который позволяет проводить эксперименты по во!
дородопроницаемости различных конструкцион!
ных материалов при потоках тепловых нейтронов
до 1014 н/см2, температурах образца от 293 до
1573 К и входных давлениях водорода и его изото!
пов до 10 атм.

Экспериментальный стенд функционально со!
стоит из вакуумной системы, системы очистки и
напуска изотопов водорода и информационно!из!
мерительной системы.

Вакуумная система экспериментального стенда
(рис. 3) позволяет провести подготовку стенда к ра!
боте и создать необходимые условия для проведе!
ния экспериментов. Вакуумная система включает
в себя экспериментальное АУ с исследуемым об!
разцом, форвакуумную и высоковакуумную части,
соединенные трубопроводами с запорной армату!
рой. Данная система оснащена вакуумным насо!
сом (НВР!5ДМ) с азотной ловушкой и магнитораз!
рядными насосами (НЭМ!300, НОРД!100 и НОРД!
250). Насос НВР!5ДМ с азотной ловушкой служит
для предварительной откачки всей системы и обес!
печивает минимальное давление для начала рабо!
ты высоковакуумных магниторазрядных насосов.
Насосы НЭМ!300, НОРД!100 и НОРД!250 создают
необходимые условия (давление) в объеме ампуль!
ного устройства, измерительного тракта и в систе!
ме напуска изотопов водорода.

Система очистки и напуска экспериментально!
го стенда обеспечивает напуск спектрально чисто!
го водорода и его изотопов на входную сторону ис!
следуемого образца. Очистка водорода и его изото!
пов осуществляется с помощью палладий!серебря!
ного фильтра. Спектрально чистый водород для
экспериментов накапливается в ресиверную ем!
кость до заданного давления. Система очистки и
напуска оснащена вакуумными и газовыми трубо!
проводами, запорной арматурой и вакуумным на!
сосом для обеспечения периодической откачки и
напуска водорода на входной стороне образца по!
сле цикла измерений.

Информационно!измерительная система (ИИС)
обеспечивает контроль параметров стенда в про!
цессе работы и регистрацию проникновения водо!
рода через исследуемый материал.

ИИС экспериментального стенда автоматизи!
рована (рис. 4) и обеспечивает сбор, регистрацию
данных и наблюдение в реальном времени. Авто!

Энергетическая
группа

от 0 до
0,67 эВ

от 0,67 до
0,1⋅106 эВ

от 0,1 до
10 МэВ

Интеграль�
ный поток

Нейтронный по�
ток, см–2⋅с–1 0,87⋅1014 0,42⋅1014 0,22⋅1014 1,5⋅1014
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Рис. 3. Принципиальная схема вакуумной системы стенда ЛИАНА: 1 – ампульное устройство с исследуемым образцом; 2 – ис�
следуемый образец; 3 – термопары; 4 – датчик давления ConveсТorr; 5 – датчик давления ИКД�100; 6 – датчик давле�
ния IMG�100; 7 – азотная ловушка; 8 – форвакуумный насос; 9 – высоковакуумный насос; 10 – водородный фильтр; 11 –
датчик давления ПМДГ; 12 – вакуумный вентиль; 13 – буферная емкость для спектрально чистого водорода; S1, S2, S3 –
масс�спектрометры: ИПДО�1 (с датчиком РМО�13), МХ�6407; RGA�100

Рис. 4. Схема системы автоматизации, контроля и регистрации экспериментального стенда

 



матизированное рабочее место (АРМ) инженера в
составе ИИС находится в помещении, защищен!
ном от излучений реактора, и предусматривает ре!
жимы функционирования: предпусковой, пуско!
вой и послепусковой обработки. Функции предста!
вления оперативной технологической информа!
ции, управление режимами наблюдения и реги!
страции данных реализованы на базе графическо!
го компьютерного терминала ПЭВМ IBM PC.

Регистрация прохождения изотопов водорода
через образец производится с помощью масс!спек!
трометров, установленных в выходной камере и
позволяющих определять парциальные давления
остаточных газов с точностью ±10 % в диапазоне
давлений от 10–3 до 10–8 Па. Система нагрева ячей!
ки АУ с исследуемым образцом выполнена на базе
высокоточного регулятора температуры (ВРТ) и
обеспечивает реализацию всех необходимых тем!
пературных режимов в проводимых эксперимен!
тах с точностью ±2 К. Измерение давления водоро!
да и его изотопов в системах установки произво!
дится деформационным газоразрядным вакуумме!
тром ВДГ!1, деформационным датчиком ИКД!100
и термопарным датчиком ConvecTorr.

Реакторные облучательные устройства 
для проведения экспериментов
Для реализации метода ВП при проведении ре!

акторных исследований взаимодействия изотопов
водорода с различными материалами были спе!
циально сконструированы облучаемые АУ.

АУ монтируется на экспериментальный стенд и
размещается внутри корпуса ФКЭ реактора
ИВГ.1М.

АУ включает в себя: экспериментальную диф!
фузионную ячейку с исследуемым образцом, раз!
деляющим вакуумную и газовую полости АУ;
электрического нагревателя; устройства газового
охлаждения; термопар и соединительного патруб!
ка с фланцем. АУ обеспечивает размещение образ!
ца на уровне центра активной зоны реактора
ИВГ.1М, откачку газовой и вакуумной полости
экспериментальной ячейки, подачу водорода и его
изотопов на входную сторону исследуемого образ!
ца, регулировку и поддержание исследуемого тем!
пературного режима образца.

Для проведения реакторных экспериментов по
исследованию взаимодействия изотопов водорода с
конструкционными материалами SS316L (N)!IG,
V4Cr4Ti и CuCrZr было разработано и изготовлено
два типа экспериментальных диффузионных яче!
ек ампульных устройств, схематический вид кото!
рых представлен на рис. 5, 6.

На рис. 5 представлена экспериментальная
ячейка АУ для проведения экспериментов со ста!
лью SS316L (N)!IG. Исследуемый образец в виде
мембраны вварен в диффузионную ячейку и разде!
ляет входную и выходную камеры ячейки АУ.

В экспериментах по исследованию взаимодей!
ствия изотопов водорода со сплавом ванадия
V4Cr4Ti и медной бронзы CuCrZr было использова!

но АУ с диффузионной ячейкой, представленной
на рис. 6. Исследуемый образец в виде мембраны
уплотнялся с помощью двух втулок с гермоуплот!
нением типа конфлат (образец V4Cr4Ti уплотнял!
ся через медные прокладки с последующей диффу!
зионной сваркой его с медью, а образец CuCrZr
уплотнялся без прокладок).

Рис. 5. Экспериментальная ячейка АУ для проведения экс�
периментов с образцом SS316L (N)�IG: 1 – образец;
2 – корпус экспериментальной ячейки; 3 – нагрева�
тель; 4 – кожух охлаждения; 5 – термопары; 6 – кор�
пус ампульного устройства

Диффузионная сварка исследуемого образца
проводилась при температуре 1053 К под давлени!
ем около 150 кг/см2 в течение трех часов при да!
влении во входной и выходной полости диффу!
зионной ячейки 10–3 Па. С боковых сторон образца
и медных прокладок в процессе сварки была орга!
низована продувка газообразным гелием.

Для нагрева исследуемого образца и обеспече!
ния поддержания выбранных температурных ре!
жимов на корпус диффузионной ячейки симме!
трично относительно положения образца устано!
вленнагреватель (провод КТМС ХК мощностью
300 Вт). Кроме того, для поддержания заданной
температуры образца на ампульном устройстве
смонтирована система охлаждения в виде устано!
вленного на экспериментальную ячейку кожуха
охлаждения. Охлаждение предусматривает про!
дувку газообразного азота через зазор между кор!
пусом экспериментальной ячейки и кожухом ох!
лаждения.

Контроль и регистрация температуры образца
и стенки корпуса АУ осуществляется с помощью
хромель!алюмелевых термопар, установленных
непосредственно на исследуемом образце и на кор!
пусе АУ.
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Рис. 6. Диффузионная ячейка АУ для проведения экспери�
ментов с образцом V4Cr4Ti и CuCrZr: 1 – вакуумный
тракт; 2 – трубка подачи охлаждающего газа; 3 –
фланцевое соединение; 4 – выходной патрубок; 5 –
выходной патрубок диффузионной сборки; 6 – мед�
ные прокладки; 7 – проточка для установки термо�
пар; 8 – образец; 9 – нагреватель; 10 – узел подвода
водорода

Исследования взаимодействия изотопов водо!
рода с конструкционными материалами методом
водородопроницаемости проводились в три этапа:
дореакторные, реакторные и послереакторные экс!
перименты.

Порядок измерений кинетики водородопрони!
цаемости исследуемых образцов соответствовал
методике, описанной в [3], с уточнениями для про!
ведения реакторных экспериментов, которые за!
ключались в следующем:
• перед проведением реакторных экспериментов

по ВП исследуемого образца была проведена
высокотемпературная дегазация диффузион!
ной ячейки с образцом в процессе облучения
(так называемый радиационный отжиг). Это
делалось для уменьшения фона водорода в си!
стеме регистрации, который неизбежно возни!
кает в результате радиационно!стимулирован!
ного газовыделения со стенок диффузионной
ячейки и самой ампулы при работе реактора на
мощности;

• изменен режим измерений в экспериментах.
Так как реактор ИВГ.1М имеет ограниченный
временной запас работы, то методические реко!
мендации, изложенные в [3] (а именно, реко!
мендуемый отжиг образца и порядок снятия
временных зависимостей водородопроницаемо!
сти) не подходили к реакторным измерениям.
Поэтому было необходимо спланировать все из!
мерения таким образом, чтобы сделать явным
наблюдаемый эффект влияния облучения на

процессы проникновения изотопов водорода
сквозь исследуемые материалы.
Исследования взаимодействия изотопов водо!

рода с конструкционными материалами с учетом
внесенных изменений проводились в следующей
последовательности (этапы 1–3):

Этап 1: Дореакторный эксперимент.
Вначале исследуемый образец нагревается до

температуры 973 К (для его дегазации), при непре!
рывной откачке входной и выходной сторон образ!
ца (время отжига образца составляло от 5 до 10 ч,
в зависимости от исследуемого образца). Затем
температура образца понижалась до исследуемой
температуры, а в ресиверную емкость через разо!
гретый (до 723 К) палладий!серебряный фильтр
набирался спектрально чистый изотоп водорода
(дейтерий). После установки заданной температу!
ры образца и установления стационарного уровня
по парциальному давлению водорода (дейтерия) в
объеме выходной полости АУ на входную сторону
образца подавался спектрально чистый водород
(дейтерий), накопленный в ресиверной емкости
фильтра с регистрацией давления (P). При этом в
измерительном тракте регистрировалась кинетика
установления стационарного потока исследуемого
газа, проникающего сквозь образец, во времени
(характерная форма кривой проницаемости пред!
ставлена на рис. 1). После измерений оставшийся
газ скачивался с входной стороны образца, а сам
образец нагревался до температуры 973 К для уда!
ления, растворенного в образце газа. Время отжи!
га образца ограничивалось установлением стацио!
нарного значения парциального давления водоро!
да в выходном объеме АУ. Далее температура об!
разца понижалась до следующей исследуемой тем!
пературы и измерения повторялись.

Этап 2. Реакторный эксперимент.
Перед выходом реактора на мощность прово!

дился отжиг исследуемого образца при температу!
ре 973 К в течение двух часов. После этого темпе!
ратура образца понижалась до исследуемой, а ре!
актор выводился на заданный уровень мощности.
Далее эксперимент проводился по схеме, описан!
ной в дореакторномэтапе. После измерений кине!
тики водородопроницаемости при всех исследуе!
мых температурах образца проводился сброс мощ!
ности реактора, а образец снова отжигался при
температуре 973 К, после чего сразу проводился
послереакторный эксперимент;

Этап 3. Послереакторныйэксперимент.
Порядок эксперимента тот же, что на этапе 1.
Результатом проведенных внереакторных и ре!

акторных экспериментов являлись полученные
временные зависимости кинетики проницаемости
водорода и его изотопов сквозь исследуемый обра!
зец, по которым затем рассчитывались основные
параметры водородопроницаемости, такие как ко!
эффициент диффузии, константа проницаемости и
растворимости водорода в исследуемом материале,
а также энергии активации соответствующих про!
цессов.
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Далее в статье приводится описание методиче!
ских особенностей проведения реакторных экспе!
риментов с некоторыми конструкционными мате!
риалами, такими как: медная бронза CuCrZr, ва!
надиевый сплав V4Cr4Ti и нержавеющая сталь
SS316L (N)!IG.

Методические особенности проведения 
реакторных экспериментов по ВП
Оценка методической ошибки, связанной 
с неравномерным температурным полем 
по радиусу мембраны

Одним из факторов, влияющих на возможную
методическую ошибку при проведении экспери!
мента по ВП с образцом в виде мембраны, является
градиент температуры по радиусу мембраны.

Первоначально были произведены расчетные
оценки распределения температурного поля по ра!
диусу мембраны (при толщине образца 1 мм) в слу!
чае разогрева материалов ячейки, когда темпера!
тура периферийной области мембраны составляет
573, 823 и 1023 К.

По полученным распределениям температуры
рассчитана разница между температурами в цен!
тре и на краю мембраны для образцов из различ!
ных исследуемых материалов (V4Cr4Ti, CuCrZr,
SS316L (N)!IG) и для различных уровней мощно!
сти облучения. Данные таких расчетов приведены
в табл. 2 как максимально возможный градиент
температуры по образцу (поверхности мембраны).
Относительную ошибку, которая возникает при
определении параметров взаимодействия водорода
с материалами (имеющих аррениусовскую темпе!
ратурную зависимость) из!за неравномерного тем!
пературного поля по мембране, можно оценить по
формуле:

где δ – относительная ошибка; Ea – энергия актива!
ции процесса; ΔT – градиент температур по мембра!
не при температуре мембраны T. (Значения энергии
активации процессов растворимости, диффузии и
проницаемости были определены эксперименталь!
но методом ВП). Данная формула применима при
условии, что ΔT<<T. Кроме того, в табл. 2 приведе!
ны значения относительной ошибки в определении
параметров ВП при максимальном градиенте темпе!
ратуры по образцу исследуемого материала и задан!
ной средней температуре образца.

Анализируя полученные результаты оценок
можно сделать следующие выводы:
1. Максимальный градиент температуры по мем!

бране в диапазоне исследуемых температур от
573 до 1023 К составляет не более 5,5 К для ва!
надиевого сплава; 4,8 К для медной бронзы и не
более 6,0 К для нержавеющей стали. Причем
для всех материалов максимальный градиент

температуры по мембране наблюдается при
проведении экспериментов без облучения при
температуре образца 1023 К.

2. В реакторных экспериментах градиент темпе!
ратуры по мембране для всех материалов суще!
ственно меньше, чем во внереакторных экспе!
риментах без облучения, это связано с тем, что
при облучении образцы прогреваются более
равномерно, за счет радиационного энерговы!
деления в объеме мембраны.

3. Относительная ошибка в определении параме!
тров взаимодействия зависит от энергии акти!
вации процесса (чем выше энергия активации,
тем выше ошибка) и от средней температуры
мембраны (чем ниже температура мембраны,
тем выше ошибка). Диапазон значений относи!
тельной ошибки, обусловленной неравномер!
ным нагревом мембраны в определении пара!
метров ВП, составляет от 1 до 5 %.

4. Как видно из табл. 2, для ванадиевого сплава
наибольшая ошибка при средней температуре
573 К в определении растворимости составляет
1,80 %; для медной бронзы в определении кон!
станты проницаемости – 3,25 % при той же
температуре; для нержавеющей стали в опреде!
лении константы проницаемости – 4,63 %.

5. Для проверки полученных расчетов во внереак!
торных экспериментах по ВП с медной бронзой
исследовалась ячейка (рис. 6), в которой непо!
средственно определялся градиент температур
по мембране (температура фиксировалась на
краю мембраны 2 термопарами, и одна термо!
пара была установлена в центре мембраны). По!
лученные экспериментальные результаты по!
казали, что максимальный градиент по мем!
бране составил 3±1 K при проведении внереак!
торных экспериментов при средней температу!
ре мембраны 873 К.

Таблица 2. Величины максимального градиента температур
по образцу и относительной ошибки, возника�
ющей при определении параметров ВП во внере�
акторных экспериментах

Мате�
риал

Средняя
темпе�
ратура
образ�
ца, К

Максималь�
ный гради�
ент темпе�
ратуры по
образцу, К

Относительная ошибка при
определении параметров ВП, %

Константы
проница�

емости

Коэффи�
циента

диффузии

Раство�
римости

V4Cr4Ti

573 3,0 0,38 1,42 1,80

823 4,1 0,25 0,94 1,19

1023 5,5 0,22 0,82 1,04

CuCrZr

573 2,2 3,25 3,06 0,20

823 3,3 2,38 2,23 0,15

1023 4,8 2,24 2,10 0,14

SS316
L(N)�IG

573 3,7 4,63 3,99 0,54

823 4,6 2,82 2,42 0,33

1023 5,9 2,35 2,01 0,27

2
1 exp 100 %,

a

T
E

RT
δ

Δ⎛ ⎞⎛ ⎞= − ⋅ ⋅⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠
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Эксперименты по калибровке масс�спектрометрической
системы регистрации экспериментального стенда 
для проведения реакторных экспериментов по ВП

Поскольку в реакторных исследованиях
необходимо было регистрировать значения прони!
кающих потоков сквозь образец, были проведены
эксперименты по калибровке системы измерения,
в ходе которой были получены передаточные
функции, связывающие величину проникающего
потока водорода (дейтерия) с показаниями масс!
спектрометров, регистрирующими парциальные
давления этих газов. Получение значений коэффи!
циентов калибровки методом расчета было затруд!
нительно. Поэтому проводились калибровочные
эксперименты с целью определения коэффициен!
та, связывающего величину проникающего потока
водорода (дейтерия) сквозь образец с показаниями
3!х масс!спектрометров (омегатронного типа, на
базе лампы РМО!13; радиочастотного МХ!6407;
квадрупольного RGA!100).

Калибровочные эксперименты проводились на
ампульном устройстве с образцом из ванадиевого
сплава V4Cr4Ti при температуре образца 923 К
(выбор материала определялся высокими значе!
ниями проницаемости данного материала).

Сам эксперимент состоял в следующем: в каме!
ру на входную сторону образца подавался водород
(дейтерий), с выходной стороны образца (в вакуум!
ном объеме камеры с анализаторами) регистриро!
валась зависимость изменения проникающего по!
тока водорода (дейтерия). На рис. 7 в качестве
примера приведена зависимость изменения потока
водорода зарегистрированная масс!спектрометром
омегатронного типа, на базе лампы РМО!13 и да!
вления водорода во входной камере. На рис. 8 при!
ведены зависимости изменения количества водо!
рода, прошедшего сквозь образец, рассчитанные
по результатам интегрирования потока водорода
сквозь образец (данные с масс!спектрометра) и по
изменению давления на входной стороне образца.
Видно, что форма этих зависимостей одинакова.

Рис. 7. Зависимость изменения потока водорода от времени
в камере с масс�спектрометром и давления водорода
во входной камере: � – поток водорода; � – входное
давление водорода (Рвх/1500 торр)

Рис. 8. Зависимость изменения количества водорода от вре�
мени, прошедшего сквозь образец: � – по результа�
там интегрирования потока водорода сквозь образец
(данные с масс�спектрометра), мВ/с; � – рассчитан�
ные из зависимости изменения давления на входной
стороне образца, моль

Площадь под полученной кривой падения пото!
ка водорода определяет общее количество водоро!
да, прошедшее сквозь образец

(1)

где Q – количество водорода (дейтерия), прошедше!
го сквозь образец (моль) за время t0 (с); U(t) – пока!
зания регистрирующего прибора (отн. единиц); k –
коэффициент пропорциональности между показа!
ниями регистрирующего прибора и потоком водо!
рода (дейтерия) сквозь образец (моль/(с·отн. ед.)).

С другой стороны, количество прошедшего
сквозь образец водорода выражается через умень!
шение давления водорода во входной камере за
время эксперимента

(2)

где V – объем входной камеры, м3; (P0–P1) – измене!
ние давления водорода (дейтерия) на входной сто!
роне фильтра, Па; R – универсальная газовая по!
стоянная, (R=8,31 Дж/(моль·К)); T – температура
водорода во входной камере, Т=293 K.

Таким образом, из выражений (1) и (2) опреде!
лялись коэффициенты пропорциональности меж!
ду показаниями регистрирующего прибора и пото!
ком водорода (дейтерия) сквозь образец.

Было снято несколько калибровочных кривых
(при различных уровнях потока водорода (дейте!
рия) сквозь образец), относительно которых были
вычислены коэффициенты калибровки.

Кроме этого, описанные эксперименты позво!
лили определить предел чувствительности систе!
мы измерения по величинам проникающих пото!
ков водорода (дейтерия) сквозь образец, а также
время отклика системы измерения для всех масс!
спектрометров.

Рассчитанные значения коэффициентов кали!
бровки, пределы чувствительности и времена от!
клика приведены в табл. 3.

0 1( )
,

V P P
Q

RT

−
=

0

0

( ) ,

t

Q k U t dt= ∫
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Для экспериментов по ВП точность в определе!
нии коэффициента калибровки определяла ошиб!
ку в полученных константах проницаемости и ра!
створимости и составляла около 5 % (максимум
10 %) для всех серий экспериментов по ВП, а вре!
мя отклика определяло ошибку в оценке коэффи!
циента диффузии:

где t – время отклика; τзап – время запаздывания.
Величина δ менее 3 %.

Оценка ошибки в определении параметров ВП,
обусловленной процессами установления и изменения 

в ходе эксперимента равновесного давления изотопов
водорода на входной стороне образца

Одной из возможных причин ошибки в опреде!
лении параметров ВП является ошибка, связанная
с конечным временем установления давления изо!
топов водорода на входной стороне образца, а так!
же с последующим его уменьшением в течение экс!
перимента за счет утечек водорода из системы.
Утечки водорода обусловлены потоком водорода
сквозь образец в камеру с масс!спектрометром и
потоком водорода сквозь нагретые элементы кон!
струкции ампульного устройства.

В экспериментах использовалась пассивная си!
стема стабилизации давления, которая позволяла
увеличивать общее количество водорода с входной
стороны образца за счет использования дополни!
тельных буферных объемов, существенно увели!
чивающих (более чем в 20 раз) первоначальный
объем камеры с входной стороны образца.

Были проведены эксперименты по определе!
нию скорости установления давления на входной
стороне образца. Для входных давлений менее
4500 Па, время установления давления составило
менее 2 с, что практически не приводило ни к ка!
кой значимой ошибке в определении коэффициен!
та диффузии (максимальная относительная ошиб!
ка в определении коэффициента диффузии водоро!
да в ванадиевом сплаве V4Cr4Ti при температуре
образца 773 К составила около 1 %). Верхняя
оценка принималась для ванадиевого сплава, так
как коэффициенты диффузии и проницаемости во!
дорода в ванадиевом сплаве на порядки величины
выше, чем для других исследованных материалов.

Далее были проведены оценки возможной
ошибки, связанной с падением входного давления
водорода при проведении эксперимента. Макси!
мальная ошибка также наблюдалась для ванадие!
вого сплава V4Cr4Ti при температуре образца
773 К. Уровень падения давления составлял не
больше чем 0,01–0,025 Па/с, при уровне входного
давления от 100 до 1000 Па. Величина ошибки в
определении всех параметров ВП при таких уров!
нях падения давления составила менее 1 %.

Таким образом, были оценены основные мето!
дические ошибки в определении параметров ВП
при проведении реакторных экспериментов по во!
дородопроницаемости, и рассчитана общая отно!
сительная ошибка, которая составила менее 15 %.

Результаты применения метода 
водородопроницаемости в реакторных 
экспериментах по определению параметров 
водородопроницаемости 
в конструкционных материалах
По результатам реакторных экспериментов по

определению параметров взаимодействия изотопов
водорода с конструкционными материалами (мед!
ной бронзой CuCrZr, ванадиевым сплавом V4Cr4Ti и
нержавеющей сталью SS316L (N)), проводимых по
методике, описанной выше, и представленных в ра!
ботах [12–14], можно сделать следующие выводы:
• эксперименты позволили определить аррениу!

совские зависимости таких параметров, как эф!
фективные коэффициенты диффузии, констан!
ты проницаемости и растворимости водорода во
всех исследованных материалах на всех этапах
исследований (то есть в условиях реакторного
облучения и без облучения) (рис. 9–11).

• удалось зафиксировать эффект влияния реак!
торного облучения, причем для различных мате!
риалов эффект был разным. Более явно эффект
влияния реакторного облучения на процесс про!
ницаемости водорода сквозь исследуемые образ!
цы был выражен в экспериментах с ванадиевым
сплавом V4Cr4Ti, при исследовании которого
оказалось, что реакторное облучение более чем
на порядок увеличивает скорость проникнове!
ния и установившийся поток водорода сквозь об!
разец. Для стали SS316L (N)!IG реакторное облу!
чение главным образом приводило к уменьше!
нию скорости проникновения водорода при тем!

çàï

,
t

δ
τ

=
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Таблица 3. Параметры, полученные в экспериментах по калибровке системы измерения

Параметры
Диапазон потоков,

моль/с

Масс�спектрометр омега�
тронного типа, на базе лам�

пы РМО�13, моль/(с·мВ)

Масс�спектрометр радио�
частотный МХ�6407,

моль/(с·мВ)

Масс�спектрометр 
квадрупольный RGA�100

(моль/(с·торр))

Коэффициент 
калибровки

от 10–8 до 10–10 (4,25±0,07)·10–12 (6,7±0,50)·10–11 (1,64±0,02)·10–2

от 10–10 до 10–11 (4,35±0,09)·10–12 (7,4±0,07)·10–11 (1,70±0,04)·10–2

от 10–11 до10–12 (2,40±0,10)·10–12 (8,0±0,15)·10–11 (9,00±0,10)·10–3

от 10–12 до10–13 – – (8,50±0,15)·10–3

Предел чувствительности, моль/с ~ 2·10–12 ~ 1·10–11 ~ 2,5·10–13

Время отклика, с ~ 3 ~ 30 ~ 0,5



пературах менее 623 К (и соответственно к уме!
ньшению эффективных коэффициентов диффу!
зии водорода в стали). Для медной бронзы
CuCrZr не удалось зафиксировать сильно выра!
женного эффекта влияния реакторного облуче!
ния на параметры взаимодействия водорода.

Рис. 9. Температурные зависимости эффективного коэффи�
циента диффузии водорода сквозь исследуемые об�
разцы: � – внереакторные эксперименты CuCrZr;  � –
реакторные эксперименты CuCrZr; Î – внереактор�
ные эксперименты V4Cr4Ti; Ï – реакторные экспери�
менты V4Cr4Ti; ‘ – внереакторные эксперименты
SS316IG; Ì – реакторные эксперименты SS316L (N)�IG

Рис. 10. Температурные зависимости константы проницаемо�
сти водорода сквозь исследуемые образцы: � – вне�
реакторные эксперименты CuCrZr; � – реакторные
эксперименты CuCrZr; Î – внереакторные экспери�
ментыV4Cr4Ti; Ï – реакторные эксперименты
V4Cr4Ti; ‘ – внереакторные эксперименты SS316L
(N)�IG; Ì – реакторные эксперименты SS316L (N)�IG
(погрешность измерений в пределах точки)

Рис. 11. Температурные зависимости константы растворимо�
сти водорода сквозь исследуемые образцы: � – вне�
реакторные эксперименты CuCrZr; � – реакторные
эксперименты CuCrZr; Î – внереакторные экспери�
ментыV4Cr4Ti; Ï – реакторные эксперименты
V4Cr4Ti; ‘ – внереакторные эксперименты SS316L
(N)�IG; Ì – реакторные эксперименты SS316L (N)�IG.
(Погрешность измерений в пределах точки)

Заключение
Таким образом, в настоящей работе описана ме!

тодика проведения реакторных исследований по
взаимодействию изотопов водорода с конструк!
ционными и функциональными материалами ме!
тодом ВП, проведены оценки применимости дан!
ной методики и представлены результаты ее ис!
пользования в реакторных экспериментах с кон!
струкционными материалами: нержавеющая
сталь SS316L (N)!IG, ванадиевый сплав V4Cr4Ti и
медная бронза CuCrZr.

В целом предложенная методика проведения
реакторных экспериментов по ВП показала свою
применимость и позволила зафиксировать эффект
влияния реакторного облучения на процессы взаи!
модействия изотопов водорода с данными кон!
струкционными материалами.

Проведенные исследования возможных оши!
бок, возникающих при проведении реакторных
экспериментов по ВП конструкционных материа!
лов, показали, что данная методика применима
для определения параметров взаимодействия изо!
топов водорода с материалами в условиях реактор!
ного облучения. При этом возможная относитель!
ная ошибка измеряемых величин не может превы!
шать 15 %.

Математика и механика. Физика

159



СПИСОК ЛИТЕРАТУРЫ
1. Водород в диффузионных процессах химико!термической об!

работки металлов и сплавов / В. Г. Барьяхтар, [и др.]. Киев:
Наукова думка, 1999. – 256 с.

2. Агеев В.Н., Бекман И.Н., Бурмистрова О.П. Взаимодействие
водорода с металлами / под ред. А.П. Захарова. – М.: Наука,
1987. – 296 с.

3. ОСТ 92–4949–84. Отраслевой стандарт. Металлы. Методы
определения высокотемпературной водородопроницаемости. –
М., 1984. – 35 с.

4. Проницаемость водорода через металлы / А.А. Писарев,
И.В. Цветков, Е.Д. Маренков, С.С. Ярко. – М.: МИФИ, 2008. –
144 с.

5. Crank J. The mathematics of diffusion. – Oxford: Oxford Univer!
sity press, 1975. – 425 р.

6. Габис И.Е., Компаниец Т.И, Курдюмов А.А. Поверхностные
процессы и водородопроницаемость металлов // Взаимодей!
ствие водорода с металлами / под ред. А.П. Захарова. – М.:
Наука, 1987. – С. 177–208.

7. Швыряев А.А., Бекман И.Н. Диаграммные бумаги для обра!
ботки результатов диффузионных экспериментов // Вестник
МГУ. Сер. 2. Химия. – 1981. – Т. 22. – № 5.
517//N:4647–80 деп. ВИНИТИ от 03.11.1980.

8. Кунин Л.Л., Головин А.М. и др. Проблемы дегазации металлов
(феноменологическая теория) / под ред. А.П. Виноградова. –
М.: Наука, 1972. – 324 с.

9. Тажибаева И.Л., Чихрай Е.В. Численное моделирование диф!
фузии газов в твердых телах при облучении. – Алматы: Каза!
куниверситетi, 1999. – 77 c.

10. Kulsartov T.V., Kenzhin E.A., Shestakov V.P. In!pile Tritium
Permeation through F82H Steel with and without a Ceramic Coa!
ting of Cr2O3–SiO2 including CrPO4 // Fusion Engineering and
Design. – 2007. – V. 82. – Iss. 15–24. – P. 2246–2251.

11. Kulsartov T.V., Kenzhin E.A., Shestakov V.P. Investigation of
hydrogen isotope permeation through F82H steel with and with!
out a ceramic coating of Cr2O3–SiO2 including CrPO4 (out!of!pile
tests) // Fusion Engineering and Design. – 2006. – V. 81. –
Iss. 1–7. – P. 701–705

12. Влияние реакторного излучения на процесс проникновения
изотопов водорода сквозь нержавеющую сталь SS316IG /
Е.А. Кенжин, И.Л. Тажибаева, Т.В. Кульсартов, Е.В. Чихрай,
В.П. Шестаков // ВАНТ. Сер. Термоядерный синтез. – 2008. –
Вып. 2. – C. 36–40.

13. Investigations of reactor irradiation influence on hydrogen isoto!
pes yield from V4Cr4Ti vanadium alloy / E.А. Kenzhin, I.L. Tazhi!
bayeva, Y.V. Chikhray, V.P. Shestakov, T.V. Kulsartov // Ab!
stracts of 12th Intern. conf. on fusion reactor materials. – USA,
Santa Barbara, December 4–9, 2005. – P. 124.

14. Реакторные экспериментальные исследования взаимодей!
ствия дейтерия с ванадиевым сплавом V4Cr4Ti / Т.В. Кульсар!
тов, Ю.Н. Гордиенко, Н.И. Барсуков, Ю.В. Понкратов // Вест!
ник НЯЦ РК. – 2007. – Вып. 3. – C. 80–85.

Поступила 14.01.2013 г.

Известия Томского политехнического университета. 2014. Т. 324. № 2

160



REFERENCES
1. Baryakhtar V.G. Vodorod v diffuzionnykh protsessakh khimiko�

termicheskoy obrabotki metallov i splavov [Hydrogen in diffusion
processes of chemical!thermal processing of metals and alloys].
Kiev, Naukova dumka, 1989. 256 p.

2. Ageev V.N., Bekman I.N., Burmistrova O.P. Vzaimodeystvie vo�
doroda s metallami [Hydrogen interaction with metals]. Moscow,
Nauka, 1987. 296 p.

3. OST 92–4949–84. Otraslevoy standart. Metally. Metody opredele�
niya vysokotemperaturnoy vodorodopronitsaemosti [Sectorial

standard 92–4949–84. Metals. Methods of determination of high!
temperature hydrogen permeability]. Moscow, 1984. 35 p.

4. Pisarev A.A., Tsvetkov I.V., Marenkov E.D., Yarko S.S. Pronit�
saemost vodoroda cherez metally [Hydrogen permeability
through metals]. Moscow, MIFI, 2008. 144 p.

5. Crank J. The mathematics of diffusion. Oxford, Oxford Universi!
ty press, 1975. 425 р.

6. Gabis I.E., Kompaniets T.I., Kurdyumov А.А. Poverkhnostnye
protsessy i vodorodopronitsaemost metallov [Surface processes
and hydrogen permeability]. Vzaimodeystvie vodoroda s metalla�

Математика и механика. Физика

161

UDC 621.039.553: 539.219.3

APPLICATION OF HYDROGEN PERMEATION METHOD IN REACTOR EXPERIMENTS 
ON INVESTIGATION OF HYDROGEN ISOTOPE INTERACTION WITH STRUCTURAL MATERIALS

Yury N. Gordienko, 
Republic State Enterprise on the basis of economic control rights 

«National nuclear center of Republic of Kazakhstan», 
branch of «Atomic Energy Institute», Kazakhstan, 071100, Kurchatov, 

Krasnoarmeyskaya street, 10. E�mail: Gordienko@ nnc.kz

Timur V. Kulsartov, 
Cand. Sc., State Enterprise on the basis 

of economic control rights «National nuclear center of Republic of Kazakhstan»,
branch of «Atomic Energy Institute», Kazakhstan, 071100, Kurchatov, 

Krasnoarmeyskaya street, 10. E�mail: Kulsartov@nnc.kz

Zhanna A. Zaurbekova, 
State Enterprise on the basis of economic control rights «National nuclear center

of Republic of Kazakhstan», branch of «Atomic Energy Institute», Kazakhstan,
071100, Kurchatov, Krasnoarmeyskaya street, 10. E�mail: Zaurbekova@nnc.kz

Yury V. Ponkratov, 
State Enterprise on the basis of economic control rights «National nuclear center

of Republic of Kazakhstan», branch of «Atomic Energy Institute»,
Kazakhstan, 071100, Kurchatov, Krasnoarmeyskaya street, 10. 

E�mail: Ponkranov@nnc.kz

Vyacheslav S. Gnyrya, 
State Enterprise on the basis of economic control rights «National nuclear center

of Republic of Kazakhstan», branch of «Atomic Energy Institute», Kazakhstan,
071100, Kurchatov, Krasnoarmeyskaya street, 10. E�mail: slava@nnc.kz

Nikolay N. Nikitenkov, 
Dr. Sc., Tomsk Polytechnic University, 

Russia, 634034, Tomsk, Lenin avenue, 30. E�mail: nikitenkov@tpu.ru

The relevance of the study is caused by the necessity to develop methodical and instrumental bases for researching hydrogen isotope
interaction with different materials under reactor irradiation.
The main aim of the study is to develop and to test the technique on determining hydrogen isotope interaction parameters with struc�
tural materials under reactor irradiation; to carry out the estimates and experiments confirming the possibility of using the technique.
The methods used in the study: thermophysical, neutron calculations methods of ampoule devices and method of hydrogen permea�
tion were used.
The results: The paper introduces the principle concepts of material reactor investigation technique using the hydrogen permeation
method, estimates of the technique applicability and the results of its application at the reactor experiments with structural materials,
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