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Введение

В работе [1] был введён обобщённый веще-
ственный локальный оператор дробного интегро-
дифференцирования, но без учёта полиномов диф-
ференцирования, или G-оператор, который пред-
ставляет бесконечное множество локальных опе-
раторов дробного интегродифференцирования ве-
щественных порядков вещественной переменной.

Обобщим G-оператор на комплексные порядки
интегродифференцирования, действующие на сте-
пенные функции с комплексными показателями,
следуя в основном [1]. Кроме того, в новый G-опера-
тор, по сравнению с оператором из [1], внесены изме-
нения, связанные с логарифмическими случаями.

G-оператор комплексных порядков

Определение. Оператор Gsx будем называть
обобщённым локальным оператором дифференци-
рования и интегрирования дробных комплексных
порядков s=χ+iγ, χ, γ∈R; χ, γ=const; χ, γ≥0, дей-
ствующим над множеством степенных функций xq

вещественной переменной x с комплексными по-
казателями q=µ+iν, µ, ν∈R; µ, ν=const

(*)

Рассмотрим важные частные случаи порядков
интегродифференцирования s.

Если порядок нулевой, s=χ=γ=0, то это соответ-
ствует единичному оператору, который переводит
функции самих в себя, что можно записать G0x=1.

Если порядок интегродифференцирования ве-
щественный, s=Re(s)=χ>0, а в равенствах (*) перед
показателем порядка оператора s, стоит знак минус,
то это соответствует оператору дробного дифферен-
цирования вещественного порядка χ, а если перед
показателем порядка оператора стоит знак плюс,
тогда это будет соответствовать оператору дробного
интегрирования вещественного порядка χ.

Когда порядок мнимый, s=iIm(s)=iγ; γ>0, а в
равенствах (*) перед показателем порядка операто-
ра s стоит знак минус, то это будет соответствовать
G-оператору дробного дифференцирования мнимо-
го порядка γ, а если значение мнимого порядка
оператора со знаком плюс, то это будет G-оператор
дробного интегрирования мнимого порядка γ.

Если порядок интегродифференцирования
комплексный, s=χ+iγ; χ, γ>0, и перед ним стоит
знак минус, то это соответствует дробному диффе-
ренцированию комплексного порядка s, а если знак
плюс – дробному интегрированию комплексного
порядка s.

В случаях, когда знаки у вещественной и мни-
мой части порядка интегродифференцирования
различаются, т. е. s=–χ+iγ или s=χ–iγ, то такие
порядки будем называть смешанными комплекс-
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ными порядками. Тогда нельзя говорить только о
дифференцировании или только об интегрирова-
нии. Если в операторе у смешанного порядка перед
вещественной частью стоит знак минус, то фор-
мально будем говорить, что это G-оператор сме-
шанного дифференцирования комплексного поряд-
ка s, а если знак плюс, то это G-оператор смешан-
ного интегрирования комплексного порядка s.

Далее C–s(x) – полиномы дифференцирования
порядка s; Cs(x) и C1 – соответственно, полиномы
интегрирования порядков s и 1. Полиномы инте-
грирования являются обобщениями констант ин-
тегрирования стандартного анализа [2].

Полиномы интегрирования и полиномы диф-
ференцирования для удобства легко объединить в
полиномы интегродифференцирования C�s(x).

Произвольные полиномы интегродифференци-
рования C�s(x) и C

~
�s(x) дробного порядка s при их

интегродифференцировании порядка s удовлетво-
ряют уравнениям

Функции lns(x) являются логарифмами поряд-
ка s, которые требуют дальнейшего определения.
В частности, в стандартном анализе, для s=1,
ln1(x)=ln (x).

Коэффициенты дробного интегродифференци-
рования K(s,q;x) определяют вид операторов дроб-
ного интегродифференцирования; C�s(x) – полино-
мы интегродифференцирования дробного порядка s.

Вид полиномов интегродифференцирования
определяется коэффициентами K(s,q;x).

В каждом конкретном случае при интегродиф-
ференцировании необходимо задавать конкрет-
ный вид коэффициентов K(s,q;x).

Кроме этого, на коэффициенты K(s,q;x) и по-
линомы интегродифференцирования необходимо
наложить дополнительные условия, которые дол-
жны обеспечить выполнение принципа соответ-
ствия [1]. Тогда для вещественного порядка 1 и по-
рядка 0, дробного дифференцирования и дробного
интегрирования, что соответствует стандартному
анализу, эти условия будет

Множество всех возможных функций коэффи-
циентов K (s,q;x) образуют пространство коэффи-
циентов обобщённого вещественного локального
оператора комплексных порядков s и комплекс-
ных показателей степеней q: K(±s,q)⊂K (±s,q;x).

Каждый элемент пространства K(±s,q;x) задаёт
локальный оператор дробного интегродифференци-
рования, отличный от других операторов, задавае-
мых другими элементами пространства коэффици-
ентов. Поэтому каждый из элементов пространства
K(±s,q;x) может лежать в основе построения локаль-

ного дробного анализа, отличного от других подоб-
ных направлений, основанных на других операто-
рах, определяемых другими элементами K(±s,q;x).

Заданное таким образом пространство коэффи-
циентов K(±s,q;x) является очень широким, поэто-
му имеет смысл его сузить. Для этого на коэффи-
циенты из K(±s,q;x) наложим дополнительные
условия.

Потребуем, чтобы коэффициенты были незави-
симы от переменной x, или

Коэффициенты K(s,q) определены для всех зна-
чений s, q, однозначны и являются кусочно-непре-
рывными функциями по s и q.

Эти условия сужают пространство коэффици-
ентов и приводят к пространству K(±s,q), которое
назовём суженным пространством коэффициен-
тов, тогда K(±s,q)⊂K(±s,q;x).

Одним из самых простых в суженном простран-
стве коэффициентов, задающих конкретные на-
правления дробного анализа, является d-оператор
комплексных порядков, который в рамках обоб-
щённого вещественного локального оператора за-
даётся соотношениями

Полиномом интегродифференцирования C�s(x)
вещественного порядка s для данного случая опре-
деляется

В этом случае будут справедливы формулы ин-
тегродифференцирования порядка s для произ-
вольных полиномов интегродифференцирования
C±s(x) и C

~
�s(x) порядка s
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Заключение

Операторы из множества обобщённого операто-
ра Gsx могут быть использованы в приложениях и,
прежде всего, для описания пространств с дробной
размерностью и описания самых разных процессов
в таких пространствах.

Может оказаться, что для тех или иных кон-
кретных процессов в пространствах дробных раз-
мерностей будут подходить одни операторы дроб-
ного интегродифференцирования из множества
обобщённого оператора Gsx, а для других процес-

сов больше будут подходить другие операторы из
того же множества.

При выборе операторов из множества Gsx для
приложений можно исходить из теоретического
принципа простоты, согласно которому их двух
операторов правильным должен быть признан на-
иболее простой из них. Но принцип простоты но-
сит скорее рекомендательный характер. Оконча-
тельный отбор операторов из множества Gsx следу-
ет проводить, опираясь на конкретные результаты
наблюдений.
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Введение

Современное состояние и развитие мехатрони-
ки, авионики и точной электромеханики постави-
ло вопрос об адекватных механических моделях
динамики систем управляемого движения с пол-
ными и неполными дифференциальными програм-
мами движения высших порядков. К таким систе-
мам относятся системы, управляемые по резкости-
рывку и производным более высоких порядков.

Во второй половине ХХ в. стало понятно, что
большой класс движений систем, управляемых по
какой-либо программе, может быть описан как
класс систем с голономными и неголономными
связями общего вида [1]. А уравнения связей ис-
полняют роль программ движения. В рамках одно-

го формализма эти связи могут быть определены
как дифференциальные связи высших порядков.

Известно, что построение механики твердых
тел и распределенных систем на основе дифферен-
циальных и интегральных вариационных соотно-
шений и принципов является устоявшейся науч-
ной традицией [2–5] и с развитием вычислитель-
ных методов и техники приобрело большое прак-
тическое значение. Разделение всех принципов на
вариационные соотношения и собственно принци-
пы признается рядом авторов и имеет в рамках ва-
риационного исчисления глубокий смысл. При-
держиваясь этой точки зрения, мы всё же будем
называть в дальнейшем соотношения и собственно
принципы для краткости принципами. В данной
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