
Введение

Общая теория сопряженного теплообмена, раз-
работанная еще авторами [1–3] достаточно фунда-
ментально, до настоящего времени не применяется
широко при решении типичных задач промышлен-
ной теплоэнергетики и тепловой защиты. Во мно-
гом это обусловлено, с одной стороны, трудностями
численного решения уравнений Навье–Стокса для
газов или жидкостей, являющихся теплоносите-
лями (или охладителями) в каких-либо теплотех-
нических системах. С другой стороны, достаточно
часто на границах раздела сред можно при модели-
ровании теплообмена использовать граничные
условия третьего рода (а не четвертого) с введением
в рассмотрение коэффициентов теплообмена, опре-
деляемых по результатам специальных экспери-
ментов [4, 5] или рассчитываемых с использовани-
ем определенных полуэмпирических выражений
[6, 7].

Но развитие техники [8] создает объективные
предпосылки использования, например, для обес-
печения теплового режима промышленных объек-
тов, новых технических устройств, систем и техно-
логий, основой которых являются также процессы
преобразования энергии [9, 10], для моделирова-
ния которых недостаточно балансных моделей [11]
или математических моделей динамических си-
стем [12]. Типичным и достаточно наглядным при-
мером таких технологий промышленной тепло-
энергетики является система теплоснабжения на
основе газовых инфракрасных излучателей (ГИИ)
[9, 10]. В таких системах энергия радиационных
источников нагрева аккумулируется в тонких при-
поверхностных слоях ограждающих конструкций
и затем используется для формирования конвек-
тивных потоков, обеспечивающих нагрев рабочих
зон производственных помещений. Используемые

до настоящего времени подходы к анализу тепло-
вых режимов объектов с системами теплоснабже-
ния на базе ГИИ [13, 14] не учитывают конвекцию
вообще и теплоотвод в ограждающие конструкции
в частности.

В то же время в последние годы интенсивно раз-
рабатывалась теория сопряженного теплопереноса
в замкнутых областях с локальными источниками
подвода теплоты и теплоотводом в твердые стенки,
ограждающие внутреннюю область, заполненную
воздухом [15–18]. Для задач естественной и сме-
шанной конвекции [15–18] установлены масшта-
бы влияния теплоотвода в ограждающие кон-
струкции на температурные поля области модели-
рования теплопереноса. В дальнейшем возмож-
ность применения разработанного в [15–18] мате-
матического аппарата была продемонстрирована
при решении задач теплопереноса в условиях за-
жигания горючих жидкостей при локальном на-
греве [19, 20] и интенсивном парообразовании.
Представляет интерес анализ возможности приме-
нения моделей сопряженного теплообмена [15–20]
при описании температурных полей объектов с си-
стемами отопления на базе ГИИ.

Цель настоящего исследования – математиче-
ское моделирование конвективно-кондуктивного
теплопереноса в воздушной области, огражденной
твердыми стенками, с использованием подхода
[15–18] и анализ распределения аккумулирован-
ной в различных зонах рассматриваемой типичной
системы «воздух–ограждающие конструкции» те-
плоты.

Постановка задачи и метод решения

Для реализации поставленной цели рассматри-
валась область прямоугольного поперечного сече-
ния (рис. 1). Внутренняя зона области решения
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(LЛ<X<LП и HН<Y<HВ) заполнена воздухом – 1. По
внешнему контуру расположены ограждающие
конструкции, выполненные из бетона – 2 и совре-
менных строительных материалов с низким коэф-
фициентом теплопроводности – 3. Применение по-
следних соответствует перспективным энергосбе-
регающим технологиям и в настоящее время нахо-
дит все большее применение в строительстве.

Рис. 1. Область решения рассматриваемой задачи: 1) воз-
дух, 2) ограждающие конструкции из бетона, 3)
ограждающие конструкции из современного строи-
тельного материала с малым коэффициентом тепло-
проводности

Источник радиационного нагрева в верхней ча-
сти HВ области решения не выделялся – принима-
лось, что его толщина мала по сравнению с харак-
терными размерами области. Интенсивность излу-
чения считалась равномерно распределенной по
поперечной координате Х.

При постановке задачи предполагалось, что вся
энергия инфракрасного излучателя поступает к
нижней границе HН, разделяющей нижнее бетон-
ное основание – 2 и область нагрева – 1. Воздух
принимался диатермически прозрачной средой.
В качестве основного механизма теплопереноса в
газе рассматривались турбулентная естественная
конвекция, в ограждающих конструкциях – те-
плопроводность.

Математическая модель и метод решения

В качестве базовой системы дифференциаль-
ных уравнений, описывающих процесс естествен-
ной конвекции в рассматриваемой области (рис. 1)
в режиме сопряженного теплопереноса, принята
математическая модель [15, 16], разработанная
для описания процессов конвекции и теплопровод-
ности в замкнутой прямоугольной области с тепло-
проводными стенками и локальным источником
нагрева на нижней границе и развитой в дальней-
шем для решения задач смешанной конвекции при
зажигании жидкостей в условиях локального на-
грева [19, 20].

В качестве масштаба расстояния была выбрана
ширина рассматриваемой области решения L. Для

приведения системы уравнений к безразмерному
виду использовались следующие соотношения:

где x, y – координаты, м; u,  – скорости по осям x,
y, м2/с; X, Y – безразмерные декартовы координа-
ты;  – безразмерное время; t – время, с; t0 – мас-
штаб времени, с; U, V – безразмерные скорости;
V0 – масштаб скорости (скорость конвекции), м2/с;
 – безразмерная температура; T – температура,
К; T0 – температура газа и твердого тела в началь-
ный момент времени, К; Tit – масштаб температу-
ры, К; g – ускорение свободного падения, м/с2;  –
термический коэффициент объемного расшире-
ния, К–1;  – функция тока, м2/с; 0 – масштаб
функции тока, м2/с;  – безразмерный аналог ;
 – вихрь скорости, 1/с; 0 – масштаб вихря ско-
рости, 1/с;  – безразмерный аналог .

Математическая постановка задачи в безразмер-
ных переменных включает следующие уравнения:

(1)

(2)
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(4)

Начальные условия для системы уравнений
(1)–(4):
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Граничные условия на внешних границах обла-
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(7)

при

На границах раздела твердых стенок и газа вы-
полняются условия:

(8)

при

(9)

при 

На границе НН учитывается радиационный ис-
точник нагрева

(10)

при

где Sh=V0t0/L – число Струхаля; Ki=qL3/(Tit–T0) –
число Кирпичева;  – коэффициент теплопроводно-
сти твердой стенки, Вт/(мК); Gr=gL3(Tit–T0)/t

2 –
число Грасгофа; g – ускорение, создаваемое массо-
выми силами, м/с2; L – ширина области решения,
м; Н – высота области решения, м; t – кинемати-
ческий коэффициент молярной (турбулентной)
вязкости, м2/с; 1,2 и 1,3 – относительные коэффи-
циенты теплопроводности; Pr=t/a – число Пранд-
тля; Fo=at0/L2 – число Фурье; а – коэффициент
температуропроводности, м2/с.

Уравнения (1)–(4) с соответствующими началь-
ными и граничными условиями (5)–(10) решались
методом конечных разностей на равномерной сет-
ке. При определении граничных условий для век-
тора вихря применялся метод Либмана [21] и фор-
мула Вудса [22]. Для решения системы разност-
ных уравнений использована схема переменных
направлений.

При решении задачи (1)–(12) использовался ал-
горитм [15–17], разработанный для численного ре-
шения задач естественной конвекции в замкнутых
прямоугольных областях с локальными источни-
ками энергии. Турбулизация течения нагретого
воздуха учитывалась в соответствии с основными
положениями [21, 22], изменением вязкости с ро-
стом скорости движения воздуха. Расчет вязкости
проведен в рамках модели Прандтля [23]:

где lm – длина пути смешения; k – универсальный
коэффициент пропорциональности, не зависящий
от числа Рейнольдса [23].

Анализ результатов численного моделирования

Основные численные исследования проведены
при следующих значениях безразмерных и раз-
мерных величин: t0=0,1 с, T0=293 K, Tit=303 K,
Ki=60, 106<Gr<1011. При таких временах, как по-
казали результаты численного анализа, достаточ-
но отчетливо проявляются все основные законо-
мерности рассматриваемых процессов.

На рис. 2 представлены результаты численного
моделирования, иллюстрирующие основные зако-
номерности теплопереноса в рассматриваемой си-
стеме отопления с использованием газовых инфра-
красных излучателей.

Представленные иллюстрации (рис. 2) хорошо
демонстрируют нестационарный характер процес-
са теплопереноса в рассматриваемой области реше-
ния.

Нагретый вблизи нижнего бетонного основания
воздух поднимается по центру рассматриваемой
области решения и затем, охлаждаясь при обтека-
нии верхней ограждающей конструкции, переме-
щается вниз (рис. 2, а, в, д). В итоге формируется
симметричное циркуляционное течение относи-
тельно оси Х=0,5 (рис. 2, б, г, е). В начальный мо-
мент времени можно выделить лишь центральный
восходящий поток теплого воздуха (рис. 2, а). Но с
течением времени (рис. 2, в) происходит формиро-
вание вторичных вихревых образований вблизи
вертикальных границ LЛ и LПП, что связано с очень
малым оттоком тепла в боковые ограждающие
конструкции (максимальное значение =0,09 в
сечении Y=НН при =70000), выполненные из со-
временных строительных материалов с низким ко-
эффициентом теплопроводности. Также следует
отметить, что с увеличением перепадов температур
в воздушной среде как по вертикальной, так и по
горизонтальной координатам происходит увеличе-
ние подъемной силы, и как следствие растет ско-
рость (рис. 2, е) циркуляции воздушных масс. За
счет этого происходит интенсивное закручивание
воздуха (рис. 2, д) и заметно появление вторичных
вихрей относительно центрального потока. Интен-
сивная турбулизация способствует перераспреде-
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лению тепла по всему воздушному объему. В ни-
жней его части формируется слой высотой около
Н=0,1 с постоянной температурой практически по
всей ширине газовой области (рис. 2, д). В верхних
воздушных слоях наблюдается некоторое сниже-
ние температур, что является следствием оттока
тепла в верхнюю ограждающую конструкцию.

С целью ответа на вопрос о целесообразности
применения достаточно сложных моделей сопря-
женного теплообмена при решении задач теплос-
набжения проведен расчет количества теплоты,
аккумулированной ограждающими конструкция-
ми и воздухом на глубину рассматриваемой обла-
сти в 1 м (таблица) с использованием температур-
ных полей, рассчитанных при решении задачи
(1)–(10).

Полученные результаты позволяют сделать вы-
вод, что значительная часть энергии расходуется
на нагрев ограждающих конструкций (таблица)
(большая часть тепловой энергии, поступающей от
газовых инфракрасных излучателей, аккумулиру-
ется в твердотельных элементах области реше-

ния). Поэтому расчет тепловых режимов помеще-
ний с системами отопления на базе ГИИ необходи-
мо проводить путем решения задач свободной кон-
векции в сопряженной постановке с учетом тепло-
отвода в ограждающие конструкции и аккумуля-
ции в них энергии. Балансные модели [13, 14] при
этом могут служить инструментом для нижних
оценок энергии, необходимой для эффективного
использования систем радиационного нагрева.

Таблица. Тепловая энергия, аккумулированная в огражда-
ющих конструкциях (Q1) и в воздушной среде (Q2)

, 103 Q1, 106 Дж Q2, 104 Дж

10 5,31 3,53

20 6,05 4,47

30 6,77 5,17

40 7,46 5,46

50 8,14 5,87

60 8,79 5,45

70 9,44 4,63
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Рис. 2. Поля температур (а, в, д) и изолинии функции тока (б, г, е) для модели естественной конвекции в замкнутой области с
радиационным нагревом нижней границы раздела «газ–твердая стенка» при различных : а, б) 10000; в, г) 50000; д,
е) 70000
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Выводы

На основании сопоставления температурных
полей объекта теплоснабжения, установленных по
результатам численного моделирования с исполь-
зованием модели сопряженного теплообмена, по-
казана необходимость использования моделей,
учитывающих конвекцию и теплоотвод в огражда-
ющие конструкции. Полученные результаты ил-

люстрируют перспективы использования моделей
сопряженного теплопереноса [15–18] при решении
типичных задач анализа тепловых режимов
объектов теплоснабжения с газовыми инфракрас-
ными излучателями.

Работа выполнена в рамках НИР Госзадания «Нау-
ка» (Шифр федеральной целевой научно-технической про-
граммы 7.3073.2011).
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NUMERICAL INVESTIGATION OF CONJUGATE NATURAL CONVECTION 
IN CLOSED REGION UNDER RADIATION HEATING OF ONE BOUNDARY

V.I. Maksimov, T.A. Nagornova, N.I. Kurilenko1, G.Ya. Mamontov2

Tomsk Polytechnic University
Tyumen State University of Architecture and Civil Engineering

Tomsk State University of Architecture and Building

The paper introduces the results of numerical solution of heat transfer problem in closed rectangular region in free convection using the
conjugate heat transfer model. Gas infrared emitters arranged horizontally in upper part of simulation region have been considered as
the heating source. Plane non-stationary problem was solved within the Navier–Stokes model for gas and heat transfer for solid boun-
daries. The dynamics of heat distribution in closed region with time was analyzed. It was ascertained that the most of heat is accumula-
ted in enclosures affected by heat radiation. The authors made the conclusion on the stated model applicability for heat transfer calcu-
lation with radiation heating source. The paper demonstrates the possibility of using the potential of conjugate heat transfer theory
when solving typical problems of heat power industry.
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