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Постановка задачи

Работа продолжает исследования, начатые в
[1]. Рассмотрим более сложную модель: произво-
дитель управляет дополнительной прибылью на
единицу использованного сырья c() с целью регу-
лирования потока запросов на опционное сырье
так, чтобы к концу производственного цикла дли-
тельности T все сырье Q() было использовано, т. е.
Q(T)=0. Зависимость интенсивности спроса на
сырье от c вполне естественна, поскольку прибыль
предприятия заложена в стоимость продукта для
заказчика, и снижение этой стоимости приводит к
росту спроса на продукцию. Аналогичная зависи-
мость рассматривалась, например, в [2].

Такая модель актуальна в случае практической
невозможности утилизации сырья и позволяет
увеличить прибыль предприятия от использова-
ния опционного ресурса.

Итак, будем считать, что поток запросов на оп-
ционное сырье является пуассоновским потоком
интенсивности (c), зависящей от c(t), Q(t) – коли-
чество сырья, имеющегося в наличии в момент
времени t, Q(0)=Q0 – количество закупленного к
началу производственного цикла сырья.

Рассмотрим решение задачи в диффузионном
приближении процесса Q(), т. е. будем считать,
что процесс удовлетворяет следующему стохасти-
ческому уравнению

(1)

где w(t) – стандартный винеровский процесс, a1 –
средняя величина одного запроса на сырье, a2 –
второй начальный момент одного запроса на
сырье.

Диффузионная аппроксимация часто использу-
ется в моделях управления запасами и массового
обслуживания и дает адекватные результаты
[3–6].

Пусть управление прибылью определяется со-
отношением

(2)

где >0 – некоторый коэффициент, т. е. интенсив-
ность использования ресурса прямо пропорцио-
нальна его текущему количеству и обратно про-
порциональна времени до конца производственно-
го цикла. Аналогичная (2) модель управления це-
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ной без введения параметра  рассматривалась
впервые в [7].

Итак, объединяя (1) и (2), получаем, что диф-
фузионное приближение процесса Q() имеет вид

(3)

Рассмотрим вероятностные характеристики
процесса Q().

Характеристики процесса использования 
опционного ресурса

Обозначим математическое ожидание E{Q(t)}=Q
–

(t).
Усредняя выражение (3), получим

(4)

Решая (4), учитывая начальное условие Q
–

(0)=Q0,
получаем

Применяя формулу Ито для квадратичного
преобразования процесса Q(t) получим

Усредняя, получим уравнение для второго на-
чального момента Q2(t)=E{Q2(t)}

(5)

Обозначим через VARQ(t)=Q2–Q
–2 дисперсию про-

цесса Q(t).
Учитывая (4), получим

или

(6)

Вычитая (6) из (5), получаем уравнение для
дисперсии

(7)

с начальным условием VARQ(0)=0.
Общее решение уравнения (7) имеет вид

Учитывая начальное условие, получаем

Заметим, что

Обозначим через

функцию корреляции процесса Q(t).
Пусть t2>t1, тогда, умножив уравнение

на Q(t1) и усредняя по реализациям, получаем ура-
внение для E{Q(t1) Q(t2)}

Его общее решение имеет вид E{Q(t1)Q(t2)}=
=C(t1)(T–t2)

. Полагая t2=t1, получаем 

откуда следует

Так как

то

Найдем p(x,t) – функцию плотности вероятно-
стей процесса Q(t) в момент времени t.

Рассмотрим преобразование f(Q,t)=e–pQ, пара-
метр p>0. Полученный процесс удовлетворяет ура-
внению

(8)

Пусть Ф(p,t)=E{e–pQ} – преобразование Лапласа
функции p (x, t). Тогда, усредняя (8), получим

(9)2
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Решая (9) методом характеристик, получим ура-

внение для характеристик где

=2a1/a2. Общее решение уравнения (9) имеет вид

где () – произвольная функция.
Воспользуемся условием, что Q(0) = Q0 c веро-

ятностью 1. Тогда p(x,0)=(x–Q0), где () – дельта-
функция Дирака. Отсюда следует, что Ф(p,0)=e–pQ0 

или Сделав замену перемен-

ной получим

Таким образом,

или, обозначив (1–t/T)k=, получим

(10)

Приведем аргумент exp() в (10) к виду 

Очевидно, что

тогда

Используя таблицы обратного преобразования 

Лапласа [8. Ф. 23.65] (в нашем случае

), получаем

(11)

где I1() – функция Бесселя мнимого аргумента.

Дельта-функция в (11) возникает потому, что
величина запроса на опционный ресурс является
случайной и, в принципе, заказчик может исполь-
зовать все оставшееся сырье, что приведет к завер-
шению производственного цикла

Оптимизация средней прибыли предприятия

Рассмотрим случай, когда зависимость (c) мо-
жет быть линеаризована

(12)

Здесь величина с0 имеет смысл некоторой
«стандартной» дополнительной прибыли, так что
(c0)=0. Такая аппроксимация возможна, если от-
клонения прибыли c(t) от с0 незначительны.

В этом случае уравнение (2) приобретает вид

откуда

Так как в единицу времени в среднем поступает
(c) запросов на сырье, средний размер которых
равен a1, то среднее значение прибыли в единицу
времени равно

Усредняя по количеству сырья Q(t), имеющего-
ся в наличии в момент времени t, получим

Средняя прибыль за производственный цикл
равна

(13)

Вычисляя интегралы в (13) получим
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Первый интеграл имеет смысл при >0, второй
интеграл конечен только при >1, третий инте-
грал конечен только при >0,5.

Следовательно, в аппроксимации (12) следует
считать >1. В этом случае

(14)

Задача выбора оптимального значения имеет вид

или

Полагая '()=0, получим уравнение

или  (15)

которое надо решить в области >1.
Учитывая также, что правая часть (15) должна

быть положительна, решение уравнения (15) сле-

дует искать в области

График зависимости оптимального значения 
от параметра a1Q0/a2 приведен на рис. 1.

Рис. 1. Зависимость оптимального значения параметра
управления  от характеристики системы a1Q0/a2

Заметим, что при больших значениях a1Q0/a2

оптимальное значение  мало отличается от 1. По-
лагая =1+ получаем, что при малых 

поэтому при a1Q0/a2>>1 параметр

Оптимизация начального объема 
опционного ресурса

Так как стоимость единицы ресурса равна d, то
дополнительная прибыль, получаемая при исполь-
зовании ресурса объема Q0, равна, с учетом (14)

Оптимальный объем Q0 определяется из усло-
вия P/Q0=0:

откуда

(16)

Рассмотрим систему уравнений (15) и (16), ре-
шающих задачу максимизации прибыли предпри-
ятия одновременно по величинам Q0 и 

Исключая Q0, получим уравнение для :

(17)

которое надо решить в области >1 и при условии
2–4+2<0, т. е. в области 1<<3,414.

Из (17), зная a1, a2, 0, 1, Т, d и c0, можно най-
ти оптимальное значение , а затем и оптимальное
значение объема партии опционного ресурса Q0. 

График функции в допу-

стимой области приведен на рис. 2.
При больших 1T левая часть уравнения (17)

велика, и поэтому  мало отличается от 1. Полагая
=1+, придем к уравнению
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Рис. 2. График функции (), определяющей оптимальное
значение параметра управления 

Заключение

Предложена гибкая модель регулирования пото-
ка запросов на опционное сырье, позволяющая до-
биться полного использования опционного ресурса
в производственном цикле. Получены уравнения
(15) и (16), определяющие оптимальные параметры
модели: начальный объем ресурса Q0 и параметр
управления , которые обеспечивают максималь-
ную среднюю прибыль предприятия. Эти значения,
вообще говоря, можно найти лишь численно. Полу-
чено выражение для плотности распределения веро-
ятностей (11), полностью описывающее процесс ис-
пользования опционного ресурса в диффузионном
приближении и позволяющее найти распределение
длительности использования ресурса, что даст воз-
можность рассчитать оптимальную продолжитель-
ность производственного цикла T. Этот расчет со-
ставляет перспективы дальнейшей работы.
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INVENTORY CONTROL: FULLY RESOURCE USAGE IN PRODUCTION CYCLE

A.V. Kitaeva, N.V. Stepanova, A.F. Terpugov1

Tomsk Polytechnic University
1Tomsk State University

The paper considers the model of controling optional resource with limited lifetime which should be completely used for the production
cycle. The demand for the resource is of random character: the demand flow is Poisson with an intensity that is inversely related to the
enterprise’s additional profit, the purchases are i.i.d. random variables. The authors use a diffusion approximation to the system. The 
mean, the variance and the correlation function of the inventory level process are found. The optimization of the average additional pro-
fit is carried out in a case of linear dependence of the intensity of the profit; the optimal initial inventory level is also found.

Key words:
Inventory control, yield management, fixed lifetime, stochastic demand, diffusion approximation.



Введение

Для определения параметрических обобщен-
ных обратных матриц

Мура–Пенроуза [1, 2] при параметрических ма-
трицах A(t)Rmx (заметим, что параметр t может 

быть временем, оператором Лапласа или

другим параметром) на основе дифференциальных
преобразований Пухова [3] в работе [4] был предло-
жен дифференциальный аналог (Д-аналог) опреде-
ления X(t)A(1)(t), основанный на первом извест-
ном условии Мура–Пенроуза [1, 2]

(1)

а в работе [5] – Д-аналог определения X(t)A(2)(t),
основанный на втором известном условии [1, 2]

(2)

При этом наряду с условиями (2) и (3) выполня-
ются также третье и четвертое условия Мура–Пен-
роуза – условия симметричности [1, 2]

(3)

(4)

В настоящей работе для определения X(t) пред-
лагаются параллельные матрично-векторные и ма-
тричные вычислительные методы, основанные на
неявных последовательных рекуррентных вычис-
лительных схемах, предложенных в работах [4, 5].

[ ( ) ( )] ( ) ( ).TX t A t X t A t

[ ( ) ( )] ( ) ( ),TA t X t A t X t

( ) ( ) ( ) ( ).X t X t A t X t

( ) ( ) ( ) ( ),A t A t X t A t

~
d

S
dt

 
  

( ) ( ) n mX t A t R  
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ПАРАЛЛЕЛЬНЫЕ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНЫЕ МЕТОДЫ ОПРЕДЕЛЕНИЯ ПАРАМЕТРИЧЕСКИХ 
ОБОБЩЕННЫХ ОБРАТНЫХ МАТРИЦ

С.О. Симонян

Государственный инженерный университет Армении (Политехник), г. Ереван
E-mail: ssimonyan@seua.am

Актуальность работы обусловлена необходимостью эффективного определения параметрических обобщенных обратных ма-
триц Мура–Пенроуза, достаточно часто встречающихся при решении неавтономных линейных систем конечных уравнений, за-
дач оптимального управления, неавтономных матричных уравнений, при сингулярном разложении, в задачах расщепления ли-
нейных динамических систем, при решении линейных многоточечных краевых задач, непрерывных задач математического про-
граммирования, при нахождении корней алгебраических многочленов с переменными коэффициентами и др.
Цель работы: разработка параллельных матрично-векторных и матричных вычислительных методов определения параметри-
ческих обобщенных обратных матриц Мура-Пенроуза.
Методы исследования: при решении рассматриваемой задачи были использованы методы линейной алгебры, теории матриц,
дифференциальных преобразований, численных методов, параллельных вычислений, методы машинного моделирования, а
также современные информационные технологии.
Результаты: доказана теорема об определении параметрических обобщенных обратных матриц на основе использования ап-
парата дифференциальных преобразований, сводящего решение непрерывной задачи к решению эквивалентной числовой за-
дачи, обеспечивающую высокую эффективность вычислительных процедур.

Ключевые слова:
Параметрические матрицы, обобщенные обратные матрицы, дифференциальные преобразования, параллельные матрично-
векторные и матричные вычислительные методы.


