
Введение

Как нам известно, многие задачи физики, тех-
ники и других наук приводятся к сингулярно воз-
мущенным уравнениям эллиптического типа.
Сингулярно возмущенные уравнения эллиптиче-
ского типа рассматривались многими авторами,
например в работах [1–10] и в цитируемых ими ра-
ботах. Впервые В. Вазов в работе [1] изучил асим-
птотику решения первой краевой задачи для про-
стейшего эллиптического уравнения внутри обла-
сти. Левинсон [2] в двумерном случае исследовал
асимптотику решения задачи Дирихле для общего
эллиптического уравнения второго порядка с ма-
лым параметром ε, вырождающейся при ε=0 в за-
дачу Коши для уравнения первого порядка с регу-
лярным полем характеристик. Им был построен
для этой цели пограничный слой вблизи соответ-
ствующей части границы. Предельный переход в
этой задаче с любым полем характеристик прове-
ден в работе С. Л. Каменомостской [8]. А.М. Ильин
в работе [10] рассматривал различные задачи, в
том числе бисингулярно возмущенные эллиптиче-
ские уравнения. А.М. Ильин, применяя метод сра-
щивания асимптотических разложений, построил
формальные асимптотические разложения (ФАР)
решений и привел их строгие обоснования. В дан-
ной работе для построения полного асимптотиче-
ского разложения мы используем аналог метода
погранфункций [11–13] (обобщение метода по-
гранфункций). Обобщенный метод пограничных
функций ранее применялся для сингулярно возму-
щенных обыкновенных дифференциальных ура-
внений с точками поворота. В работе [11] обобщен-
ным методом пограничных функций построена

асимптотика решения уравнения Лайтхилла пер-
вого порядка. В работе [12] построено асимптоти-
ческое разложение решения сингулярно возму-
щенных обыкновенных дифференциальных ура-
внений второго порядка с одной точкой поворота в
действительной оси. В работе [13] построено равно-
мерное асимптотическое разложение решения
сингулярно возмущенных обыкновенных диффе-
ренциальных уравнений второго порядка с двумя
точками поворота в действительной оси.

Постановка задачи

Рассмотрим задачу Дирихле для бисингулярно
возмущенного эллиптического уравнения

ε∆u(x,y)–q(x)u(x,y)=f(x,y),(x,y)∈D={(x,y)| x2+y2<1}, (1)

u|Г =0, Г={(x,y)| x2+y2=1},                     (2)
где f(x,y)∈С(∞)(D

–
) – заданная функция.

I. Рассмотрим случай, когда q(x)=(1–x). В этом
случае уравнение имеет простую точку поворота в
точке (1,0). Для начала рассмотрим структуру вне-
шнего разложения решения задачи (1), (2), кото-
рое будем искать в виде:

(3)

после подстановки (3) в (1) и приравнивания коэф-
фициентов при одинаковых степенях ε получим
рекуррентную систему уравнений:

–(1–x)v~0(x,y)=f(x,y),

(1–x)v~k(x,y)=∆v~k–1(x,y), k∈N.
Отсюда определяются все v~k(x,y)∈C(∞)(D

–
\(1,y)):

v~0(x,y)= –f(x,y)/(1–x),

v~0(x,y)=∆v~k–1(x,y)/(1–x), k∈N, т. е.
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по терминологии A.M. Ильина, называют бисингулярными. Ранее для построения асимптотики бисингулярно возмущенных за-
дач применялся метод сращивания, а метод пограничных функций не использовался напрямую. В работе предложена модифи-
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где Fk(x,y)∈С(∞)(D
–

), k∈N.
В граничной точке (1,0) все эти функции v~k(x,y)

имеют нарастающие особенности:

Построение ФАР решения. Решение задачи (1),
(2) ищем в виде:

u(х,у)=v0(х,у)+π0(η,φ)+w–2(τ,ξ)/µ–2+

+w–1(τ,ξ)/µ–1+w0(τ,ξ)+R(х,у),                   (4)
где η=(1–r)/λ, τ=(1–x)/µ2, ξ=y/µ, ε=λ2, ε=µ6,
x=rcosφ, y=rsinφ.

Подставляя (4) в (1) получим:
ε∆v0–(1–х)v0+µ2∆τξ(w–2+µw–1+µ2w0)–τ(w–2+µw–1+µ2w0)+

+ε∆ηφπ0–(1– cos(φ)+ληcos(φ))π0+ε∆R–(1–х)R=

=f(х,у)–H(y)+H(ξµ), (5)
где

Здесь мы ввели новую неизвестную функцию
Н(y), которую определяем ниже.

Из равенства (5) имеем:
–(1–х)v0=f(х,у)–H(y),

Отсюда
v0(x y)=–(f(x,y)–H(y))/(1–x),

и здесь мы определим функцию Н(y) так, чтобы
v0(x,y)∈C(∞)(D

–
). Пусть H(y)=f(1,y), тогда

Из равенства (5) для π0 получим задачу:

Отсюда

Для функций w–2(τ,ξ), w–1(τ,ξ), w0(τ,ξ) составим
следующие задачи:

(6)

(7)

(8)

где

Задачи (6)–(8) имеют следующие решения:

Асимптотику решений задачи (6)–(8) при τ→∞
ищем в виде

(9)

Подставляя (9) в (6), имеем:

Отсюда
a0(ξ)≡0, a1(ξ)=–Н0, a2(ξ)≡0, a3(ξ)≡0, a4(ξ)=2a1(ξ),... .

Следовательно,

Аналогично получим:

Оценка остаточного члена R(x,y). Для R(x,y)
получим следующую задачу:

ε∆R–(1–х)R=О(µ3), RГ=0.
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Применяя принцип максимума [14], имеем:
|R |≤сµ в области D–.

Нами доказана следующая теорема
Теорема 1. Пусть f (x,y)∈C(∞)(D–), f(1,0)≠0, тогда

для решения задачи (1), (2) справедливо асимпто-
тическое разложение

u(х,у)=v0(х,у)+π0(η,φ)+w–2(τ,ξ)/µ–2+

+w–1(τ,ξ)/µ–1+w0(τ,ξ)+О (µ),
где η=(1–r)/λ, τ=(1–x)/µ2, ξ=y/µ, ε=λ2, ε=µ6,
x=rcosφ, y=rsinφ.

II. Пусть q (x)=(1–x2). В этом случае предель-
ное уравнение имеет особенность в двух гранич-
ных точках (–1,0) и (1,0).

Структура внешнего разложения примет вид:

где Fk(x,y)∈С(∞)(D–), k∈N.
Построение ФАР решения. Решение задачи (1),

(2) ищем в виде:
u(х,у)=v0(х,у)+π0(η,φ)+g–2(γ,ξ)/µ–2+

+g–1(γ,ξ)/µ–1+g0(γ,ξ)+w–2(τ,ξ)/µ–2+

+w–1(τ,ξ)/µ–1+w0(τ,ξ)+R(х,у),                 (10)
где η=(1–r)/λ, γ=(1+x)/µ2, τ=(1–x)/µ2, ξ=y/µ,
ε=λ2, ε=µ6, x=rcosφ, y=rsinφ; g(γ,ξ) – обобщенная
погранфункция в окрестности точки (–1,0), а
w(τ,ξ) – обобщенная погранфункция в окрестности
точки (1,0).

Подставляя (10) в (1), получим:
ε∆v0–(1–х2)v0+µ2∆γξ(g–2+µg–1+µ2g0)–t1(g–2+µg–1+µ2g0)+

+µ2∆γξ(w–2+µw–1+µ2w0)–τ(w–1+µw1+µ2w0)+

+ε∆γξπ0–(1– cos2(φ)+2ληcos2(φ)–λ2η2cos2(φ))π0+

+ε∆R–(1–х2)R=f(х,у)–H(х,y)+H(х,у).        (11)
Как всегда мы здесь ввели новую функцию

Н(х,y), которую определим ниже.
Из равенства (11) имеем:

–(1–х2)v0=f(х,у)–H(х,y).
Тем самым

v0(x,y)=–(f(x,y)–H(х,y))/(1–x2).
Определим неизвестную функцию Н(х,y) так,

чтобы v0(x,y)∈C(∞)(D–). Пусть 
H(y)=(f(1,y)(1+х)+f(–1,y)(1–х))/2, 

тогда
v0(x,y)=–(f(x,y)–(f(1,y)(1+х)+f(–1, y)(1–х))/2)/(1–x2).

Из равенства (11) для π0 получим задачу:

решение которой имеет вид:

Для функции w–2(τ,ξ), w–1(τ,ξ), w0(τ,ξ), g–2(γ,ξ),
g–1(γ,ξ), g0(γ,ξ)) составляются аналогичные (6)–(8)
задачи.

При τ→∞, γ→∞, ξ→∞ имеем:
w–2=O(τ–1), w–1=O(ξτ–1), w0=O(ξτ–1),

g–2=O(γ–1), g–1=O(ξγ–1), g0=O(ξ2γ–1).
Оценка остаточного члена R(x,y). Для R(x,y)

получим следующую задачу:
ε∆R–(1–х2) R=О(µ3), RГ=0.

Учитывая результат работы [13] и применяя
принцип максимума [14], имеем:

|R |≤сµ в области D–.
Нами доказана следующая теорема.
Теорема 2. Пусть q(x)=(1–x2), f(1,0)≠0,
f(–1,0)≠0, тогда для решения задачи (1), (2) спра-
ведливо асимптотическое разложение

u(х,у)=v0(х,у)+π0(η,φ)+g–2(γ,ξ)/µ–2+g–1(γ,ξ)/µ–1+

+g0(γ,ξ)+w–2(τ,ξ)/µ–2+w–1(τ,ξ)/µ–1+w0(τ,ξ)+O(µ),
где η=(1–r)/λ, γ=(1+x)/µ2, τ=(1–x)/µ2, ξ=y/µ,
ε=λ2, ε=µ6, x=rcosφ, y=rsinφ, g(γ,ξ), w(τ,ξ) – обоб-
щенные погранфункции, соответственно в окрест-
ности точек (–1,0) и (1,0).

Заключение

Обобщением метода пограничных функций по-
строены асимптотические разложения решения
задачи Дирихле для эллиптических уравнений
второго порядка в круге. Рассмотрены два случая:
1) особенность появляется в одной граничной точ-
ке; 2) особенность появляется на двух граничных
точках. Обобщенный метод пограничных функций
можно применять при построении асимптотичес-
ких разложений решения задачи Дирихле для би-
сингулярно возмущенных эллиптических уравне-
ний. Причем асимптотическое разложение пред-
ставляется в явном виде по дробным степеням ма-
лого параметра ε. Формальное асимптотическое
разложение обосновано применением принципа
максимума.
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ASYMPTOTIC SOLUTIONS OF THE BISINGULAR PERTURBED ELLIPTIC EQUATION. 
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For mathematical modeling the convective-diffusive transport, chemical kinetics the boundary value problems occur for elliptic equations
of the second order with a small parameter in the highest derivatives. The explicit solution of these problems can be constructed in a ge-
neral case using different asymptotic methods. The fundamental work in this direction was done by A.N. Tikhonov, A.B. Vasilyeva,
S.A. Lomov, V.B. Butuzov, L.I. Lyustemik, M.I. Vishik, A.M. Ilin. When the corresponding unperturbed equation has a smooth solution
these problems are called bisingular in A.M. Ilin terminology. The method of matching was applied before to construct the asymptotic
of bisingularly perturbed problems, but the method of boundary functions was not used directly. The author has proposed to modify the
method of boundary functions that makes possible the construction of the asymptotic solutions of bisingularly perturbed elliptic equa-
tion. The aim of the study is to develop the asymptotic method of boundary functions for bisingularly perturbed equations. Applying the
generalized method of boundary functions, the author constructed the asymptotic expansion of the solution for bisingularly perturbed
elliptic equation in the case when the limit equation has a singularity at the boundary points of the region. The problem is considered in
the circle.
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1. Аналитический аппарат

1.1. Как и в [1–3] рассматривается m-мерное
аффинное пространство Qm и n-мерное эквипроек-
тивное пространство Pn, отнесенные к подвижному
аффинному реперу Q и подвижному эквипроектив-
ному реперу P с соответствующими деривацион-
ными формулами и структурными уравнениями:

(1)

(2)

Предполагается, что между пространствами су-
ществует дифференцируемое отображение

(3)

Дифференциальные уравнения этого отображе-
ния с учетом (1) и (2) запишутся в виде

(4)
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Актуальность работы вызвана необходимостью дополнительного изучения специального отображения V r
m, n ранга r<min (m, n)

аффинного Qm и проективного Pn пространств.
Цель работы. В предыдущих работах были рассмотрены отображения Vm, n, когда r<min (m, n) в случаях m=n, m<n, m>n. В дан-
ной работе рассматривается дифференцируемое отображение V r

m, n ранга r<min (m, n) аффинного пространства Qm и проектив-
ного пространства Pn.
Методы исследования. Основными методами исследования являются метод внешних форм Картана в локальной дифферен-
циальной геометрии и теоретико-групповой метод Г.Ф. Лаптева. Эти методы предполагают локальное изучение рассматривае-
мого объекта и использование функций класса C∝.
Результаты. Рассмотрено регулярное отображение ранга r аффинного и проективного пространств. Дана геометрическая харак-
теристика этого отображения. С отображением V r

m, n инвариантно ассоциируется отображение m-мерного пространства в много-
образие невырожденных нуль-пар. Доказано (геометрически и методом Кэлера) существование данного отображения. Изуче-
на аналитически и геометрически структура внутреннего фундаментального геометрического объекта.
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Дифференцируемые отображения, многомерные пространства и поверхности, геометрические объекты.


