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Аннотация. Задача оптимального управления инвестиционным портфелем остается одной из 

основных задач финансового менеджмента на протяжении долгих лет. Ключевым подходом к реше-
нию данной задачи является классическая теория управления портфелем, предложенная Гарри Мар-
ковицем [1]. В рамках данной теории большое внимание уделяется поиску такого соотношения акти-
вов в портфеле, которое минимизирует его риск (дисперсию изменения цены портфеля) при условии, 
что ожидаемая доходность (ожидаемое среднее значение изменения цены портфеля) остается на 
уровне не ниже заданного. В настоящее время существует множество моделей оптимального управ-
ления инвестиционным портфелем, которые являются дополнением или расширением классического 
подхода. Большинство из них продолжают опираться на предположении о неизменности дисперсии 
активов во времени, которое не согласуется со свойством рыночных данных. В рамках настоящего 
исследования решается проблема изменчивости волатильности базовых активов в задаче динамиче-
ского управления портфелем Марковица. 

Постановка задачи 
Пусть в момент времени s есть портфель �j, состоящий из 
 рисковых активов с ценами h�,j , @ = 1, …
, доходностями !�,j и стандартным отклонением ��,j. Пусть корреляционная структура 

активов стационарна и задана матрицей �. Необходимо получить прогнозные значения на момент 
времени s + 1 для доходности и волатильности активов, включенных в инвестиционный портфель, и 
сформировать оптимальный портфель на промежуток времени "s, s + 1�.  

Для решения поставленной задачи необходимо: 
• Построить модель, описывающую изменение доходности и волатильности активов; 
• При построении прогноза сохранить наблюдаемую корреляционную структуру; 
• С помощью полученных прогнозных значений сформировать оптимальный портфель Марковица 

на промежуток времени "s, s + 1�. 
Модель для прогноза среднего и дисперсии ряда доходностей 
Модель предполагает, что временной ряд �!j�j�B может быть описан следующим уравнением 

общего вида: !j = �"�j , A$ + �"&j , '$tj = �"�j , A$ + �j ,�j =  !jJ+, !jJ,, … , !jJ�(,&j = "�̂jJ+, �̂jJ,, … , �̂B, �̂jJ+, �̂jJ,, … , �̂B${ , 																																																											"1$ 
 
где �"∙$, �"∙$ функции, описывающие волатильность и среднее на каждый момент s, опреде-

ленные с точностью до параметров A, ', tj − независимые одинаково распределённые случайные 
величины ~�"0,1$, �j −случайная составляющая ряда. 

Следовательно, для использования модели необходимо определить: 
• Вид функций �"∙$, �"∙$; 
• Векторы параметров A, '. 

Выбор функции �"∙$ 



Секция 2: Математические
принятия

 

Для описания динамики доходности
онную схему: 

Выбор функции �"∙$ 
Модель изменения волатильности

ловная дисперсия зависит от прошлых
факторов. Для описания динамики
сионной условной гетероскедастичности
онная условная гетероскедастичность
дастичность) [2],  ¡�¢£¤ (экспоненциальная
стичность), ¡�¢£¤ −� (¡�¢£¤

Среди перечисленных моделей
кого практического применения для¡�¢£¤	"h, ¥$, где h −	порядок ¡�¢£¤

�,"&j
Частный случай AR(1) + 
Рассмотрим частный случай

модель первого порядка, а в качестве
может быть записано в следующем

!j = AB + �A¦
��+

Для оценки параметров модели
(ММП) [4], [5]. В условиях одномерной
нительном предположении о нормальности
ММП на практике, возникает ряд проблем
• Нестабильность оценок из-за неярко
• Распределение доходностей активов
• Портфель может состоять из множества

 

Рис. 3. Алгоритм моделирования
среднего и дисперсии доходностей
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динамики доходности активов будем использовать традиционную

�"�j , A$ = uB + �u� ∙ !jJ�
§

��+ 																																								
изменения волатильности необходима для анализа временных рядов

зависит от прошлых значений ряда, прошлых значений этих дисперсий
описания динамики волатильности активов широко используются модели

гетероскедастичности. Примерами таких моделей являются �¢¡¤
гетероскедастичность), ¡�¢£¤ (обобщенная авторегрессионная условная

экспоненциальная обобщенная авторегрессионная условная¡�¢£¤-в-среднем), �¡�¢£¤ (ассиметричная ¡�¢£¤) [3]
перечисленных моделей ¡�¢£¤"h, ¥$ представляет наибольший интерес

применения для решения финансовых задач. Уравнение (3) описывает¡�¢£¤	членов �,, ¥ −	порядок �¢£¤	членов �: 

" j , '$ = ¨ + �#�
§

��+ �jJ�, + �'©
�

©�+ �jJ©, 																																
(1) + GARCH(1,1) 

частный случай модели (1). В качестве функции �"∙$	возьмем авторегрессионную
порядка а в качестве функции �"∙$ модель ¡�¢£¤"1,1$. В этом случае

следующем виде: 

A� !jJ� + ªj ∙ «'B,B + �'©,B
�

©�+ ∙ �jJ©, + �'B,�
§

��+ ∙ �jJ�, 						
параметров модели ¡�¢£¤ используется метод максимального
условиях одномерной задачи, ММП дает точные несмещенные оценки

предположении о нормальности распределения	tj. Однако, при численной
никает ряд проблем: 

за неярко выраженного минимума целевой функции
доходностей активов далеко от нормального; 
состоять из множества активов, имеющих высокую корреляцию

• применения многомерной модели, учитывающей
ляционную структуру активов. 

Первая проблема частично решается алгоритмически
ММП позволяет использовать распределение

ное от нормального для оценки параметров
поэтому вторая проблема решается поиском
распределения и изменением функции правдоподобия
тимизационной задаче [8].  

Третья проблема достаточно сильно усложняет
оценки параметров, так как необходимо использовать
гомерную модель, учитывающую корреляционную
активов. Использование многомерной модели
практике зачастую оказывается проблематичной
ленной неустойчивости решения [9], [10]
следовании предлагается решить данную проблему
зуя метод главных компонент. 

Метод главных компонент (МГК) 
МГК позволяет сократить размерность

к новому ортогональному базису, сохраняя определенную
объясненной дисперсии исходных временных
поненты, полученные после применения МГК

 

моделирования 
доходностей 

обеспечение поддержки  

традиционную авторегресси-

																																	"2$ 
временных рядов, у которых ус-
значений этих дисперсий и иных 
используются модели авторегрес-�¢¡¤ (авторегресси-

авторегрессионная условная гетероске-
торегрессионная условная гетероскеда-

[3]. 
наибольший интерес в силу широ-
Уравнение (3) описывает модель 

																																	"3$ 
возьмем авторегрессионную 
В этом случае уравнение (1) 

																																	"4$ 
максимального правдоподобия 

несмещенные оценки, при допол-
при численной реализации 

целевой функции [6], [7]; 

корреляцию, что требует  
модели учитывающей корре-

частично решается алгоритмически. 
использовать распределение, отлич-

параметров модели GARCH, 
решается поиском подходящего 
функции правдоподобия в оп-

достаточно сильно усложняет задачу 
необходимо использовать мно-

корреляционную структуру 
многомерной модели GARCH на 

проблематичной, в силу чис-
[10]. В настоящем ис-

решить данную проблему, исполь-

размерность задачи, переходя 
сохраняя определенную долю 
ременных рядов [11]. Ком-

применения МГК являются незави-
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симыми и могут быть моделированы
су, можно применить одномерный
компонент, и после получения прогноза
менным рядам. Для расчёта главных

 

 
где X −	матрица входных данных
Для обратного преобразования

Алгоритм, предлагаемый в
персии доходностей активов портфеля

Практические результаты
Для проведения анализа использовались

ные дневных котировок акций компаний
Лукойл, Норильский Никель, Роснефть
за период с 2006 по 2018 год. Были
рифмические доходности по формуле!j = 
 y �®�®36|,				

где hj −	матрица цен активов
мени s. Матрица корреляций представлена
сунке (2). Распределение доходностей
ется более остроконечным в сравнении
ке (3) на примере доходностей акций

 

Рис. 5. Плотность распределения
 доходностей акций Газпром

 
Для оценки адекватности

данным, заключающаяся в подсчете
рамки доверительного интервала
бэктестинга была рассчитана метрика
чески наблюдаемым, по следующей

 

 
где _�© −	исторически наблюдаемое

значение доходности актива @, 
тервал калибровки модели. 

Результаты процедуры бэктестинга
(4). Исторически наблюдаемые значения
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моделированы по отдельности. Другими словами, перейдя к ортогональному
одномерный GARCH, который является более простым в реализации
получения прогноза по компонентам необходимо лишь вернуться
расчёта главных компонент воспользуемся уравнением (5): 

¯ = ` ∙ °,																																					
входных данных, W−	матрица собственных векторов корреляционной
преобразования необходимо воспользоваться следующим уравнением` = ¯ ∙ °J+,																															

предлагаемый в рамках данного исследования для моделирования
активов портфеля, представлен на рисунке 1. 
результаты 
анализа использовались дан-

котировок акций компаний Газпром, 
Никель Роснефть и Сбербанк, 

год Были рассчитаны лога-
доходности по формуле: | 																																"7$  
матрица цен активов в момент вре-
корреляций представлена на Ри-

Распределение доходностей акций явля-
остроконечным в сравнении с нормальным распределением. Это можно увидеть

доходностей акций Газпром. 

 
Плотность распределения 

акций Газпром 
Рис. 6. Результаты бэктестинга

стей акций Газпрома

адекватности модели была проведена процедура бэктестинга
заключающаяся в подсчете частоты случаев выхода исторически наблюдаемого

интервала на протяжении последних 250 дней. Дополнительно
рассчитана метрика, показывающая насколько близки модельные данные

по следующей формуле: 

¢�, = ∑ "_�© − �̀©$,\©�+∑ "_�© − _³�$,\©�+ ,																																			
исторически наблюдаемое значение доходности актива @, _³� −	историческое

, �̀© −	модельное значение доходности актива @, интервал
процедуры бэктестинга для доходностей акций Газпрома представлены
наблюдаемые значения доходностей пробивают доверительный интервал

Рисунок 4. Матрица корреляций

Газпром Лукойл
Нор
Никель

Газпром 100% 79%

Лукойл 79% 100%

Нор.Никель 62% 61%

Роснефть 78% 76%

Сбербанк 73% 66%

 молодых ученых  
экономике» 
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лишь вернуться к исходным вре-

																																	"5$ 
векторов корреляционной матрицы. 
следующим уравнением: 																																	"6$ 
моделирования среднего и дис-

Это можно увидеть на Рисун-
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акций Газпрома 
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модельные данные к истори-

																																	"8$ 
³ историческое среднее 

, интервал для ´ −	ин-

Газпрома представлены на Рисунке 
доверительный интервал прогноза 
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модели в 5% случаев. Метрика ¢,, посчитанная на калибровочном окне в 150 дней равна 0,56. Невы-
сокое значение метрики обусловлено невыполнением предположения о нормальности распределения 
доходностей акций. Для доходностей акций других компаний получены аналогичные результаты. 

Заключение 
В рамках настоящего исследования был предложен подход прогнозирования доходности и во-

латильности высоко коррелированных активов при помощи применения метода главных компонент 
и модели �¢"1$ 	+ 	¡�¢£¤	"1,1$. МГК позволяет прогнозировать параметры распределения активов 
независимо друг от друга, при этом сохраняя известную корреляционную структуру. Полученная 
невысокая (0,56) метрика качества модели обусловлена невыполнением предположения о нормаль-
ности распределения доходностей акций. Для улучшения качества предлагаемой модели необходимо 
реализовать подбор распределения для доходностей акций и изменить функцию правдоподобия при 
оценке параметров модели. После повышения качества модели, полученные прогнозные значения 
могут быть использованы для решения задачи оптимального динамического управления портфелем 
ценных бумаг. 
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Решение задачи пространственной ориентации мобильного робота в ряде случаев является ос-

новополагающей при организации систем движения. Современные домашние роботы уборщики, 
сельскохозяйственные роботы, роботы такси обязаны иметь у себя на «борту» развитые алгоритмы 
успешно решающие данную задачу. Но важным фактором, способствующим её решению, является 
использование качественных сенсоров. Одним из подобных сенсоров является датчик, основанный 
на отражении слабого монотонного луча от объектов, и анализ полученного угла отражения. К более 
продвинутым лазерным датчикам относятся лазерные лидары, которые сканируют пространство и 
передают результаты сканирования в систему обработки, которая строит модель пространства на 
основе полученных данных. 




