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Введение 

В ранее проведенных исследованиях [1], [2] экс-

периментально обнаружено новое явление, заклю-

чающееся в том, что для механической системы, 

включающей в себя двигатель, на валу которого с 

возможностью свободного вращения установлен 

маятник, возможен такой режим движения, при ко-

тором вал двигателя вращается с заданной угловой 

скоростью, а частота вращения маятника близка 

или совпадает с одной из собственных частот коле-

баний механической системы. Целью настоящей 

работы является исследование возможности реали-

зации вышеуказанного режима движения на при-

мере модели, изображенной на Рис. 1. Ранее меха-

нико-математическое моделирование этого явле-

ния не проводилось.  
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Рис. 1. Механическая модель маятника на враща-

ющемся валу двигателя, установленного в кор-

пусе: 1 – корпус; 2 – ротор с валом (точка C – 

центр масс ротора); 3 – маятник; 4 – невесомые 

упругие опоры корпуса; 5 – демпферы корпуса. 

 

Механико-математическая модель маятника на 

вращающемся валу 

Исследуемая модель представляет собой кор-

пус как симметричное твердое тело кубической 

формы, который  закреплен на неподвижном осно-

вании с помощью симметрично расположенных че-

тырех вертикальных и четырех горизонтальных не-

весомых упругих опор.   В корпусе установлен ро-

тор в форме диска, имеющий статическую неурав-

новешенность e, а на валу ротора установлен с воз-

можностью вращения относительно вала маятник 

массой m и длины 𝑙. Ось вращения ротора проходит 

через центр масс корпуса (точка 𝑂1 на Рис. 1). На 

Рис. 1 также изображены демпферы, условно обо-

значающие наличие сопротивления пропорцио-

нального скорости движения корпуса. Движение 

модели будем изучать по отношению к неподвиж-

ной системе координат Oxyz, начало которой 

(точку O) совместим с центром масс корпуса в по-

ложении его статического равновесия. Будем 

также считать, что движение вдоль оси z и пово-

роты вокруг осей x, y, z отсутствуют.   Тогда для 

описания движения модели можно использовать 

три обобщенных координаты: ,𝑥1, 𝑦1– перемещение 

центра масс корпуса 𝑂1 и φ- угол отклонения маят-

ника от его нижнего положения. Для вывода диф-

ференциальных уравнений движения модели ис-

пользуем уравнение Лагранжа 2-го рода в форме 

[3]: 
𝑑

𝑑𝑡
(
𝜕𝑇

𝜕𝑞�̇�
) −

𝜕𝑇

𝜕𝑞𝑖
= −

𝜕П

𝜕𝑞𝑖
−

𝜕Ф

𝜕𝑞�̇�
+ 𝑄𝜑,             (1) 

𝑖 = 1, 2, 3 (𝑞1 = 𝑥1  ;  𝑞2 = 𝑦1;  𝑞3 = 𝜑) 

 

В этом уравнении: 𝑇– кинетическая энергия; 𝛱– 

потенциальная энергия; Φ – функция Релея;  

𝑄𝜑 = 𝑘(𝜔 − 𝜑)̇ .  Здесь  𝜔 – угловая скорость  

ротора, k – коэффициент сопротивления относи-

тельному вращению маятника на валу ротора. 

Кинетическая энергия механической системы Т 

в нашем случае складывается из кинетической 

энергии корпуса Тк, кинетической энергии ротора 
Тр и кинетической энергии маятника Тм. и после 

преобразований имеет вид: 

 

Т = 
1

2
 М(�̇�1

2 + �̇�1
2) + Мрe𝜔(-�̇�1sin(𝜔𝑡) +�̇�1cos(𝜔𝑡)) + 

+ 
1

2
 𝐼р𝜔

2 + m𝑙(�̇�1�̇� cos (𝜑) +�̇�1�̇� sin(𝜑))+  
1

2
 m𝑙2�̇�2 , 

(2) 

В этом выражении    М= Мк + Мр + m; Мк – масса 

корпуса;  Мр = масса ротора;   𝐼р – момент инерции 

ротора. 
   Потенциальная  энергия механической системы  

П складывается  из потенциальной энергии  дефор-

мации упругих опор в горизонтальном  П𝑥 и в вер-
тикальном  П𝑦 направлениях и потенциальной 

энергии  сил тяжести корпуса Пк, ротора Пр маят-

ника Пм. После преобразований учета условия ста-
тического равновесия выражение для потенциаль-

ной энергии примет вид:  

П = 
1

2
𝑐𝑥𝑥1

2 + 
1

2
𝑐𝑦𝑦1

2 – mg 𝑙 cos(𝜑)             (3)    
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Выражение для функции Релея при наличии 

демпфирования только у корпуса будет иметь вид:  

𝛷 =
1

2
𝑏𝑥�̇�1

2 + 
1

2
𝑏𝑦�̇�1

2,                         (4)  

где 𝑏𝑥, 𝑏𝑦 – коэффициенты сопротивления дви-

жению корпуса в горизонтальном и в вертикальном 

направлениях. 

После процедуры составления дифференциаль-

ных уравнений движения модели, используя урав-

нения Лагранжа 2-го рода в форме (1) и выражения 

(2), (3), (4), получим систему трех дифференциаль-

ных уравнений второго порядка: 

1) 𝑀�̈�1 + 𝑚𝑙�̈�cos(𝜑) =  𝑀𝑝𝑒𝜔
2 𝑐𝑜𝑠(𝜔𝑡) +  

+ 𝑚𝑙�̇�2 sin (𝜑) – 𝑐𝑥𝑥1 − 𝑏𝑥�̇�1; 

2) 𝑀�̈�1 +  𝑚𝑙�̈� sin (𝜑) = Мр𝑒𝜔
2 𝑠𝑖𝑛(𝜔𝑡) –  

– 𝑚𝑙�̇�2 cos (𝜑) – 𝑐𝑦𝑦1 − 𝑏𝑦�̇�1; 

3) 𝑚𝑙2�̈� + 𝑚𝑙�̈�1 cos (𝜑) + 𝑚𝑙�̈�1𝑠𝑖𝑛(𝜑) =   

         = 𝑘(𝜔 – �̇�) − mg 𝑙 𝑠𝑖𝑛(𝜑) .         
(5) 

Исследование влияния массы маятника на его 

закон движения на вращающемся валу 

Численное интегрирование уравнений (5)  осу-

ществлялось в среде MATLAB с помощью функ-

ции   ode15i при следующих исходных данных: Мк 

= 8 кг;  Мр= 2 кг; m = 0,02 кг;  𝑏𝑥  = 𝑏𝑦 =25 Нс/м; 𝑐𝑥 

= 4×105Н/м;  𝑐𝑦 = 1×105 Н/м;  e = 0;  k = 

1×10−4Нм/рад., 𝑙 = 0,05м. При этих данных иссле-
дуемая механическая система имеет две собствен-

ные частоты колебаний:  𝑘1 = √𝑐𝑦/М = 100 рад/

с;  𝑘2 = √𝑐𝑥/М = 200 рад/с. Примем, что при  0 ≤

𝑡 ≤10 c. ротор разгоняется по закону 𝜔 = 30𝑡, а 
при  t > 10 c угловая скорость ротора  𝜔= 300 рад/с. 

   Суть численного эксперимента заключалась в 

исследовании закона разгона маятника при различ-

ных его массах и при неизменных других исходных 

данных. Установлено, что при изменении массы 

маятника в диапазоне:  

0,0204 ≤ 𝑚 ≤ 0,0614 (кг) через  8 секунд после 
начала движения ротора, маятник разгоняется и 

начинает вращаться  с угловой скоростью  �̇� = 100 

рад/с, которая равна первой собственной частоте 

колебаний механической системы 𝑘1 = 100 рад/с 

(кривая 2 на Рис. 2).  При изменении массы маят-

ника в диапазоне:  0,0053 ≤ 𝑚 < 0,0204 (кг), маят-
ник через 8 секунд начинает вращаться с угловой 

скоростью  �̇� = 200 рад/с, которая равна второй 

собственно частоте колебаний механической си-

стемы 𝑘2 = 200 рад/с (кривая 3 на Рис. 2).  При 

массе маятника 𝑚 < 0,0053 кг он разгоняется до уг-
ловой скорости �̇� = 300 рад/с, то есть до скорости 

вращения ротора 𝜔 = 300 рад/с и вращается вместе 

с ротором (кривая 4 на Рис. 2).  На этом же рисунке 

показан закон разгона ротора (прямая 1). 

 

 
Рис. 2. Законы движения маятника при разной его 

массе: 2 – при 0,0204 ≤ 𝑚 ≤ 0,0614 (кг); 3 – при 

0,0053 ≤ 𝑚 < 0,0204 (кг); 4 – m < 0.0053 (кг) ; 1 – 

закон разгона ротора. 

 

Таким образом, результаты численного экспе-

римента при моделировании движения маятника на 

вращающемся валу ротора двигателя, закреплен-

ного в корпусе на упругих опорах, подтвердили ре-

зультаты натурного эксперимента в работах [1], 

[2], что при одной и той же угловой скорости вра-

щения ротора угловая скорость вращения маятника 

в зависимости от его массы может совпадать с од-

ной из собственных частот колебаний механиче-

ской системы. 

Заключение 

В результате моделирования движения маят-

ника на вращающемся валу ротора двигателя, за-

крепленного в корпусе на упругих опорах, установ-

лено, что при изменении массы маятника возможен 

такой режим движения, когда ротор вращается с за-

данной угловой скоростью, а угловая скорость вра-

щения маятника равна одной из собственных ча-

стот колебаний механической системы. Это явле-

ние в работах [1], [2] , названо  эффектом «застре-

вания» маятника. 
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