
Постановка задачи

При изучении физико-химических процессов,
происходящихся в составных телах, часто исполь-
зуются математические модели, которые основаны
на сопряжении различных типов уравнений в раз-
ных частях рассматриваемой области [1–3]. Зада-
чи сопряжения уравнений в частных производных
третьего и четвертого порядков изучены в работах
[4–18].

В работе в области 

рассмотрим задачу сопряжения для гиперболиче-
ского и псевдопараболического уравнений четвер-
того порядка вида

(1)

(2)

где b, β, d, δ, ci, gi (i=1,2) – заданные функции, а
D1=D∩(x<y), D2=D∩(x>y).

Через Cn+m обозначим класс функций, имеющих
производные ∂r+s/∂xr∂ys (r=0,1,…,n; s=0,1,…,m).
Отметим, что линия y=x не является характери-
стикой уравнения (1) и (2).

Задача 1 (Задача сопряжения). Найти функ-
цию u(x,y)∈C(D

–
)[C2+2(D1)∪C3+2(D1)], удовлетворяю-

щую уравнениям (1) и (2) соответственно в обла-
стях D1 и D2, краевым условиям

(3)

(4)

(5)

и условиям сопряжения

(6)

где ϕi (i=1,3


) – заданные функции, причем для них
выполняются следующие условия

(7)

(8)

(9)
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ний четвертого порядка с младшими переменными коэффициентами. Установлено, что когда порядок уравнения равен четырем
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склеивания, необходимо задание четырех условий склеивания. Особенностью данной задачи является то, что условия сопряже-
ния задаются не на координатной оси, а на биссектрисе первой четверти плоскости. С целью определения следа искомой функ-
ции и ее производных второго, третьего, четвертого порядков на линии изменения типа уравнений, а также для получения яв-
ного представления решения, построены функции Римана для линейного гиперболического и псевдопараболического уравне-
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(10)

Уравнения (1) и (2) в области D в силу условиям
сопряжения (6) являются уравнениями смешанно-
го типа [19]. Задача 1 в случае b, β, ci, γi≡0 (i=1,2),
d, δ=const изучена в работе [20].

Для решения задачи 1 введем следующие обоз-
начения:

(11)

где τ(x), ν(x), µ(x), χ(x) – пока неизвестные функции.
Если удастся определить функции τ(x), ν(x),

µ(x), χ(x), то решение задачи 1 сводится к опреде-
лению решения уравнений (1) и (2) в областях D1 и
D2 соответственно.

Решение вспомогательных задач Коши

Рассмотрим следующие вспомогательные задачи.
Задача 2. Найти функцию u(x,y)∈C(D

–
1)∩C2+2(D1)

удовлетворяющую в области D1 уравнению (1) и
начальным условиям (11).

Задача 3. Найти функцию u(x,y)∈C(D–2)∩C3+1(D2)
удовлетворяющую в области D2 уравнению (2) и
начальным условиям (11).

Теорема 1. Если выполняются условия (8) и
τ(y)∈C2[0,ℓ], ν(y)∈C1[0ℓ], µ(y)∈C1[0,ℓ], χ(y)∈N

~
[0,ℓ],

то решение задачи 2 существует, единственно и
представимо в виде

(12)

где

a ϑ(x,y;ξ,η) – функция Римана, определяемая в
области

как решение следующей задачи Гурса [9]:

(13)

(14)

Доказательство. Из уравнения (13), с учетом
краевых условий (14), методом интегрирования
получим интегральное уравнение Вольтерра вто-
рого рода для функции Римана:

(15)

где

которое допускает единственное решение. Из (12)
найдем производные

(16)

(17)

(18)

Из формул (12), (16)–(18) легко усмотреть, что
начальные условия (11) выполняются.

Теорема 2. Если выполняются условия (9) и
τ(y)∈C1[0,ℓ], ν(y)∈C2[0,ℓ], µ(y)∈C1[0,ℓ], χ(y)∈C[0,ℓ],
то решение задачи 3 существует, единственно и
представимо в виде

(19)

где

w(x,y;ξ,η) – функция Римана, определяемая в
области

как решение задачи Гурса [9]:

(20)

(21)
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а ω(x,y;ξ) – решение следующей задачи Коши:

(22)

(23)

Доказательство теоремы 2 аналогично доказа-
тельству теоремы 1. Задача (20), (21) однозначно
определяет функцию Римана w(x,y;ξ,η) в области D2.

Лемма 1. Если

(24)

то
(25)

Доказательство. Интегрируя уравнение (22) и с
учетом условий (23), получим интегральное ура-
внение Вольтерра второго рода
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При соблюдении условия (24) выполняется не-
равенство (y,y;s)≥0. Тогда из (28) заключаем, что
неравенство (25) имеет место. Лемма 1 доказано.

Сведение задачи к решению системы 
интегральных уравнений

Используя первое условие (3) из (12), будем иметь
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Используя условие (4) в (34) и дифференцируя
полученное соотношение, будем иметь

(35)

где W(y)=1/w(λ,y;y,y).
С учетом соотношений (29)–(31), (33) из (35) по-

лучим

(36)

Таким образом, задача 1 сведена к решению си-
стемы интегральных уравнений Фредгольма вто-
рого рода вида (29)–(31), (36) относительно функ-
ций τ(y), v(y), µ(y), χ(y). После определения этих
функций решение задачи 1 в области D2 предста-
вляется в виде (19).

Решение системы интегральных уравнений

Систему уравнений (29)–(31), (36) запишем в
виде

(37)

где

Пусть Если вы-

полняется условие
(38)

тогда система уравнений (37) имеет единственное
решение, представимое в виде

где

Таким образом, доказано
Теорема 3. Если выполняются условия

(7)–(10), (24) и (38), то решение задачи 1 суще-
ствует и единственно.

Заключение

Из теорем 1, 2 следует, что построением функ-
ции Римана для сопряженных задач (задачи Гур-
са) удается получить представления решения вспо-
могательных задач, которые существенно исполь-
зуются при решении задачи сопряжения. Условия
(24) обеспечивает достаточное условие Фредголь-
мовости системы (37). Из теоремы 3 вытекает кор-
ректность задачи сопряжения. Через функции Ри-
мана получены представления решения задачи в
явном виде в областях D1 и D2 соответственно.
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THE CONJUGATE PROBLEM FOR HYPERBOLIC 
AND PSEUDOPARABOLIC FOURTH-ORDER EQUATIONS

Tolonbai Y. Saadalov,
Osh Technological University named after M. Adyshev, 81, Isanova street, 

Osh, 714081, the Kyrgyz Republic. E-mail: saadtol_68@mail.ru

Relevance of the research is considered by the proof of correctness of the conjugation problem for linear hyperbolic and pseudoparabo-
lic fourth-order equations with low figures.
The main aim of the research is to prove the existence and uniqueness of solution for conjugation problem for hyperbolic and pseu-
doparabolic fourth-order equations when matching conditions are specified not on a characteristic line.
The methods used in the study: Using Riman’s function and integral equations methods and equivalent model the solution of the pro-
blem is reduced to the solution of the Fredgolm integral equations system of the second order where the solution is attained by the con-
sequent approximation method.
The results: The author has studied the solvability of the conjugation problem for hyperbolic and pseudoparabolic fourth-order equations
with low variable coefficients. It was ascertained that when the equation order equals four, and matching conditions are specified not on
the characteristic line, four gluing conditions should be specified for the problem correctness instead of usual two gluing conditions. The
peculiarity of the problem is that the matching conditions are set not on the coordinate axis but on the bisector of the plane first quarter.
In order to determine the unknown function trace and its derivatives of the second, third and fourth orders of changes in the line-type
equations, as well as to obtain an explicit solution representation, Riemann functions were constructed for linear hyperbolic and pseudo-
parabolic fourth-order equations that are defined as solutions of the corresponding Goursat conjugate problems. The author studied so-
me properties of the Riemann function and obtained the solution representations for the Cauchy problem for linear hyperbolic and pseu-
doparabolic fourth-order equations with variable coefficients. Solvability of the conjugation problem was obtained by its equivalent reduc-
tion to the solvability of the system of four linear Fredholm integral equations of the second kind. The theorems of existence and uniqu-
eness of solutions of the conjugation problem for hyperbolic and pseudoparabolic fourth-order equations were proved.

Key words:
Conjugate problem, hyperbolic and pseudoparabolic equations, boundary and initial conditions, the Riemann functions, the Volterra
and Fredholm equations.
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