
Введение
При разработке микроэлектромеханических

систем (МЭМС) возникает необходимость в оценке
влияния электростатических полей на поведение
подвижного элемента [1–6]. Как правило, именно
электромеханические взаимодействия ограничи�
вают предельно допустимые параметры и предель�
но достижимые характеристики системы. Элек�
тромеханические взаимодействия в МЭМС носят
сугубо нелинейный характер [7, 8]. Поэтому при
анализе работы и оценке максимально достижи�
мых характеристик системы, как правило, огра�
ничиваются определением предельно допустимого
напряжения источника питания V0,кр исходя лишь
из условия статического равновесия [9–13]. В то
же время известно, что поведение колебательных
систем на начальном этапе работы во многом опре�
деляется начальными условиями (смещением и
скоростью подвижного элемента в момент t0=0).

В данной работе проводится анализ влияния
начальных условий на поведение двухэлектрод�
ных МЭМС.

Двухэлектродная микроэлектромеханическая 
система с плоскопараллельными электродами
Проанализируем поведение двухэлектродной

МЭМС сначала на примере простейшей механиче�
ской системы (рис. 1) («mass�spring model»).

Рис. 1. Схема простейшей электромеханической системы

Fig. 1. Diagram of a simplе electromechanical system

Как правило, современные МЭМС создаются с
использованием технологий микроэлектроники.
При этом добротность механических частей систе�
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Проведен анализ особенностей функционирования двухэлектродных микроэлектромеханических систем с учетом электромеха�
нических взаимодействий между элементами системы. В качестве примера рассмотрены микроэлектромеханические системы с
плоскопараллельной и гребенчатой конструкциями электродов. Рассмотрено влияние начальных условий. На примере динами�
ческих систем, описываемых обыкновенными дифференциальными уравнениями, иллюстрируются три типа решений: состоя�
ние равновесия, устойчивое периодическое решение и квазипериодическое решение. Анализ проводился с помощью исследо�
вания фазовых траекторий. Показано, что допустимые значения напряжения источника питания, при которых эффект схлопыва�
ния еще не проявляется для двухэлектродных микроэлектромеханических систем с плоскопараллельной конструкцией электро�
дов, превышают соответствующие значения для микроэлектромеханических систем с гребенчатой конструкцией электродов.
Установлено, что на начальном этапе работы эффект схлопывания в данных микроэлектромеханических системах может наблю�
даться и при напряжениях источника питания, существенно меньших значений V0, кр, которые определяются лишь из условия ста�
тического равновесия. Получены выражения, позволяющие определить область начальных условий (смещений и скоростей),
при которых эффект схлопывания электродов не проявляется. Показано, что при уменьшении напряжения применяемого источ�
ника питания область начальных условий, при которых эффект схлопывания не проявляется, расширяется. Такой подход позво�
ляет предсказать потенциально аварийные ситуации, обнаружить неизвестные ранее режимы, предложить эффективные алго�
ритмы управления. Найдены аналитические выражения, позволяющие определить допустимые значения напряжения источни�
ка питания, при которых эффект схлопывания электродов не проявляется при нулевых начальных условиях. Показано, что вес
подвижного электрода может существенно влиять на отсутствие и проявление эффекта схлопывания.
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ствия, эффект схлопывания, фазовые траектории, критические значения, электростатические силы.



мы может достигать десятков тысяч [14–17]. В ре�
зультате вклад диссипативной составляющей ста�
новится существенным за времена порядка сотен и
даже тысяч периодов колебаний системы.

Анализируя роль начальных условий, мы мо�
жем ограничиться рассмотрением лишь начально�
го момента времени длительностью всего в нес�
колько периодов собственных колебаний системы,
когда диссипативные процессы еще вносят малый
вклад. Поэтому в дальнейшем будем предполагать,
что на начальном этапе на подвижный электрод
действуют только три силы: сила упругости пру�
жины, электростатическая сила и сила веса F0.
В этом случае уравнение равновесия (баланс сил) в
линейном приближении для силы упругости
[2, 18] может быть представлено в виде

(1)

где m – масса подвижного электрода; k – коэффи�
циент квазиупругой силы; x – величина смещения
верхнего электрода от положения равновесия; d0 –
начальное расстояние между электродами; ε0 –
электрическая постоянная; ε – относительная диэ�
лектрическая проницаемость, S – площадь элек�
трода; V0 – величина приложенного напряжения.

Вводя безразмерные переменные λSp=CV0
2/2kd2,

z=(xF0/k)/d и τ=ω0t (здесь d=d0(1–Sp), C=ε0εS/d,
Sp=F0/(kd0), ω0=√

⎯
k/m
⎯

), выражение (1) можно пред�
ставить в виде

(2)

В этих обозначениях поведение системы опре�
деляется одним параметром λSp, а уравнение, свя�
зывающее λSp с координатой положения равнове�
сия z–, принимает вид:

(3)

Выражение (3) при λSp=4/27 имеет кратный ко�
рень z–=1/3, следовательно, λSp=4/27 есть бифурка�
ционное значение параметра. Таким образом, если
значение λSp будет больше 4/27�0,1481481…, то
при любых начальных условиях подвижный элек�
трод, в конце концов, приблизится к неподвижно�
му с предельно возможной скоростью, и произой�
дет соприкосновение электродов (схлопывание).

Как правило, в большинстве работ, где рассма�
триваются электромеханические взаимодействия
в МЭМС, на определении этого критического зна�
чения λSp (точнее V0,кр=√

⎯
2kd2⎯λSp

⎯
/C0
⎯

), соответствую�
щего условию статического равновесия, и остана�
вливаются. При этом остается неясным будет ли
система устойчивой при произвольных начальных
условиях, если значение λSp меньше 4/27.

Анализ поведения электромеханической систе�
мы, описываемой уравнением (2), проведем с помо�
щью исследования фазовых траекторий [19]. Для
этого введем фазовые координаты

(4)

В этих обозначениях (4) уравнение для инте�
гральных кривых принимает вид

(5)

здесь С – константа интегрирования.
На рис. 2 приведены интегральные кривые,

рассчитанные с использованием (5) для λSp=0,08.
Вблизи особой точки типа центр (точка а) траекто�
рии представляют собой замкнутые кривые, близ�
кие к окружностям, что соответствует колебаниям,
близким к гармоническим. Так как система нели�
нейна, то при увеличении амплитуды колебаний её
фазовый портрет усложняется. Если представляю�
щая точка в начальный момент времени находится
внутри области, ограниченной сепаратрисой (в дан�
ном случае кривая 2), то подвижный электрод бу�
дет совершать периодические колебания. Если же
представляющая точка в начальный момент време�
ни находится вне области, ограниченной сепара�
трисой, то подвижный электрод будет двигаться со
всевозрастающей скоростью по направлению к не�
подвижному, пока не произойдет соприкосновение
электродов (эффект схлопывания).

Рис. 2. Фазовый портрет колебаний двухэлектродной
МЭМС при λSp=0,08 и C: 1) –0,01; 2) –0,0346;
3) –0,09; 4) –0,13

Fig. 2. Phase portrait of oscillations of double�electrode micro�
electromechanical system (MEMS) at λSp=0,08 and C:
1) –0,01; 2) –0,0346; 3) –0,09; 4) –0,13

Уравнение сепаратрисы получим, подставив в
(5) условие, что сепаратриса проходит через осо�
бую точку типа седло (в нашем случае точка b).
При этом уравнение сепаратрисы принимает вид:

(6)

здесь b (λSp) – z координата точки b. В нашем случае

(7)
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где

На рис. 3 приведены интегральные кривые –
сепаратрисы, рассчитанные с использованием (6) и
(7) для нескольких значений λSp. Видно, что при
увеличении λSp обе особые точки сближаются,
область начальных условий, соответствующих пе�
риодическим колебаниям, сокращается, и при
λSp=4/27 остается одна особая точка (результат
слияния центра с седлом). Такая особая точка со�
ответствует неустойчивому состоянию равновесия.
В этом случае при любых начальных условиях по�
движный электрод будет двигаться со всевозра�
стающей скоростью по направлению к неподвиж�
ному до соприкосновения электродов.

Отметим, что согласно (6) и рис. 3 эффект схло�
пывания может иметь место и при λSp<4/27, если
координаты представляющей точки, соответ�
ствующие начальным условиям (zнач,υнач), будут на�
ходиться вне области, ограниченной соответствую�
щей сепаратрисой.

Рис. 3. Интегральные кривые – сепаратрисы двухэлектрод�
ной МЭМС, рассчитанные с использованием (6) для
λ: 1) 0,05; 2) 0,12; 3) 4/27

Fig. 3. Integral curves – separatrices of double�electrode MEMS
calculated by (6) for λ: 1) 0,05; 2) 0,12; 3) 4/27

На рис. 4 приведены зависимости смещения
подвижного электрода от времени, рассчитанные с
использованием (2) при λSp=0,13, нулевой началь�
ной скорости (υнач=0), но не нулевом начальном
смещении (zнач≠0). Видно, что колебательный ре�
жим системы наблюдается лишь тогда, когда коор�
дината представляющей точки, соответствующая
начальным условиям (zнач,0), находится в области,
ограниченной сепаратрисой, соответствующей
λSp=0,13.

Выражение (6), в частности, позволяет сделать
заключение и о том, при каком максимальном зна�
чении λSp эффект схлопывания не проявится при
нулевых начальных условиях. Решая систему (3),
(6) с учетом того, что данная сепаратриса должна
проходить через точку (0,0), получим, что при ну�
левых начальных условиях эффект схлопывания
не будет иметь место в случае, если λSp<1/8. При
этом относительная амплитуда собственных коле�
баний не превысит 0,5.

Рис. 4. Зависимости смещения подвижного электрода от
времени, рассчитанные при λSp=0,13 и начальных
условиях: 1) zmax,0; 2) 0,9998zmax,0; 3) 0,95zmax,0. Здесь
zmax=b(λSp)=0,4790889 – максимально допустимое
значение начального смещения  соответствующее
λSp=0,13

Fig. 4. Time dependences of mobile electrode bias calculated at
λSp=0,13 and initial conditions: 1) zmax,0; 2) 0,9998zmax,0;
3) 0,95zmax,0. zmax=b(λSp)=0,4790889 is maximum per�
mitted value of initial displacement corresponding to
λSp=0,13

На рис. 5 приведены зависимости смещения
подвижного электрода от времени, рассчитанные с
использованием (2) при нулевых начальных усло�
виях (0,0) для нескольких значений λSp.

Рис. 5. Зависимости смещения подвижного электрода от
времени, рассчитанные при нулевых начальных
условиях для λ: 1) 0,125; 2) 0,119; 3) 0,131

Fig. 5. Time dependences of mobile electrode bias calculated at
zero�initial conditions for λ: 1) 0,125; 2) 0,119; 3) 0,131

Видно, что по мере увеличения λSp форма коле�
баний все более отличается от гармонической
(оставаясь периодической), а при λSp>1/8 проявля�
ется эффект схлопывания.

Двухэлектродная микроэлектромеханическая 
система с гребенчатой конструкцией электродов
В ряде случаев при изготовлении одноконден�

саторных МЭМС применяется гребенчатая, или
встречно�штыревая, конструкция электродов
[20–23]. При такой конструкции подвижный элек�
трод перемещается между двумя неподвижными
электродами, электрически соединенными между
собой. В этом случае при сделанных ранее допуще�
ниях и отсутствии силы F0 уравнение равновесия
(аналог (2)) принимает вид:
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(8)

здесь z=x/d0, а λ=CV0
2/2kd0

2. Видно, что поведение
данной системы также определяется одним параме�
тром λ, а уравнение, связывающее параметр λ с ко�
ординатой положения равновесия z–, принимает вид:

(9)

Выражение (9) при λ=1/4 имеет кратный ко�
рень. Таким образом, в этом случае бифуркацион�
ное значение параметра λ=1/4. Отметим, что это
значение превышает соответствующее значение
для двухэлектродных МЭМС с плоскопараллель�
ной конструкцией электродов. Следовательно, если
значение λ будет больше 1/4, то при любых началь�
ных условиях подвижный электрод, в конце кон�
цов, приблизится к неподвижному, и произойдет
соприкосновение электродов (схлопывание).

Проведем анализ, будет ли система устойчивой
при произвольных начальных условиях, если зна�
чение λ меньше 1/4.

Для этого опять введем фазовые координаты

(10)

В этих обозначениях (10) уравнение для инте�
гральных кривых принимает вид

(11)

здесь С – константа интегрирования.
Уравнение сепаратрисы для данного случая по�

лучим, подставив в (11), условие прохождения се�
паратрисы через особую точку типа седло. При
этом уравнение сепаратрисы принимает вид:

(12)

На рис. 6 приведены интегральные кривые –
сепаратрисы, рассчитанные с использованием (12)
для нескольких значений λ. Видно, что при увели�
чении λ особые точки (центр (a) и седло (b) с коор�

динатами (0,0) и соответственно)

сближаются, область начальных условий, соответ�
ствующая периодическим колебаниям, сокраща�
ется, и при λ=1/4 остается одна особая точка (сед�
ло). Она соответствует неустойчивому состоянию
равновесия. В этом случае при любых начальных
условиях подвижный электрод будет двигаться со
всевозрастающей скоростью по направлению к не�
подвижному.

Используя (12), при заданном λ можно устано�
вить, какие начальные условия попадают в область,
ограниченную соответствующей сепаратрисой, и,
следовательно, гарантируют отсутствие эффекта
схлопывания. Например, согласно (12) при υнач=0
эффект схлопывания будет отсутствовать, если на�

чальное смещение

Рис. 6. Интегральные кривые – сепаратрисы двухэлектрод�
ной МЭМС с гребенчатыми электродами, рассчитан�
ные с использованием (12) для λ: 1) 0,15; 2) 0,2; 3) 1/4

Fig. 6. Integral curves – separatrices of double�electrode MEMS
with interdigitated�finger electrodes calculated by (12)
for λ: 1) 0,15; 2) 0,2; 3) 1/4

На рис. 7 приведены зависимости смещения
подвижного электрода от нормированного време�
ни, рассчитанные с использованием (8) при
λ=0,15, нулевой начальной скорости, но не нуле�
вом начальном смещении.

Рис. 7. Зависимости смещения подвижного электрода от
времени, рассчитанные при λ=0,15 и начальных
условиях: 1) zmax,0; 2) 0,999zmax,0; 3) 0,95zmax,0. Здесь
zmax=0,4747666 – максимально допустимое значение
начального смещения z, соответствующее λ=0,15

Fig. 7. Time dependences of mobile electrode bias calculated at
λ=0,15 and initial conditions: 1) zmax,0; 2) 0,999zmax,0;
3) 0,95zmax,0. zmax=0,4747666 is maximum permitted
value of initial displacement z corresponding to λ=0,15

Видно, что если начальное смещение подвиж�
ного электрода превышает zmax, в системе наблюда�
ется эффект схлопывания.

Если на работу одноконденсаторной МЭМС с
гребенчатой конструкцией электродов влияет еще
и постоянная сила F0, то соответствующее уравне�
ние равновесия принимает вид

(13)

В данном случае поведение системы определя�
ется двумя параметрами –λ и Sp, а уравнение, свя�
зывающее –λ и Sp с координатой положения рав�
новесия z–, принимает вид:
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(14)

Анализ (14) показывает, что равновесие в си�
стеме возможно, только если λ≤1/4. Максималь�
ное значение λ=1/4 соответствует случаю отсут�
ствия внешней силы Sp=0. С увеличением Sp допу�
стимое значение λ уменьшается, как показано на
рис. 8. Видно, что сила веса может существенно
влиять на поведение системы.

В данном случае уравнение для интегральных
кривых принимает вид:

а уравнение сепаратрисы можно представить в виде:

(15)

здесь b – корень уравнения (14).

Рис. 8. Зависимости 4λmax и b от приведенной внешней силы Sp

Fig. 8. Dependence of 4λmax and b on equivalent external force Sp

Выражение (15) позволяет сделать заключение
и о том, при каком максимальном значении λ для
заданного значения внешней силы Sp эффект схло�
пывания не проявится при нулевых начальных
условиях. Решая систему (14), (15) с учетом того,
что соответствующая сепаратриса должна прохо�
дить через точку (0,0), получим, что при нулевых
начальных условиях эффект схлопывания не бу�
дет иметь место в случае, если λ будет меньше

(16)

При этом относительная амплитуда колебаний
не превысит значения

(17)

здесь

На рис. 9 приведены зависимости и от при�
веденной силы Sp, рассчитанные с использованием
(16) и (17). Видно, что при нулевых начальных
условиях диапазон допустимых значений приве�
денной силы оказывается ограниченным значени�
ем Sp=0,5.

Рис. 9. Зависимости параметра и смещения от приве�
денной силы Sp

Fig. 9. Dependence of parameter and bias on equivalent
external force Sp

На рис. 10 приведены зависимости смещения
подвижного электрода от времени, рассчитанные с
использованием (13) при нулевых начальных усло�
виях и Sp=0,4 для нескольких значений λ. Для на�
глядности момент t0 смещен в точку 0,2.

Рис. 10. Зависимости смещения подвижного электрода от вре�
мени, рассчитанные при нулевых начальных условиях
и Sp=0,4 для λ, равных: 1) , 2) 0,8 , 3) 0,999

Fig. 10. Time dependences of mobile electrode bias calculated at
zero�initial conditions and Sp=0,4 for λ, equal to 1) ,
2) 0,8 3) 0,999

Видно, что по мере увеличения λ форма колеба�
ний все более отличается от гармонической (оста�
ваясь периодической), а при λ= проявляется эф�
фект схлопывания.

Заключение
Проведен анализ влияния начальных условий на

поведение одноконденсаторных МЭМС с плоскопа�
раллельной и гребенчатой конструкциями электро�
дов с учетом электромеханических взаимодействий.

Показано, что эффект схлопывания может на�
блюдаться в данных МЭМС на начальном этапе ра�
боты и при напряжениях источника питания мень�
ших V0,кр, которые определяются из условия стати�
ческого равновесия.

Получены выражения, позволяющие опреде�
лить область начальных условий (смещений и ско�
ростей), при которых эффект схлопывания элек�
тродов не проявляется.

Показано, что вес подвижного электрода может
существенно влиять на отсутствие и проявление
эффекта схлопывания, что необходимо учитывать
при проектировании.
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The authors have analyzed the areas of functioning of two�electrode microelectromechanical systems taking into account the electro�
mechanical interactions between system elements. As an example, the paper considers the systems with a plane�parallel and interdigi�
tated electrode structure and the influence of the initial conditions. For the dynamic systems described by ordinary differential equations,
three types of solution are illustrated: equilibrium state, stable periodic and quasiperiodic solutions. The analysis was carried out by exa�
mining the phase trajectories. It is shown that the allowable values of power supply voltage, where the pull�in�effect has not manifes�
ted for two�electrode for microelectromechanical systems with plane�parallel electrodes design, are higher than the corresponding va�
lues for microelectromechanical systems with comb electrodes. It was found out that at the initial stage of operation the pull�in�effect
in microelectromechanical systems data can be observed in the power supply voltage, significantly lower values of V0,кр, which are deter�
mined only by the conditions of static equilibrium. The authors obtained the expressions which allow defining the field of initial condit�
ions (displacement and velocity), where the electrode pull�in�effect does not occur. It is shown that when decreasing voltages of the ap�
plied power source, the initial conditions domain, under which the pull�in�effect does not occur, is expanded. In some cases such an ap�
proach allows predicting potential emergencies, revealing new, previously unknown, modes and elaborating the effective algorithms to
control the system. The authors found out the analytical expressions which allow determining the allowable values of power source vol�
tage, where the pull�in�effect of the electrodes does not occur with zero initial conditions. It is shown that the weight of the movable
electrode can significantly influence the manifestation and the lack of the pull�in�effect.

Key words:
Initial conditions, micromechanical system, phase portrait, critical values, electromechanical interaction, pull�in�effect, phase trajecto�
ries, electrostatic forces.


