
В настоящее время в общественном сознании
крепнет убежденность в том, что энергетика буду�
щего должна базироваться исключительно на сол�
нечной энергии. Солнце – это огромный неисся�
каемый безопасный источник энергии, в равной
степени всем доступный. Ставка на солнечную
энергетику должна рассматриваться не только
как беспроигрышный, но и в долгосрочной перс�
пективе как безальтернативный выбор для чело�
вечества [1].

Главными ограничениями на пути развития
солнечной энергетики являются дефицит кремния
на мировом рынке и высокая цена моно� и мульти�
кремния, которые используются в качестве основ�
ных материалов при изготовлении фотоэлектриче�
ских преобразователей [2].

Для расширения использования солнечных
энергосистем требуется организация массового
производства и создание оптимальных техноло�
гий, которые обеспечили бы получение кремния
солнечного качества и существенное снижение его
стоимости. Один из возможных вариантов выхода
из создавшейся ситуации основан на глубокой
очистке металлургического кремния и выращива�
нии из него слитков мультикремния методом
Бриджмена [3, 4], который нашел широкое приме�
нение для выращивания кристаллов, используе�
мых в приборостроении и конструкционном мате�
риаловедении.

Многочисленными экспериментальными [5–8]
и теоретическими [9–20] исследованиями устано�
влено, что совершенство кристаллов, выращивае�
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Необходимость повышения эффективности функционирования солнечных батарей обусловлена постоянно повышающимися
требованиями к солнечной энергетике. Повысить эффективность работы батарей можно с помощью использования более каче+
ственных элементов. Работа посвящена решению проблемы по созданию комплекса математических моделей различного уров+
ня сложности для решения научно+технических задач, направленных на повышение качества кремния, выращиваемого методом
Бриджмена.
Цель исследования: разработка математической модели, позволяющей в реальном масштабе времени с приемлемой точно+
стью прогнозировать течение процесса выращивания кристалла в варьируемых тепловых условиях.
Методы исследования. Разработанная модель реализована на базе метода элементарных балансов для принятой расчетной
схемы в пакете Matlab. Модель позволяет проводить оценку температурного поля установки, исследовать взаимное влияние те+
пловых процессов в системе «ростовой контейнер –термическая установка», имитировать тепловые процессы на всех этапах
процесса выращивания кристалла, исследовать различные алгоритмы управления тепловой мощностью нагревателей.
Результаты. Получены оценки положения изотерм кристаллизации и скорости роста кристалла в условиях вертикального мето+
да Бриджмена с механическим перемещением ростового контейнера. Показано, что изменение температурного поля в контейне+
ре при его перемещении существенно влияет на положение изотермы кристаллизации. При этом скорость роста может достигать
области отрицательных значений, при которых происходит подплавление уже выращенного кристалла. Кроме того, фактическое
время выращивания кристалла может заметно отличаться от запланированного. Полученные расчетным путем данные следует
учитывать при проектировании новых установок и планировании экспериментальных работ по выращиванию кристаллов.
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мых методом Бриджмена, непосредственно зави�
сит от термических условий, реализуемых в рабо�
чем объеме ростовой установки. Поэтому необхо�
димо, чтобы установка должным образом выпол�
няла следующие функции [21]:
• создание в рабочем объеме требуемого распре�

деления температуры;
• формирование с заданной точностью оптималь�

ного температурного поля в ростовом контейне�
ре (РК) на всех этапах выращивания кристал�
ла, а именно: при затравлении, разращивании
до стационарного диаметра и росте в условиях
стационарного диаметра.
Исследование процессов выращивания кри�

сталлов с учетом специфики их протекания в каж�
дом конкретном случае производится как экспери�
ментальными, так и методами математического
моделирования. В работах по исследованию про�
цесса выращивания кристаллов с привлечением
методов математического моделирования можно
выделить два подхода:
• к первому относятся исследования, посвящен�

ные изучению процессов роста кристаллов ис�
ключительно в РК [8–18];

• ко второму относятся работы, в которых мате�
матические модели тепловых процессов вклю�
чают как модель РК, так и модель термической
установки, обеспечивающей в РК температур�
ное поле, необходимое для выращивания кри�
сталла [19, 20, 22, 23].
В первом случае при моделировании фазового

перехода рабочего вещества в РК используется ма�
тематическое описание двухфазной задачи Стефа�
на. При этом предполагается, что внешнее для РК
температурное поле создается термической уста�
новкой и задается в качестве граничного условия.
Использование такого подхода позволяет изучить
особенности протекания процессов кристаллиза�
ции в РК с учетом конвективных потоков в распла�
ве рабочего вещества, перераспределения тепло�
вых потоков на границе раздела фаз, формы фрон�
та кристаллизации и его подвижности на качество
выращиваемого кристалла. В работах [19, 20, 23]
больше внимания уделяется вопросам взаимодей�
ствия РК и термической установки, т. е. условиям
выращивания кристаллов в конкретных реализа�
циях установок. Ввиду сложности решаемой зада�
чи она разделяется на две: сначала рассчитывается
температурное поле установки для определенного
положения РК; затем делается его перемещение в
новое положение и процесс расчета повторяется.
В результате получается набор температурных по�
лей для различных положений РК. По получен�
ным данным делаются предварительные оценки
изменения температурного поля и характеристик
роста кристалла при перемещении РК.

Отличительной особенностью данной работы от
перечисленных выше, является моделирование
температурного поля в термически связанной си�
стеме «установка – перемещающийся в ней РК»,
что позволяет исследовать динамику процесса рос�

та кристалла в режиме реального времени с учетом
взаимного влияния тепловых процессов в установ�
ке и РК и получить расчетные характеристики рос�
та кристалла, более близкие к характеристикам
реального процесса. В качестве основных характе�
ристик роста кристалла примем множество оценок
M={zt,zb,zcr,mcr,lcr,t}, где zt, zb, zcr – верхнее и нижнее
положения рабочего вещества в РК и положение
фронта кристаллизации; mcr, lcr – масса и длина вы�
ращенного кристалла; t – время.

Поведение множества оценок M во время выра�
щивания кристалла рассмотрим для многозонной
термической установки (МТУ) [24]. Установка
(рис. 1, а) состоит из 23�х осесимметричных нагре�
вательных модулей различного конструктивного
исполнения, соосно установленных друг на друга и
разделенных теплоизолирующими прокладками.
Для формирования требуемого температурного по�
ля в рабочем объеме, где располагается РК, ис�
пользуются 30 резистивных автономных рассредо�
точенных нагревательных элементов.

В соответствии с осевой симметрией установки,
при составлении расчетной схемы ее вертикальный
разрез разделен на 290 ячеек (N=58 по высоте и 5 по
радиусу) (рис. 1, б). Каждая ячейка обменивается те�
пловой энергией с соседними. На внешних поверхно�
стях установки (границы Г2–Г4) происходит конвек�
тивный теплообмен с окружающей средой. Обмен те�
пловой энергией между установкой и атрибутами ра�
бочего пространства (границы Г5, Г6) осуществляется
с помощью теплопроводности и излучения.

Уравнение, описывающее тепловые процессы в
каждой ячейке МТУ и РК, имеет вид

где c – удельная теплоемкость, Дж/(кг·К);  –
плотность, кг/м3; V – объем ячейки, м3; T – темпе�
ратура, К; t – время, с; Q1–4 – составляющие тепло�
вого потока, поступающего в рассматриваемую
ячейку из соседних ячеек, Вт; Q5 – тепловая мощ�
ность, выделяемая нагревателем, расположенным
в соответствующей ячейке МТУ, Вт.

Рассмотрим формулы расчета тепловых пото�
ков для внутренних ячеек i=2…N–1, j=2…4 рас�
четной схемы МТУ (рис. 2).

Тепловой поток через границу g1:

Учитывая, что

получим

где S – площадь боковой поверхности ячейки на
границе g1, м2.
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Аналогично рассчитывается Q2.
Тепловой поток через границу g3,

Учитывая, что

получим

где S – площадь боковой поверхности ячейки на
границе g3, м2.

Аналогично, рассчитывается Q4.
Для расчета температур в ячейках, соприка�

сающихся с внешними поверхностями, использу�
ются граничные условия, определяемые конструк�

тивным исполнением нагревательных модулей,
свойствами используемых материалов, а также
условиями взаимодействия модулей с окружаю�
щей средой и между собой, а именно:
• в силу радиальной симметрии (граница Г1)

• на поверхностях соприкасающихся элементов
соблюдаются условия сопряжения в виде ра�
венства тепловых потоков и температур

• на нижней, верхней и боковой поверхностях
МТУ (границы Г2, Г3, Г4) выполняются усло�
вия равенства теплового потока от МТУ в
окружающую среду и равенство температур
на границах
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Рис. 1. Фрагмент МТУ с рабочим объемом, заполненным атрибутами, связанными с выращиванием кристаллов (а) и расчет+
ная схема (б, штриховкой выделены ячейки, содержащие нагревательные элементы). Обозначения: 1) теплоизолирую+
щий материал; 2) подставка установки; 3) нагревательные модули; 4) нагреватель; 5) РК (ампула с тиглем, содержа+
щим рабочее вещество); 6) рабочее вещество; 7) подставка РК; Г1–6 – границы; L – высота установки; r1, r2 – радиусы ра+
бочего объема и МТУ соответственно; r – расстояние между РК и поверхностью рабочего объема

Fig. 1. Segment of multizone thermal installation with volumetric displacement filled with attributes related to crystal growing (a) and
design model (b, the cells which contain heating elements are hatched). Symbols: 1) heat insulating material; 2) installation
platform; 3) heating modules; 4) heater; 5) growth container (ampule with crucible containing working agent); 6) working 
agent; 7) growth container platform; Г1–6 are the boundaries; L is the installation length; r1, r2 are the radii of volumetric displa+
cement and multizone thermal installation correspondingly; r is the distance between the growth container and the volumet+
ric displacement surface



где b, t, w – коэффициенты теплоотдачи ни�
жней, верхней и боковой поверхностей, Вт/(м2·К);
T0 – температура окружающей среды;
• на внутренней поверхности рабочего объема

МТУ (граница Г5) и боковой поверхности РК
(граница Г6)

где  – приведенная степень черноты;  – постоян�
ная Стефана–Больцмана, Вт/(м2·К4); wv – коэффи�
циент теплоотдачи поверхности рабочего объема,
Вт/(м2·К).

Положение фронта кристаллизации zcr(t) опре�
деляется изотермой расплава T(zcr(t),t)=Tm, где Tm –
температура кристаллизации.

На нижней границе РК выполняются условия:

где a, s,  l – коэффициенты теплопроводности
РК, кристалла и расплава соответственно.

Аналогично записываются граничные условия
для поверхности расплав–пар рабочего вещества.

Для учета теплоты кристаллизации на границе
фазового перехода, согласно [20, 25–28], использу�
ется эффективная теплоемкость рабочего вещества

где (T–Tm) – дельта функция; Lcr – теплота кри�
сталлизации.

Длина выращиваемого кристалла по радиаль�
ным сечениям j=1 и j=2 равна

Таким образом, текущая мгновенная скорость
роста кристалла по сечениям j=1 и j=2 с учетом
направления движения РК определяется алгебра�
ической суммой двух слагаемых – постоянной за�
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Рис. 2. Составляющие теплового потока, поступающего в ячейку (i,j) (а) и расчетная схема РК (б). Обозначения: g1–4 и hi – гра+
ницы и высота i+го слоя по вертикальной координате, соответственно; rj – линейный размер (i,j)+й ячейки в радиаль+
ном направлении

Fig. 2. Components of thermal flow ingoing into a cell (i,j) (a) and design model of the growth container (b). Symbols: g1–4 and hi are
the boundaries and the length of i+layer along the vertical coordinate respectively; rj is the linear dimension of (i,j)+cell in ra+
dial direction 

à/a б/b 



данной скорости механического пере�

мещения РК относительно установки в область бо�
лее низких температур и переменной величины,
зависящей от скорости изменения положения изо�
термы кристаллизации за счет изменения темпе�
ратурного поля по высоте РК при его перемещении

Следовательно, изменение длины растущего
кристалла происходит как за счет перемещения
РК, так и из�за смещения положения изотермы
кристаллизации относительно установки, которое
может быть вызвано изменением температурного
поля по высоте контейнера.

Масса выращенного кристалла

где tcr0, tcrk – время начала и окончания процесса об�
разования кристалла; S – площадь поперечного се�
чения РК.

Для решения системы дифференциальных ура�
внений, описывающих тепловые процессы при вы�
ращивании кристаллов в МТУ, используется яв�
ная схема конечно�разностной аппроксимации
производных. Это вызвано тем, что время устано�
вления переходных процессов температуры в МТУ
составляет десятки минут [23]. Следовательно,
при шагах по времени порядка 1 с должна наблю�
даться высокая точность расчета температур, а вы�
числительные возможности современных ПЭВМ
позволяют получить решение задачи за приемлем�
ое время.

Расчетные формулы для вычисления темпера�
тур в выделенных элементах записываются в виде

где dt – шаг, с; k – номер шага по времени; T *
i,j –

температурное поле, полученное в результате рас�
чета стационарного состояния МТУ при верхнем
положении РК, предшествующем началу процесса
выращивания кристалла.

Для оценки достоверности результатов расчета
температурного поля МТУ с помощью разработан�
ной модели проведено сравнение стационарных
осевых распределений температуры, полученных
на приведенной модели и модели МТУ, реализо�
ванной в пакете программ Comsol Multiphysics
[23]. Расчеты проводились при формировании в
рабочем объеме установки стационарного распре�

деления температуры для 50 % мощности нагрева�
телей и начального положения РК zb=0,7 м.

Сравнительная характеристика полученных
результатов позволяет сделать вывод: несмотря на
то, что расчетная схема предлагаемой модели МТУ
содержит число выделенных элементов на два по�
рядка меньше, чем модель, реализованная в Com�
sol Multiphysics, температурные поля при соответ�
ствующей настройке коэффициентов предлага�
емой модели имеют хорошее совпадение. Это дает
основание для проведения вычислительных экспе�
риментов на разработанной модели по решению
различных задач, возникающих при выращива�
нии кристаллов. Одной из таких задач является
выявление различий характеристик роста кри�
сталла при наличии и отсутствии систем регулиро�
вания температурного поля проектируемых уста�
новок.

На рис. 3 приведены осевые распределения
температуры в рабочем объеме МТУ при одинако�
вых выделениях тепловой мощности и различных
положениях РК.

Рис. 3. Осевое распределение температуры в рабочем объе+
ме МТУ при различных положениях РК. Обозначе+
ния: 1) zb=0,53; 2) zb=0,43; 3) zb=0,29 м

Fig. 3. Axial temperature distribution in volumetric displace+
ment of multizone thermal installation at different posi+
tions of the growth container: 1) zb=0,53; 2) zb=0,43; 3)
zb=0,29 m

РК в начальный момент времени t=k=0 распо�
ложен на подставке при zb(0)=0,53 м. Такому со�
стоянию соответствует первое осевое распределе�
ние температуры (рис. 3). Так как положение изо�
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термы кристаллизации (Тm=1020 К) zcr(0)=0,515 м,
то рабочее вещество находится в расплавленном
состоянии. Имитация роста кристалла произво�
дится путем продольного осевого перемещения РК
вниз. Шаг по времени dt принят равным 0,5 с. По�
ведение оценок характеристик роста кристалла
при неизменном осевом распределении температу�
ры в рабочем объеме, соответствующем T*

i,j, и неиз�
менном положении фронта кристаллизации отно�
сительно установки приведено на рис. 4.

Рис. 4. Оценки роста кристалла при T k
i,j=T *

i,j (i=1…58; j=1…5;
k=0,1,…)

Fig. 4. Estimates of crystal growth at T k
i,j=T *

i,j (i=1…58; j=1…5;
k=0,1,…)

Скорость перемещения РК принята равной
3·10–6 м/с. На интервале времени между точками А
и В происходит рост кристалла. Длина ожидаемо�
го кристалла составляет 0,185 м, масса 2,32 кг,
время выращивания ~17,18 ч, а скорость роста
кристалла совпадает со скоростью перемещения
РК.

Однако в реальности в процессе выращивания
кристалла происходит деформация температурно�
го поля как РК, так и МТУ. Рассмотрим влияние
перемещения РК из верхнего положения в нижнее
на характеристики роста кристалла и изменение
температур при отключенных регуляторах темпе�
ратуры (рис. 5), тепловые мощности нагревателей
МТУ определены с помощью алгоритма оценки те�
пловых мощностей [28]. В качестве начального
температурного поля принято T0

i,j=T *
i,j.

Из результатов расчета, представленных на
рис. 5, видно, что в отличие от идеализированного
варианта скорость роста кристалла отличается от
скорости перемещения РК. Происходит отстава�
ние начала роста кристалла в связи со смещением
изотермы кристаллизации в низкотемпературную
область рабочего объема (<0,51 м). Затем наблюда�
ется рост кристалла со скоростью, превышающей
скорость снижения контейнера. Это вызвано сме�
щением положения температуры кристаллизации
в градиентную область рабочего объема. Продол�
жительность роста кристалла снижается по срав�

нению со временем выращивания кристалла в иде�
ализированном режиме работы. В конце процесса
выращивания кристалла наблюдаются неравно�
мерные участки роста, вызванные неоднородно�
стью структуры термической установки. Осевое
распределение температуры в процессе выращива�
ния кристалла заметно изменяется (рис. 3, распре�
деления 2 и 3).

Рис. 5. Оценки роста кристалла при отключенных регулято+
рах температуры

Fig. 5. Estimates of crystal growth at switched off temperature
regulators

Рис. 6. Оценки роста кристалла при стабилизации темпера+
турного поля установки с помощью ПИД+регуляторов

Fig. 6. Estimates of crystal growth at stabilization of the instal+
lation temperature field by PID+controllers

Результаты моделирования роста кристалла
при стабилизации температурного поля установки
с помощью системы управления на базе ПИД�регу�
ляторов [21] (уставки регуляторов температуры
нагревателей=const) приведены на рис. 6, 7.

Выполненные расчеты показывают, что, несмо�
тря на поддержание заданного температурного по�
ля в установке системой управления на основе
ПИД�регуляторов, распределение температуры в
РК в процессе выращивания кристалла претерпе�
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вает изменения, что приводит к отклонению ха�
рактеристик роста кристалла (рис. 6) от идеализи�
рованных (рис. 4). Например, продолжительность
процесса выращивания кристалла в идеализиро�
ванном варианте, на ~23 % больше продолжитель�
ности при стабилизированном температурном поле
и на 40 % больше, чем в процессе выращивания
без стабилизации температур. Кроме того, в по�
следних случаях характер роста кристалла во вре�
мени явно отличается от линейного, что может
быть причиной неоднородности свойств выращен�
ных кристаллов в МТУ рассматриваемого типа
[29].

Выводы
1. Модель, разработанная на основе балансовых

отношений для принятой расчетной схемы,
пригодна при оперативном решении задач, воз�
никающих как на этапе проектирования новых
конструкций термических установок, так и на
этапе выращивания кристаллов.

2. Результаты вычислительных экспериментов
показывают, что фактическое время выращи�
вания кристалла может существенно отличать�
ся от запланированного.

3. Из�за смены положения изотермы кристаллиза�
ции, вызванной изменением температурного
поля в ростовом контейнере, возможно подплав�
ление уже выращенного кристалла, т. е. ско�
рость роста кристалла не является постоянной
величиной, что необходимо учитывать как при
экспериментальном выращивании кристаллов,
так и проектировании новых установок.
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field stabilization for different positions of the growth
container: 1) zb=0,53; 2) zb=0,43; 3) zb=0,29 m
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The necessity for solar cell efficiency increase is caused by continuously increased requirements to solar energy. It is possible to improve
the cell efficiency using more qualitative elements. The study is devoted to the solution of the problem of developing the mathematical
models to solve scientific+technical tasks aimed at improving the quality of silicon grown by Bridgman technique.
The main aim of the study is to develop the mathematical model that allows forecasting crystal growth in variable thermal conditions
in real+time mode with acceptable accuracy.
The methods used in the study. The developed model is implemented on the base of the method of elementary balances adopted for
the calculation scheme in Matlab. The model allows evaluating the temperature field installation, exploring the mutual influence of ther+
mal processes in the system "growth container + thermal installation", simulating thermal processes in the installation at all stages of crys+
tal growth, as well exploring various algorithms of controlling thermal power of heaters.
The results. The authors obtained the estimations of both crystallization isotherm position and crystal growth rate for the vertical
Bridgeman technique with mechanical movement of growth container. On the basis of these estimations the conclusion was made that
a change of the temperature field in the growth container at its mechanical movement results in sufficient influence on crystallization
isotherm position. The growth rate in this case can reach the area of negative values that will lead to partial melting of the grown crys+
tal. Besides, the actual time of crystal growth may differ significantly from the planned one on base of assumption about constant
growth rate. The data obtained by calculations should be taken in attention at design of new facilities and when planning the experimen+
tal works on crystal growth.
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