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Abstract. The authors carried out the modeling of the motion of a pendulum mounted with the possibility of free 
rotation on the rotor shaft of an electric motor fixed in a housing on elastic supports. The peculiarities of the 
motion of the pendulum within the range from zero to a given value of the angular velocity of the rotor of the 
electric motor with the presence in this range of natural frequencies of oscillations of the mechanical system are 
revealed. It is established that when changing the inertia moment of a pendulum or friction moment in pendulum 
support, there is possible mode of movement when the rotor rotates with a given angular velocity, and the 
angular velocity of the pendulum rotation is equal to one of the natural frequencies of the mechanical system. In 
previous studies this effect was named the effect of “sticking”. 

 
Введение. Основанием для проведения настоящей работы послужили результаты 

экспериментальных исследований движения маятника на вращающемся валу двигателя механической 
системы  [1]. В этой работе было обнаружено новое явление в механике, которое заключалось в том, что 
для маятника, установленного с возможностью свободного вращения на валу двигателя механической 
системы, при изменении его момента инерции массы, оказался возможным такой режим движения, когда 
вал двигателя вращается с заданной угловой скоростью, а угловая скорость (частота вращения) маятника 
близка или совпадает с одной из собственных частот колебаний механической системы. Это явление 
было названо эффектом «застревания» маятника на вращающемся валу. Целью настоящей работы 
является механико-математическое моделирование эффекта «застревания» маятника на вращающемся 
валу механической системы. 

Выбор и описание движения модели механической системы с маятником на вращающемся 
валу. Для исследований была выбрана модель, представляющая собой корпус в виде твердого тела, 
закрепленного на неподвижном основании с помощью симметрично расположенных четырех 
вертикальных и четырех горизонтальных невесомых упругих опор. В корпусе закреплен двигатель с 
ротором, а на валу ротора установлен с возможностью вращения относительно вала маятник массой m и 
длиной �. Ось вращения ротора проходит через центр масс корпуса (точка �� на Рис. 1). На Рис.1 также 
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изображены демпферы, условно обозначающие наличие сопротивления пропорционального скорости 
движения корпуса. Движение модели будем изучать по отношению к неподвижной системе координат 
Oxyz, начало которой (точку O) совместим с центром масс корпуса в положении его статического 
равновесия. Будем считать, что движение вдоль оси z и повороты вокруг осей x, y, z отсутствуют.  Для 
описания движения модели используем три обобщенных координаты:  ��, 	��	– перемещение центра масс 
корпуса �� и φ  – угол отклонения маятника от его нижнего положения.  

 Рис. 1. Механическая модель маятника на вращающемся валу двигателя, установленного в 
корпусе: 1 – корпус; 2 – ротор с валом (точка C – центр масс ротора); 3 – маятник; 4 – невесомые 

упругие опоры корпуса; 5 – демпферы корпуса 
 
Составляя выражения для кинетической и потенциальной энергий и функции Релея в выбранных 

обобщенных координатах с помощью уравнения Лагранжа 2-го рода (1), получим систему трех 
дифференциальных уравнений, описывающих движение механической модели с маятником на 
вращающемся валу: 

1) ��	� + 
��	 cos��� = 
��� � sin	��) – ����	 −	����� 
2) 	��	� + 	
��	  sin��� =  – 
��� �	cos	��) – ���� − �����        
3) 
���	  + 
��	�	cos	��) +	
��	������� = ��  −�� � − mg	�	������		 

(1) 
В этих уравнениях приняты обозначения М = Мк+ m , где Мк  – масса корпуса с ротором; cx, cy – 

суммарная жесткость опор в горизонтальном и вертикальном направлениях; 	��	, �� – суммарные 
коэффициенты демпфирования в горизонтальном и вертикальном направлениях; g – ускорение 
свободного падения, 	  – угловая скорость  ротора, k – коэффициент сопротивления относительному 
вращению маятника на валу ротора. 

Моделирование эффекта «застревания» маятника на вращающемся валу. Суть 
моделирования этого явления заключалась в исследовании законов разгона маятника при различных его 
массах m и коэффициенте трения в опоре маятника при численном решении уравнений (1). Численное 
интегрирование уравнений (1) осуществлялось в среде MATLAB с помощью функции ode15i при 
следующих исходных данных: Мк = 10 кг; 	��	 = �� = 25 Н∙с/м; �� = 4×10(Н/м;  �� = 1×10( Н/м; 	�	= 0,05м. 
Масса маятника m изменялась от 0,005…0,02 кг, а коэффициент трения k от 0,14×10-3…0,01 Н·м·с. При 
этих исходных данных выбранная модель имеет две собственные частоты колебаний  �� = )��/М =
100	рад/с;		�� = )��/М = 200 рад/с. Принято также, что при 0 ≤  t  ≤ 10 c угловая скорость ротора 
изменялась по закону:   = 30t, а при t > 10 с  по  закону:   = 300 рад/с. 
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Результаты численного экс
режимов движения маятника на вра
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от мас
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2. Вал ротора вращается с 
скоростью ��  = 100 рад/с, которая
системы (область 2 на рис. 2). 
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